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1 概要
以前の講演で, |(軸力)| × (部材長)の和を最小化するという意味で力学的合理性を有するMichell–

Prager型トラス構造を, 可積分離散指数函数から構成できることを示した [1]. より一般に, 可積分離
散正則函数から同様の手順でMichell–Prager型トラス構造の生成が期待される. 本講演では, 可積分
離散べき函数からトラス構造を構成し, その形状や力学特性について検証した結果を報告する.

2 離散べき函数
グラフG = (V (Z2), E(Z2)) (V = V (Z2) : 頂点集合, E = E(Z2) : 辺集合),写像 r : V → R2 ' C

に対し, r = r(n,m), r±1 = r(n± 1,m), r±2 = r(n,m± 1), r12 = r(n+ 1,m+ 1)と書く.

定義 1（Bobenko–Pinkall, 1999[2]） 0 < γ < 2とする. 写像 r : Z2
+ → C, (n,m) 7→ r = r(n,m)

が初期条件 r(0, 0) = 0, r(1, 0) = 1, r(0, 1) = eγπi/2, および

Q := (r − r1)(r1 − r12)
−1(r12 − r2)(r2 − r)−1 = −1, (1)

γr = 2n
(r1 − r)(r − r−1)

r1 − r−1
+ 2m

(r2 − r)(r − r−2)

r2 − r−2
, (2)

をみたすとき, r = r(n,m)を指数 γ の離散べき函数 (discrete power function)という.

0 1 2 3 4 5
0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

図 1. 離散べき函数 (γ = 2/3)
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図 2. 離散べき函数 (γ = 4/3) 図 3. γ = 2/3で定義域を拡張.

(1), (2)は過剰決定系であるが, 整合的である [3]. 内部の点 (n,m > 0)は (1)で決まり, 境界とな
る点 (n = 0およびm = 0)は (2)で決まる. さらに, 定義域は拡張することが可能である [4](図 3).

なお, (1) は離散等温網 (discrete isothermic net)[5] または離散正則函数 (discrete holo-

morphic function)[6]を定める式で, 4点 r, r1, r12, r2 がこの順で同一円周上にあることを意味す
る. 離散等温網 r に対して, 次式で定まる r を r の Christoffel変換という (r∗ は r の複素共役):

(r1 − r)(r∗1 − r∗) = C, (r2 − r)(r∗2 − r∗) = −C, C : 任意定数. (3)

定理 2（Schief, 2014[7]） r : V → R2 を離散曲率線網, F : E → R2 を純せん断力とする. 組 (r, F )

の力とモーメントが釣り合うためには, r が離散正則函数であることが必要十分である. このとき, 力
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F のなす格子は rの Christoffel変換 rで与えられる (r：form diagram, r：force diagramとよぶ).

3 Michell–Prager型トラス構造

図 4. 面要素と対角線構造の対応

Michell トラスについては, 「各部材に対する |(軸力)| × (部材長) が
構造全体で一定である」という性質がよく知られており, 本講演では
この性質をもつトラス構造のことを Michell–Prager 型トラス構造
(Michell–Prager type truss structures)とよぶ. 純せん断力で釣
り合う面要素の対角線は, 釣り合い状態にあるトラス構造を生成し (図 4), これにより離散べき函数
からトラス構造を構成できる. 特に離散等温網の対角線のなす構造はMichell–Prager型トラス構造
であり, 部材長の対数の符号付き和をエネルギー汎函数とする変分原理で統制される.

4 主結果
離散べき函数の対角線から図 5に示す部分構造を抽出し, 離散等温網が純せん断力で釣り合う状態
に対応する荷重を設定したところ, このトラス構造は近似的にMichellトラスであることがわかった.

以下は構造解析の結果の一例である. 図 5は軸力分布を表し, 黒の三角形は固定点, 矢印は節点荷重,

赤色（青色）は圧縮力（引張力）が生じている部材, 色の濃淡は軸力の大きさを表す. 図 6は, Michell

型汎函数による最適化前（before, 薄灰色の点線）と最適化後（after, 濃灰色の実線）の比較である.
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図 5. 軸力分布 (γ = 1.5, N = 18)
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図 6. 最適化前後の比較 図 7. メビウス変換による 3次元構造

なお, 離散等温性はメビウス不変であり, 今回のトラス構造にメビウス変換を施すことで, 釣り合い
を保ったまま 3次元構造を構成できる（図 7）. 実際の応力分布や力学特性は今後検証予定である.
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