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1 概要
今日, ニューラルネットワークは関数近似器として様々な分野で盛んに利用さ

れ, 多くの成功を収めている. では, その成功は単なる偶然であろうか. すなわち,

ニューラルネットワークの近似能力に理論的な保証はあるだろうか. その答えが
「ニューラルネットワークの万能近似定理」である. この定理は, 適当な設定のも
とで, ある関数空間においてニューラルネットワークが稠密であることを述べたも
のである. 例えば, ある条件下で, Rrのコンパクト集合上の連続関数を supノルム
の意味で所望の精度で近似するニューラルネットワークが存在することを主張す
る. したがって, この定理は, 応用で現れるほとんどすべての関数をニューラルネッ
トワークによって (適当な意味で)近似できる裏付けを与える. よって, これまで
の応用での成功は単なる偶然ではなく, こうしたニューラルネットワークの普遍的
な関数近似能力の賜物であると考えてよいだろう. feedforward型 3層ニューラル
ネットワークの万能近似定理は 1989年にCybenko, Funahashi, Hornikなど複数の
研究者により独立に証明された. これらの結果は有界な活性化関数に対するもの
だったが, 1993年には Leshno et al.により非有界の場合にも成立することが示さ
れた. 本論文は, こういった feedforward型ニューラルネットワークの万能近似定
理や, その近似レートの問題 (中間ユニット数と近似誤差の関係)について総合的
にまとめた解説論文である.

2 はじめに

2.1 記号

本節では本論文全体で共通して用いる記号の定義を述べる.

N = {1, 2, 3, . . .}を自然数全体の集合とし, Zを整数全体の集合とし, Qを有理数
全体の集合とする. また Rで実数全体の集合を表す. 特に断らなければ, Rnは通
常の距離によって位相空間とみなす.
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定義 2.1.1. 位相空間X,Y に対して,

C(X,Y ) := {f : X → Y | f は連続 }

と定義する. C(X,R)は単にC(X)と表す. また, 関数 f : X → Rに対して,

supp(f) := cl({x ∈ X | f(x) 6= 0})

と定義し, 開集合Ω ⊂ Rnとm = 0, 1, 2, . . .に対して

C0(X) := {f ∈ C(X) | supp(f)はコンパクト }
Cm(Ω) := {f ∈ C(Ω) | f はΩ上でm階偏微分可能で全ての偏導関数が連続 }

C∞(Ω) :=
∞⋂

m=0

Cm(Ω)

と定義する.

定義 2.1.2 (生成される σ-加法族). 　
Xを集合とし, A0 ⊂ P(X)とする (P(X)はXの部分集合全体の集合). このとき,

A0で生成されるX上の σ-加法族 σ[A0]を

σ[A0] :=
⋂

{A | A ⊃ A0,AはX上のσ-加法族 }

と定義する.

定義 2.1.3 (Borel σ-加法族, Borel測度). 　
(X,O)を位相空間とする. このとき, X上のBorel σ-加法族BXをBX = σ[O]と定
義する. そして, X上のBorel測度とは, 可測空間 (X,BX)上の測度のことをいう.

Rnは (Rn,BRn)として可測空間とみなす.

定義 2.1.4 (可測写像, Lp空間). 　
(X,M), (Y,N )を可測空間とする. このとき, Xから Y への可測写像全体の集合を
M(X,Y )で表す:

M(X,Y ) := {f : X → Y | ∀E ∈ N , f−1(E) ∈ M}

また, (X,M)上の測度 µと 1 ≤ p <∞に対して,

Lp(X,M, µ) := {f ∈ M(X,R) |
∫
X

|f |pdµ <∞}

と定義し, f ∈ Lp(X,M, µ)に対して,

‖f‖Lp =

(∫
X

|f |pdµ
)1/p
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と定義する. 文脈から推察できる場合には Lp(X,M, µ)を単に Lp(X)と表す. さ
らに,

L∞(X,M, µ) := {f ∈ M(X,R) | µ-a.e.で有界 }

とおき, f ∈ L∞(X,M, µ)に対して,

‖f‖L∞ = inf{λ ≥ 0 | µ(|f | ≥ λ) = 0}

と定義する. 文脈から推察できる場合には L∞(X,M, µ)を単に L∞(X)と表す.

なお, Lp(X,M, µ)に属する関数は a.e.で一致するとき等しいとみなす. つまり,

f, g ∈ Lp(X,M, µ)に対して, f = gとは µ({x ∈ X | f(x) 6= g(x)}) = 0となるこ
とをいう.

定義 2.1.5 (アフィン関数). r ∈ Nに対して,

Ar := {f : Rr → R | f はアフィン関数 }

とおく. ただし, f : Rr → Rがアフィン関数であるとは, ある w ∈ Rrと b ∈ Rが
存在して,

f(x) = wTx+ b (x ∈ Rr)

となることをいう.

2.2 万能近似定理の歴史

本節では本論文で主に扱う feedforward型 3層ニューラルネットワークの定義を
与え, 詳しく歴史を振り返る. 証明は章を変えて行う.

feedforward型 3層ニューラルネットワークを次により定義する.

定義 2.2.1. r ∈ N,W ⊂ Rr,Θ ⊂ Rと関数Ψ : R → Rに対して,

Nr(Ψ,W,Θ) := span{Rr 3 x 7→ Ψ(wTx+ θ) ∈ R | w ∈ W, θ ∈ Θ}

Σr(Ψ) := Nr(Ψ,Rr,R) =

{
q∑
j

βjΨ ◦ Aj | βj ∈ R, Aj ∈ Ar, q ∈ N

}

と定義する. これらをΨを活性化関数とする feedforward型 3層ニューラルネット
ワークと呼ぶ.

この定義において中間ユニット数 qに制限を設けないことに注意する. この事情
からこのようなニューラルネットワークは shallow wide networkと呼ばれること
がある (なお, 逆に qに制限を設け, 層の数に制限を設けないニューラルネットワー
ク, deep narrow networkについても近年考察が進められている [16]).
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明らかに, Ψ ∈ M(R,R), つまりΨがRからRへのBorel可測関数ならばΨを活
性化関数とする feedforward型 3層ニューラルネットワークはM(Rr,R)に含まれ
る. また, Ψ ∈ C(R,R)ならばΨを活性化関数とする feedforward型 3層ニューラ
ルネットワークはC(Rr,R)に含まれる.

次に, feedforward型 3層ニューラルネットワークの万能近似定理の意味を正確
に述べるために, 距離空間における稠密性の定義をする.

定義 2.2.2. (X, ρ)を距離空間とし, S, T ⊂ Xとする. このとき, Sが T において ρ-

稠密であるとは, 任意の t ∈ T と ε > 0に対して, ある s ∈ Sが存在して, ρ(s, t) < ε

が成り立つことをいう.

なお, しばしばこの概念を濫用して, 必ずしもX に含まれない集合 S, T につい
て ρ-稠密という表現をすることがある (その場合は S, T の元について ρの値が定
まることを前提とする).

定義 2.2.3. K ⊂ Rrを空でないコンパクト集合とする. f, g ∈ C(K)に対して,

ρK(f, g) := sup
x∈K

|f(x)− g(x)|

と定義する. また, S ⊂ C(Rr)に対して,

SK := {f |K | f ∈ S}

と定義する. ここで f |K は f のKへの制限である. (SK , ρK)は距離空間となる.

定義 2.2.4. C(Rr)の元の列 (fn)
∞
n=1が f ∈ C(Rr)に広義一様収束するとは, 任意の

空でないコンパクト集合K ⊂ Rrに対して, ρK(fn, f) → 0 (n→ ∞)が成り立つこ
とをいう. また, S ⊂ C(Rr)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であると
は, 任意の空でないコンパクト集合K ⊂ Rrに対して, SKがC(K)において ρK-稠
密であることをいう.

1960年代以降のニューラルネットワークの応用における数多くの成功から, ど
のような条件下でNr(Ψ,W,Θ)が C(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であ
るか？という問いが立てられた. Hornik[12]によれば, この問いを研究者が研究し
始めたのは 1980年代になってからである. 歴史的にはまずΣr(Ψ)に関して考察が
進められた. つまり, 活性化関数Ψがどのようなものならば万能近似能力を持つか
という問題が考えられた. この問題は 1989年に複数の研究者により独立に異なる
手法で解かれた. Cybenko[8]はΨが連続な sigmoidal関数であるときに万能近似
能力を持つことをHahn-Banachの拡張定理やRiesz-Markov-角谷の表現定理など
を用いて示した. ここで, sigmoidal関数の定義は次の通りである.

定義 2.2.5 (sigmoidal関数). 　
関数 σ : R → R が次の条件をみたすとき, sigmoidal関数と呼ぶ:

σ(t) →

{
1 (t→ +∞)

0 (t→ −∞)
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一方, Hornik[12]はΨが squashing関数 (単調非減少な sigmoidal関数)の場合を
Stone-Wierstrassの定理を使って証明した. また, 船橋 [7]はΨが非定数かつ有界
かつ単調非減少な連続関数の場合を入江・三宅 [14]が示した事実を用いて証明し
た. そして, 1993年には Leshno et al. [20] によって以下の定理が証明された.

定義. Ω ⊂ Rnを開集合とする. また, µを (Rn,BRn)上の Lebesgue測度とする. こ
のとき,

L∞
loc(Ω) := {f |任意のコンパクト集合K ⊂ Ωに対して f |K ∈ L∞(K)}
M(Ω) := {f ∈ L∞

loc(Ω) | µ(cl{f の不連続点 }) = 0}

と定義する.

定理 (Leshno et al. 1993 [20]). µをR上のLebesgue測度とする. Ψ ∈ M(R)に
対して, Σr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であるための必要十分
条件は, いかなる一変数多項式関数P : R → RについてもΨ(x) = P (x) (µ−a.e.x)

とならないことである.

さらに, この定理が発表されたのち, Hornik[13]により連続性に関する仮定を緩
和した次の結果が得られた.

定理 (Hornik 1993 [13]). Ψ : R → Rは各閉区間上で有界かつ Riemann積分可
能であるとすると, Σr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であること
と, Ψが多項式関数と a.e.で一致しないことは同値である.

閉区間上で有界なRiemann可積分関数はLebesgue可測かつその不連続点全体の
集合の測度が 0になることに注意する (猪狩 [44]定理 3.24を参照されたい). Leshno

et al.の結果では「不連続点全体の集合の閉包」の測度が 0になることが仮定され
ていたので, 確かに連続性に関する仮定が緩和されている.

Leshno et al.やHornikにより示されたこれらの定理の適用範囲は広く, 万能近
似定理をめぐる一連の議論には一応の決着が付けられたと考えてよいだろう. ただ
し, 以上で述べた結果のうち, 1989年のCybenko, Hornikおよび 1993年の Leshno

et al., Hornikの結果は適用できる範囲に共通部分はあれど包含関係は無い.

万能近似能力が明らかになってからは近似レートの問題 (中間ユニットの数と近
似精度の関係)に焦点が移り, Mhaskarによる Sobolev空間における近似レートの
研究 [10]やBarron[1]に始まるBarron spaceと呼ばれる「ニューラルネットワーク
でよく近似できる空間」の研究など複数のアプローチでの結果が出ており, 現在で
も研究が続いている (Weinan et al.[6]や Siegel, Xu[31]を参照されたい).

本論文ではまず第 3章で万能近似定理と関わりが深いリッジ関数の性質について
いくつか述べる. そして第 4章のはじめに 1993年の Leshno et al., Hornikの結果
を証明する. 次いで, Cybenkoの結果を一般化したChuiと Liの結果 [2](下表参照)

を解説する. さらに Chuiと Liの結果をノルム空間へ一般化した, Sunと Cheney

による結果 [33]を紹介し, その後, 1989年のHornikの結果の証明を与える.
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次に章を変え, 5章では C(Rr)における万能近似定理の応用として以上の結果
を多層・多出力にした場合や Lp 空間における万能近似定理, 関数の補間につい
て述べる. さらに, 6章では feedforward型ニューラルネットワークから一旦離れ
RBF(Radial-Basis-Function)ネットワークの万能近似定理を証明する. その後, 7

章では話題を近似レートの問題に移し, feedforward型 3層ニューラルネットワー
クの近似誤差解析について解説する.

表 1: Nr(Ψ,W,B)がC(Rr)において万能近似能力を持つ条件

西暦 証明者 Ψ Ψの連続性 W B
本論文

定理番号

Cybenko sigmoidal 連続 Rr R 4.2.1

1989 Funahashi
有界

単調非減少
連続 Rr R 4.1.11

Hornik
sigmoidal
単調非減少

仮定なし Rr R 4.4.6

1992 Chui, Li sigmoidal 連続 Zr Z 4.2.1

1993 Leshno et al. 非多項式, L∞
loc µ (cl{不連続点 }) = 0 Rr R 4.1.11

Hornik
B 上非多項式
局所有界

µ ({不連続点 }) = 0 0 ∈ W ◦ 開区間 4.1.12

3 リッジ関数とその万能近似定理への応用
本章では万能近似定理と関わりが深いリッジ関数の性質について述べ, 万能近似

定理を証明するためには 1次元の場合のみ考えれば十分であることを示す.

3.1 リッジ関数の性質

定義 3.1.1 (有界線形写像, 共役空間). 　
X,Y をノルム空間とする. f : X → Y が有界線形写像であるとは, f が線形写像
であって, かつM ≥ 0が存在して, 任意の x ∈ Xに対して,

‖f(x)‖Y ≤M‖x‖X

となることをいう. 有界線形写像はノルムに関して連続である. また, Xの共役空
間を

X∗ := {f : X → R | f は有界線形写像 }

と定義する. そして, f ∈ X∗に対して,

‖f‖ = inf{M ≥ 0 | ∀x ∈ X, |f(x)| ≤M‖x‖X}

と定義する. ‖·‖はX∗上のノルムであり, 作用素ノルムと呼ばれる.
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定義 3.1.2 (リッジ関数). 　
X をノルム空間とする. 関数 f : X → Rがリッジ関数であるとは, φ ∈ X∗ と
g : R → Rが存在して, f = g ◦ φとなることをいう. 特にXがHilbert空間である
ときはRieszの表現定理より, v ∈ Xと g : R → Rが存在して, f(x) = g(〈x, v〉)と
なることをいう.

定義 3.1.3. ノルム空間XとF ⊂ X∗に対して,

C(R) ◦ F = {g ◦ f | g ∈ C(R), f ∈ F}

と定義する. C(R) ◦ F ⊂ C(X)である.

補題 3.1.4. r, s ∈ N∪ {0}と相異なる βj ∈ R \ {0} (j = 0, . . . , r+ s)に対して, あ
る cj ∈ R (j = 0, . . . , r + s)が存在して, 任意の (x1, x2) ∈ R2に対して,

r+s∑
j=0

cj(x1 + βjx2)
r+s = xr1x

s
2

となる.

証明. もし, そのような cj ∈ Rが存在するなら, 任意の (x1, x2) ∈ R2に対して,

r+s∑
j=0

cj(x1 + βjx2)
r+s =

r+s∑
k=0

(
r + s

k

) r+s∑
j=0

cjβ
k
j x

r+s−k
1 xk2

=
r+s∑
k=0

δk,sx
r+s−k
1 xk2

となるので, cjは連立一次方程式(
r + s

k

) r+s∑
j=0

cjβ
k
j = δk,s (k = 0, . . . , r + s)

をみたす. ところが, この連立一次方程式はVandermonde行列の正則性から一意
的に解ける (βjは相異なり, かつすべて 0でないことに注意). そして, この解 cjは
所望の性質を持つ.

定理 3.1.5. Xをノルム空間とするとき, X上のリッジ関数全体の集合の線形包は
C(X)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. コンパクト集合K ⊂ Xに対して, 部分空間 P ⊂ C(K)を次で定める.

P = span{K 3 x 7→ (φ(x))n ∈ R | n ∈ N ∪ {0}, φ ∈ X∗}
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すると, P は通常の和とスカラー倍, および積に関して代数をなす. そのことを示
すには, 任意の φ, θ ∈ X∗と r, s ∈ N ∪ {0}に対して, x 7→ φ(x)rθ(x)sが P に属す
ることを言えばよいが, 補題 3.1.4より, βj, cj ∈ R (j = 0, . . . , r + s)が存在して,

任意の x ∈ Kに対して,

φ(x)rθ(x)s =
r+s∑
j=0

cj(φ(x) + βjθ(x))
r+s

となるので x 7→ φ(x)rθ(x)sは P に属する. そして, x, y ∈ Kが x 6= yをみたすな
らば, Hahn-Banachの拡張定理よりφ(x) 6= φ(y)なるφ ∈ X∗が取れる. さらに, n

として 0をとることで 1 ∈ P がわかる. よって, Stone-Weierstrassの定理より, P

はC(K)において一様収束の意味で稠密である. これよりX上のリッジ関数全体
の集合の線形包はC(X)において広義一様収束の意味で稠密である.

補題 3.1.6. V = {Rr 3 x 7→
∑l

i=1 fi(a
T
i x) ∈ R | l ∈ N, ai ∈ Rr, fi ∈ C(R)}とおく

と, V はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 定理 3.1.5による (連続関数を定数倍しても連続関数であることに注意).

次の命題により, 連続関数の空間でのニューラルネットワークΣr(Ψ)の稠密性を
考える上では 1次元の場合を考えれば十分であることがわかる.

命題 3.1.7. 任意のΨ : R → Rに対して, Σ1(Ψ)が C(R)において広義一様収束の
意味で稠密ならば, 任意の rについて Σr(Ψ)は C(Rr)において広義一様収束の意
味で稠密である.

証明. g ∈ C(Rr)とし, 任意に空でないコンパクト集合K ⊂ Rr をとる. 任意の
ε > 0に対して, すぐ上の補題により k ∈ Nと ai ∈ Rr, fi ∈ C(R) (i = 1, . . . , k)が
存在して,

sup
x∈K

|g(x)−
k∑

i=1

fi(a
T
i x)| < ε/2

となる. K はコンパクトなので, 各 iについて {aTi x | x ∈ K} ⊂ [αi, βi]をみたす
αi, βi ∈ Rが取れる. そこで, Σ1(Ψ)の稠密性から, Ai,j ∈ A1と ci,j ∈ Rが存在して,

sup
y∈[αi,βi]

|fi(y)−
mi∑
j=1

ci,jΨ(Ai,j(y))| < ε/2k

となる. よって, 任意の x ∈ Kに対して,

|g(x)−
k∑

i=1

mi∑
j=1

ci,jΨ(Ai,j(a
T
i x))|

≤ |g(x)−
k∑

i=1

f(aTi x)|+
k∑

i=1

|fi(aTi x)−
mi∑
j=1

ci,jΨ(Ai,j(a
T
i x))|

< ε/2 + ε/2 = ε
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となる. しかも x 7→ Ai,j(a
T
i x)はArに属する.

さらにリッジ関数について次の定理が成り立つ.

定理 3.1.8 (Lin and Pinkus [21]). 　
A ⊂ Rrに対して,

R(A) = {Rr 3 x 7→ f(wTx) ∈ R | f ∈ C(R), w ∈ A}

とおくと, spanR(A)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であることと, A
上で恒等的に 0を取る非自明な r変数斉次多項式が存在しないことは同値である.

証明. 次節参照.

この定理により次のことがわかる.

命題 3.1.9. Ψ : R → RとW,B ⊂ Rに対して,

N1(Ψ,W,B) = span{x 7→ Ψ(wx+ b) | w ∈ W, b ∈ B}

は C(R)において広義一様収束の意味で稠密であるとする. このとき, A ⊂ Rr上
で 0を取る非自明な r変数斉次多項式が存在しないならば,

Nr(Ψ,WA, B) = span{Ψ(awTx+ b) | a ∈ A, w ∈ W, b ∈ B}

はC(Rr)において広義一様稠密の意味で稠密である.

証明. 命題 3.1.7と同様に示せる. 詳しくは次の通りである. g ∈ C(Rr)とし, 任意
に空でないコンパクト集合K ⊂ Rrをとる. 任意の ε > 0に対して, すぐ上の定理
により k ∈ Nと ai ∈ A, fi ∈ C(R) (i = 1, . . . , k)が存在して,

sup
x∈K

|g(x)−
k∑

i=1

fi(a
T
i x)| < ε/2

となる. K はコンパクトなので, 各 iについて {aTi x | x ∈ K} ⊂ [αi, βi]をみたす
αi, βi ∈ Rが取れる. そこで, N1(Ψ,W,B)の稠密性から, mi ∈ N, wi,j ∈ W, bi,j ∈ B

と ci,j ∈ Rが存在して,

sup
y∈[αi,βi]

|fi(y)−
mi∑
j=1

ci,jΨ(wi,jy + bi,j)| < ε/2k

となる. よって, 任意の x ∈ Kに対して,

|g(x)−
k∑

i=1

mi∑
j=1

ci,jΨ(wi,j(a
T
i x) + bi,j)|

≤ |g(x)−
k∑

i=1

f(aTi x)|+
k∑

i=1

|fi(aTi x)−
mi∑
j=1

ci,jΨ(wi,j(a
T
i x) + bi,j)|

< ε/2 + ε/2 = ε

となる.
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3.2 LinとPinkusの結果の証明

本節では前節に述べた Linと Pinkusの結果 (定理 3.1.8)の証明を述べる.

定義 3.2.1. α = (α1, . . . , αn) ∈ (Z≥0)
nに対して,

|α| :=
n∑

j=1

αj, α! := α1! · · ·αn!

と定義する. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnに対して,

xα := xα1
1 · · · xαn

n

と定義する. 偏微分作用素 ∂ := (∂1, . . . , ∂n) = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn)に対する ∂αも
同様に定める.

定義 3.2.2. n, k ∈ Nに対して, n変数の k次斉次多項式関数の集合を

Hk(Rn) :=

Rn 3 x 7→
∑
|α|=k

cαx
α ∈ R | cα ∈ R


と定義する. ただし, 和は |α| = kなる α ∈ (Z≥0)

n全体にわたるものとする. また,

Pk(Rn) =
k⋃

s=0

Hs(Rn), P(Rn) =
∞⋃
s=0

Hs(Rn)

と定義する.

命題 3.2.3. Hk(Rn)は通常の和とスカラー倍に関してR上の有限次元線形空間を
なす. また, Hk(Rn)の元 p(x) =

∑
cαx

α, q(x) =
∑
c′αx

αに対して,

〈p, q〉 := p(∂)q =
∑
|α|=k

α!cαc
′
α

と定義すると,これはHk(Rn)上の内積であり,この内積に関してHk(Rn)はHilbert

空間をなす.

証明. Hk(Rn)がR上の線形空間であること, 〈·, ·〉が内積の公理をみたすことは明
らかである. 有限次元であることは有限集合 {xα | |α| = k}がHk(Rn)を生成する
ことからわかる. 完備性については, ノルム空間の有限次元部分空間が完備である
ことによる ([38]の §1.5 (a)を参照されたい).

定義 3.2.4. 自然数m,n ≥ 1に対して, m× nの実行列全体の集合をMat(m,n;R)
で表す. A ∈ Mat(m,n;R)に対して,

L(A) := {(yTA)T | y ∈ Rm} ⊂ Rn
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と定義する. Ω ⊂ Mat(m,n;R)に対して,

L(Ω) :=
⋃
A∈Ω

L(A)

と定義する. また, 集合R(Ω)を

R(Ω) = {Rn 3 x 7→ g(Ax) ∈ R | A ∈ Ω, g ∈ C(Rm)}

と定義する.

定理 3.2.5 (射影定理). 　
XをHilbert空間とし, L ⊂ Xを閉部分空間とする. このとき, 任意の x ∈ Xは

x = y + z (y ∈ L, z ∈ L⊥)

の形に一意的に分解可能である. ただし,

L⊥ := {x ∈ X | 〈x, y〉 = 0 (∀y ∈ L)}

である.

証明. [38]の定理 3.2を参照されたい.

補題 3.2.6. k ≥ 0としΩ ⊂ Mat(n,m;R)とする. また, L(Ω)上で恒等的に 0を取
るHk(Rn)の元は 0に限るとする. このとき,

Hk(Rn) = span{Rn 3 x 7→ (dTx)k ∈ R | d ∈ L(Ω)} =: L

となる.

証明. Hk(Rn) ⊂ Lを示せばよい. Lはノルム空間Hk(Rn)の有限次元部分空間な
ので閉である ([38]の §1.5 (a)参照). したがって, 任意の p ∈ Hk(Rn)に対して, 射
影定理より, q ∈ L, r ∈ L⊥が存在して p = q + rとなる. ところが, r(x) =

∑
cαx

α

と書くことにすると, r ∈ L⊥より, 任意の d ∈ L(Ω)に対して,

0 = 〈r(x), (dTx)k〉
= r(∂)(dTx)k

=
∑
|α|=k

cα∂
α(dTx)k

=
∑
|α|=k

cαk!d
α

= k!r(d)

となる. ゆえに, r(d) = 0 (∀d ∈ L(Ω))であるから, 仮定より r = 0である. よって,

p = q ∈ Lである.
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定理 3.2.7. Ω ⊂ Mat(n,m;R)とする. このとき, spanR(Ω)が C(Rn)において広
義一様収束の意味で稠密であることと, L(Ω)上で恒等的に 0を取るP(Rn)の元が
0以外にないことは同値である.

証明. L(Ω)上で 0を取る P(Rn)の元は 0に限るとする. このとき, 任意の k ≥ 0

に対してHk(Rn) ⊂ spanR(Ω)となることを示そう. これが示されれば, すべての
多項式が spanR(Ω)に含まれることがわかるので, Stone-Weierstrassの定理により
spanR(Ω)はC(Rn)において広義一様収束の意味で稠密である. さて, すぐ上の補
題により

Hk(Rn) = span{Rn 3 x 7→ (dTx)k ∈ R | d ∈ L(Ω)}

となる. また, d ∈ L(Ω)ならばA ∈ Ωと y ∈ Rmが存在して d = ATyとなるので,

g(z) := (zTy)kと定義すれば g(Ax) = (ATx)y)k = (xTAy)k = (xTd)kとなる. よっ
て, x 7→ (dTx)kはR(Ω)に属するので,

Hk(Rn) = span{Rn 3 x 7→ (dTx)k ∈ R | d ∈ L(Ω)} ⊂ spanR(Ω)

である. 逆の証明については Lin, Pinkus, 1992 [21]を参照されたい.

最後に 7章で使う命題を証明する. 証明には「斉次多項式の決定問題」に関する
次の事実を使う.

命題 3.2.8. n変数 d次斉次多項式はある r(n, d) :=
(
n−1+d

d

)
個の相異なる 0でな

い点で決定される. つまり, ある ξ(1), . . . , ξ(r(n,d)) ∈ Rn \ {0}が存在して, 任意の
p ∈ Hd(Rn)に対して,

(∀i ∈ {1, . . . , r(n, d)}, p(ξ(i)) = 0) ⇒ p ≡ 0

となる. さらに, このような ξ(1), . . . , ξ(r(n,d)) ∈ Rn \{0}として, 任意の k = 1, . . . , d

と p ∈ Hk(Rn)に対して,

(∀i ∈ {1, . . . , r(n, d)}, p(ξ(i)) = 0) ⇒ p ≡ 0

となるようなものが取れる.

証明. [34]を参照されたい.

命題 3.2.9. r = dimHk(Rn) =
(
n−1+k

k

)
とおき, n変数の k次以下の多項式全体の集

合を πk(Rn)と表すことにする. このとき, a1, . . . , ar ∈ Rnが存在して,

πk(Rn) =

{
x 7→

r∑
i=1

gi(a
T
i x) | gi ∈ πk(R)

}

となる.
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証明. 命題 3.2.8より a1, . . . , ar ∈ Rnが存在して, 各 s = 0, . . . , kに対して, A =

{a1, . . . , ar}上で恒等的に 0を取るHs(Rn)の元は 0に限る. したがって, 補題 3.2.6

からわかるように

Hs(Rn) = span{Rn 3 x 7→ (dTx)s ∈ R | d ∈ A}

となる. このことと多項式を斉次多項式の和として表せることより

πk(Rn) = span{x 7→ (dTx)s | d ∈ A, s = 0, . . . , k}

=

{
x 7→

r∑
i=1

gi(a
T
i x) | gi ∈ πk(R)

}
となる.

4 ニューラルネットワークのC(Rr)における万能近似
定理

本章ではまず1993年のLeshno et al., Hornikの結果を証明する. 次いで, Cybenko

の結果を一般化したChuiと Liの結果を解説する. さらにChuiと Liの結果をノル
ム空間へ一般化した, SunとCheneyによる結果を紹介し,その後, 1989年のHornik

の結果の証明を与える.

4.1 Leshno et al.の結果

本節では, Leshno et al.の結果 [20]およびその改良版について述べる. 本節では
特に断らなければ a.e.は Lebesgue測度の意味で用いる.

定義 4.1.1. Ω ⊂ Rnを開集合とする. また, µを (Rn,BRn)上の Lebesgue測度とす
る. このとき,

L∞
loc(Ω) :=

{
f : Ω → R

任意のコンパクト集合K ⊂ Ωに対して

f |K ∈ L∞(K)

}
M(Ω) := {f ∈ L∞

loc(Ω) | µ(cl{f の不連続点 }) = 0}

と定義する.

Leshno et al. [20]で示された主要な結果を再掲しよう.

定理 4.1.2 (Leshno et al. 1993 [20]). 　
µをR上の Lebesgue測度とする. Ψ ∈ M(R)に対して, Σr(Ψ)がC(Rr)において
広義一様収束の意味で稠密であるための必要十分条件は, いかなる一変数多項式関
数 P : R → RについてもΨ = P (µ−a.e.)とならないことである.
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命題 3.1.7よりこの定理を示すには r = 1の場合を示せばよい. まず必要性を示
そう. 必要性の証明は非常に単純である.

補題 4.1.3. 関数Ψ : R → Rが a.e.で多項式関数であるならば, Σ1(Ψ)は C(R)に
おいて広義一様収束の意味で稠密でない.

証明. deg(Ψ) = nとすると, Σ1(Ψ)は n次以下の 1変数多項式と a.e.で一致する関
数全体の集合に含まれる. したがって, n + 1次の 1変数多項式は広義一様収束の
意味で近似できない. なぜなら, 実数 a < bに対して, [a, b]上で定義された n次以
下の 1変数多項式関数全体の集合を Pn([a, b])で表すと, Pn([a, b])は C([a, b])の部
分線形空間であり, 有限次元 (n+ 1次元)である. したがって, supノルムに関する
閉包について Pn([a, b]) = Pn([a, b])となる. そこで, もしある n + 1次の 1変数多
項式関数 f が n次以下の 1変数多項式関数で [a, b]上で一様近似できると仮定する
と, f ∈ Pn([a, b]) = Pn([a, b])となるが, これは f が n+ 1次の 1変数多項式である
ことに反する.

十分性は次の定理に含まれるため本節では代わりに次の定理を証明する.

定理 4.1.4. W ⊂ Rは孤立点を持たず 0 ∈ W であるとする. また, Ψ : R → Rは
M(R)に属するとする. さらに, ある開区間 Iに対してΨが I上 a.e.に多項式と一
致しないとする. このとき, A ⊂ Rr上で 0を取る非自明な r変数斉次多項式が存
在しないならば,

Nr(Ψ,WA, I) = span{Rr 3 x 7→ Ψ(waTx+ b) ∈ R | w ∈ W,a ∈ A, b ∈ I}

はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

さらにこの定理は命題 3.1.9と次の定理より従うので次の定理を証明すればよい.

定理. W ⊂ Rは孤立点を持たず 0 ∈ W であるとする. また, Ψ : R → RはM(R)
に属するとする. このとき, 開区間 Iに対してΨが I上 a.e.に多項式と一致しない
なら, N1(Ψ,W, I)はC(R)において広義一様収束の意味で稠密である.

まずΨがC∞級である場合に成立することを証明しよう.

補題 4.1.5. W ⊂ Rは孤立点を持たず 0 ∈ W であるとする. また, Ψ : R → Rは
ある開区間 I 上で C∞かつ多項式と一致しないとする. このとき, 各整数 n ≥ 0

について多項式 x 7→ xnはN1(Ψ,W, I)で広義一様近似される. したがって, 特に,

N1(Ψ,W, I)はC(R)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 後半についてはC(R)の元が多項式関数で広義一様近似できること,および前
半よりN1(Ψ,W, I)が全ての1変数のR係数多項式を広義一様近似できることからわ
かる. K ⊂ Rを空でないコンパクト集合とする. また, b ∈ Iに対して, fb : R×R 3
(x,w) 7→ Ψ(wx + b) ∈ Rと定義する. このとき, 任意の k ∈ N, w0 ∈ W, b ∈ Iに対
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して, 関数 x 7→ ((∂w)kfb)(x,w0)がN1(Ψ,W, I)の元でK上一様近似できることを
示せば十分である. なぜなら, もしそれが示されれば, Ψが I上で多項式関数でない
ことから, 任意の kについてΨ(k)(bk) 6= 0なる bk ∈ Iが取れるので, w0 = 0, b = bk
とすることで, 関数 x 7→ ((∂w)kfbk)(x,w0) = xkΨ(k)(w0x + bk) = xkΨ(k)(bk)が
N1(Ψ,W, I)の元でK上一様近似できることがわかる. さて, まず k = 1の場合を
示そう. 任意に δ0, ε > 0を取る. いま,

K × [w0 − δ0, w0 + δ0] 3 (x,w) 7→ ((∂w)fb)(x,w) ∈ R

は連続である. K × [w0 − δ0, w0 + δ0]はコンパクトだから, 0 < δ < δ0が存在して,

任意の (x1, w1), (x2, w2) ∈ K × [w0 − δ0, w0 + δ0]について, |x1 − x2|, |w1 −w2| < δ

ならば, |((∂w)fb)(x1, w1) − ((∂w)fb)(x2, w2)| < εとなる. そこで, −δ < h < δか
つw0 +h ∈ W となるように hをとると (W は孤立点を持たないのでとれる), 任意
の x ∈ Kに対して, 平均値の定理より,∣∣∣∣Ψ((w0 + h)x+ b)−Ψ(w0x+ b)

h
− ((∂w)fb)(x,w0)

∣∣∣∣∣∣∣∣fb(x,w0 + h)− fb(x,w0)

h
− ((∂w)fb)(x,w0)

∣∣∣∣
= |((∂w)fb)(x,w0 + θh)− ((∂w)fb)(x,w0)| (∃θ ∈ [0, 1])

≤ ε

となる. これで k = 1の場合が証明された. 次に kで成立するとするとして k + 1

での成立を示そう. k = 1の場合の証明と同様にして, 任意の ε > 0に対してある
h ∈ Rが存在して, w0 + h ∈ W かつ任意の x ∈ Kに対して,∣∣∣∣((∂w)kfb)(x,w0 + h)− ((∂w)kfb)(x,w0)

h
− ((∂w)k+1fb)(x,w0)

∣∣∣∣ < ε

となることがわかる. 帰納法の仮定から,

x 7→ ((∂w)kfb)(x,w0 + h)

x 7→ ((∂w)kfb)(·, w0)

はN1(Ψ,W, I)でK上一様近似できる. ゆえに,上式と合わせると ((∂w)k+1fb)(·, w0)

はN1(Ψ,W, I)でK上一様近似される. これで示せた.

次に一般のΨの場合を証明するためにいくつか補題を示す.

補題 4.1.6. Ψ ∈ M(R)とし, µを R上の Lebesgue測度とする. このとき, a ≤ b

と δ > 0に対して有限個の開区間 I1, . . . , Inが存在して, U =
⋃n

k=1 Ik について,

µ(U) < δかつΨは [a, b] \ U 上で一様連続である.
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証明. A := [a, b] ∩ cl{Ψの不連続点 }とおく. Ψ ∈ M(R)なので µ(A) = 0であ
る. すると, Lebesgue測度の外正則性より, 開集合 U ⊃ Aで µ(U) < δなるもの
が取れる. Rの開集合は開区間の和集合で表せるので, U =

⋃
j∈J Ij と表すこと

にすると, Aのコンパクト性より j1, . . . , jm ∈ J が存在して A ⊂
⋃m

k=1 Ijk となる.

I =
⋃m

k=1 Ijk とおくと [a, b] \ IはΨの不連続点を含まないコンパクト集合である.

コンパクト集合上の連続関数は一様連続であるので Ij1 , . . . , Ijmが求めるものであ
る.

補題 4.1.7. Ψ ∈ M(R)とする. このとき, 任意の ρ ∈ C∞
0 (R)に対して, Ψと ρの

畳み込み積

(Ψ ∗ ρ)(x) =
∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy

はN1(Ψ, {1},R)により広義一様近似される.

証明. コンパクト集合K ⊂ Rをとる. α > 0を適当に取りKと supp(ρ)が [−α, α]
に含まれるようにする. [−α, α]上で一様近似できることを示せば十分である. そ
こで, m ∈ Nに対して yj = −α + 2jα/m,∆yi = 2α/m (i = 1, . . . ,m)とおき,

x 7→
m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

がΨ ∗ ρに [−α, α]上一様収束することを示そう. ρ 6= 0としてよい. ε > 0を任意
に取る. 0 < δ < αを次をみたすように取る.

10δ‖Ψ‖L∞([−α,α])‖ρ‖L∞ ≤ ε.

いま, Ψ ∈ M(R)なので, r(δ)個の開区間が存在して, それらの和集合を U とする
と, その Lebesgue測度 µ(U)は µ(U) < δをみたし, かつΨは [−2α, 2α] \ U 上で一
様連続となる. そして, m ∈ Nをmδ > αr(δ)かつ,

|s− t| < 2α/m⇒ |ρ(s)− ρ(t)| ≤ ε

2α‖Ψ‖L∞([−2α,2α])

s, t ∈ [−2α, 2α] \ U, |s− t| < 2α/m⇒ |Ψ(s)−Ψ(t)| ≤ ε

‖ρ‖L1

となるように取る (ρは一様連続であることに注意). ここで x ∈ [−α, α]を固定す
る. ∆j = [yj−1, yj]とおく (ただし, y0 = αとする)と, supp(ρ) ⊂ [−α, α]である
から, ∣∣∣∣∣

∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy −

m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

∫
∆j

|Ψ(x− y)−Ψ(x− yj)||ρ(y)|dy
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となる. y ∈ ∆j について |y − yj| < 2α/mであり, x − y ∈ [−2α, 2α]であるので,

もし (x−∆j) ∩ U = ∅であるならば,∫
∆j

|Ψ(x− y)−Ψ(x− yj)||ρ(y)|dy ≤ ε

‖ρ‖L1

∫
∆j

|ρ(y)|dy

となる. ゆえに, そのような jすべてについて和を取ると, その和は εで抑えられ
る. また, (x − ∆j) ∩ U 6= ∅となる∆j を ∆̃j でかくことにすると, U の Lebesgue

測度が δ未満であること及び U が r(δ)個の開区間の和集合であることから, ∆̃jの
Lebesgue測度の総和は δ + (4α/m)r(δ)で抑えられる. したがって, mの選び方か
ら ∆̃jの Lebesgue測度の総和は 5δで抑えられる. よって, δの取り方から,∑∫

∆̃i

|Ψ(x− y)−Ψ(x− yj)||ρ(y)|dy ≤ 2‖Ψ‖L∞([−2α,2α])‖ρ‖L∞5δ ≤ ε

となる. 最後に, ρに対するmの取り方から,∣∣∣∣∣
m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy −
m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)(ρ(y)− ρ(yj))dy

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

∫
∆j

|Ψ(x− yj)| |ρ(y)− ρ(yj)|dy

≤
m∑
j=1

∫
∆j

‖Ψ‖L∞([−2α,2α])
ε

2α‖Ψ‖L∞([−2α,2α])

dy

= ε

となる. 以上から, 任意の x ∈ [−α, α]に対して, 三角不等式により,∣∣∣∣∣
∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy −

m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

∣∣∣∣∣ ≤ 3ε.

注意 4.1.8. 上の定理で「N1(Ψ, {1},R)により広義一様近似される」と述べたが,

yj /∈ supp(ρ)のときΨ(x− yj)ρ(yj) = 0であるので, N1(Ψ, {1}, supp(ρ))により広
義一様近似されることがわかる.

補題 4.1.9. N ∈ Nとする. pj : R → Rを deg(pj) ≤ N なる多項式関数の列とす
る. このとき, f : R → Rに対して, pj が f に各点収束するならば, f はあるN 次
以下の多項式と一致する. また, pjが f に概収束する (つまり, a.e.x ∈ Rに対して
pj(x) → f(x)となる)ならば, f はあるN 次以下の多項式と a.e.で一致する.
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証明. まず, 各点収束の場合を考える. pj(x) =
∑N

k=0 aj,kx
kと表すことにする. 相

異なる x0, x1, . . . , xN ∈ Rを任意に取り,

p(j) =


pj(x0)

pj(x1)
...

pj(xN)

 , X =


1 x10 · · · xN0
1 x11 · · · xN1
...

...
. . .

...

1 x1N · · · xNN

 ,

a(j) =


aj,0
aj,1
...

aj,N

 , f =


f(x0)

f(x1)
...

f(xN)


とおく. すると, Vandermonde行列Xは正則であり,

p(j) − f = Xa(j) − f

である. したがって, pj(xi) → f(xi)であることと行列写像が連続であることから,

a(j) = X−1f +X−1(p(j) − f) → X−1f (j → ∞)

となる. よって, (a1, . . . , aN)
T = X−1fとおき, p(x) =

∑N
k=0 akx

kとおくと, 各点で
pj → pとなる. よって, f = pとなる. 概収束の場合も同様に示せる (Lebesgue測
度で考えているので収束点をN + 1個取れることに注意).

補題 4.1.10. Ψ ∈ M(R)とする. このとき, ρj ∈ C∞
0 (R) (j = 1, 2, . . .)が存在して,

supp(ρj) ⊂ [−1/j, 1/j]かつΨ ∗ ρjはΨにR上概収束する.

証明. ρ ∈ C∞
0 (R)で

∫
R ρ(x)dx = 1かつ supp(ρ) ⊂ [−1, 1]をみたすものをとる. 例

えば,

k(t) :=

{
e−

1
t (t > 0)

0 (t ≤ 0)

とおき, H(x) := k(1 − |x|), ρ(x) := H(x)/
∫
RH(y)dyとおけばこの条件を満たす

(k ∈ C∞(R)の丁寧な証明が松本 [40]の p.176～178にあるので参照されたい). そ
して,

ρj(x) := jρ(jx) (x ∈ R, j ∈ N)

とおく. すると, supp(ρj) ⊂ [−1/j, 1/j]ゆえ ρj ∈ C∞
0 (R)であり, Ψの連続点x ∈ R

に対して,

(Ψ ∗ ρj)(x) =
∫
R
Ψ(x− y)ρj(y)dy

=

∫
R
Ψ(x− z/j)ρ(z)dz (z = jy)

→
∫
R
Ψ(x)ρ(z)dz = Ψ(x) (優収束定理)
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である. Ψに関する仮定よりΨの不連続点全体の集合の測度は 0なのでこれで証
明できた.

以上で準備が整ったので定理を証明していこう.

定理 4.1.11. W ⊂ Rは孤立点を持たず 0 ∈ W であるとする. また, Ψ : R → Rは
M(R)に属するとする. このとき, 開区間 Iに対してΨが I上 a.e.に多項式と一致
しないなら, N1(Ψ,W, I)はC(R)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 開区間 J = (c, d)と εを Jε := (c− ε, d + ε) ⊂ Iとなるように取る. Ψにつ
いての仮定より任意の ρ ∈ C∞

0 (R)に対してΨ ∗ ρはC∞級関数である (付録の命題
9.7.2を参照). また, 補題 4.1.7より, supp(ρ) ⊂ (−ε, ε)なる任意の ρ ∈ C∞

0 (R)と
任意のw ∈ W, b ∈ Iに対して, xの関数

(Ψ ∗ ρ)(wx+ b) =

∫
R
Ψ(wx+ b− y)ρ(y)dy

は yi ∈ supp(ρ) ⊂ (−ε, ε)を適当に取れば
∑

i Ψ(wx + b − yi)ρ(yi)∆yiで広義一様
近似される. ゆえに,

N1(Ψ ∗ ρ,W, I) ⊂ N1(Ψ,W, Jε) ⊂ N1(Ψ,W, I)

がわかる (ただし, ここでの閉包は広義一様収束の意味である). いまΨ ∗ ρは C∞

級だから, 補題 4.1.5の証明より, 任意の自然数 kに対して x 7→ xk(Ψ ∗ ρ)(k)(b)は
N1((Ψ ∗ ρ,W, I)に含まれることがわかる. Stone-Weierstrassの定理より多項式関
数全体は C(R)において広義一様収束の意味で稠密であるので, もしN1(Ψ,W, I)

が C(R)において広義一様収束の意味で稠密でないならば, ある mが存在して
supp(ρ) ⊂ (−ε, ε)なる任意の ρ ∈ C∞

0 (R)に対して (Ψ ∗ ρ)(m)(b) = 0 (∀b ∈ I)

とならなければならない. したがって, このとき, supp(ρ) ⊂ (−ε, ε)なる任意の
ρ ∈ C∞

0 (R)に対して Ψ ∗ ρは I 上でm次以下の多項式となる. ところが, 補題
4.1.10より ρj ∈ C∞

0 (R)が存在して, supp(ρj) ⊂ (−ε, ε)かつ a.e.x ∈ I に対して
Ψ ∗ ρj(x) → Ψ(x)となる. よって, 補題 4.1.9よりΨは I上である多項式と a.e.で
一致する. しかし, これは我々の仮定に反する.

以上で Leshnoらの主結果が証明できた. なお, 第 2章で述べたように Leshnoら
の結果における連続性の仮定はHornikの指摘 [13]により次の形に緩和された.

定理 (Hornik 1993 [13]). W ⊂ Rrは0を内点として持つとする. また, Ψ : R → R
は各閉区間上で有界かつRiemann積分可能であるとする. さらに, ある開区間 Iに
対してΨが I上で多項式と一致しないとする. このとき, A ⊂ Rr上で 0を取る非
自明な r変数斉次多項式が存在しないならば, Nr(Ψ,W, I)はC(Rr)において広義
一様収束の意味で稠密である.
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この定理は次の定理に含まれる. なぜなら, 0を内点として持つW ⊂ Rrに対し
て, A ⊂ Rrとして原点中心の開球をとり十分小さい ε > 0に対してW ′ = (−ε, ε)
とおけばW ′A ⊂ W となるからである (開球上で多項式は一意に決定されること
に注意).

定理 4.1.12. W ⊂ Rは孤立点を持たず 0 ∈ W であるとする. また, Ψ : R → Rは
各閉区間上で有界かつ Riemann積分可能であるとする. さらに, ある開区間 I に
対してΨが I上で多項式と一致しないとする. このとき, A ⊂ Rr上で 0を取る非
自明な r変数斉次多項式が存在しないならば,

Nr(Ψ,WA, I) = span{Rr 3 x 7→ Ψ(waTx+ b) ∈ R | w ∈ W,a ∈ A, b ∈ I}

はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

さらにこの定理を示すためには, Leshnoらの結果の証明と同様にして次が成り
立つことを示せばよい.

命題 4.1.13. 各閉区間上で有界かつRiemann積分可能なΨ : R → Rに対して, 任
意の ρ ∈ C∞

0 (R)に対して, Ψと ρの畳み込み積

(Ψ ∗ ρ)(x) =
∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy

はN1(Ψ, {1}, supp(ρ))により広義一様近似される

証明. 空でないコンパクト集合K ⊂ Rを任意に取る. α > 0を適当に取りK と
supp(ρ)が [−α, α]に含まれるようにする. m ∈ Nに対して

yj = −α + 2jα/m, ∆yj = 2α/m (j = 1, . . . ,m)

とおき,

x 7→
m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

がΨ ∗ ρに [−α, α]上一様収束することを示そう. 任意の x ∈ [−α, α]に対して,∣∣∣∣∣
∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy −

m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy −

m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy −
m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

∣∣∣∣∣
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である. 右辺の二つの項がそれぞれ [−α, α]上一様に 0に収束することを示せばよ
い. まず,第一項について考える. supp(ρ) ⊂ [−α, α]であるから,任意のx ∈ [−α, α]
に対して, ∣∣∣∣∣

∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy −

m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

∫
∆j

|Ψ(x− y)−Ψ(x− yj)||ρ(y)|dy

≤ ‖ρ‖L∞

m∑
j=1

(
sup
y∈∆j

Ψ(x− y)− inf
y∈∆j

Ψ(x− y)

)
2α

m

となる. [−2α, 2α]を 2m等分する分割∆′
j (j = 1, . . . , 2m)について,

m∑
j=1

(
sup
y∈∆j

Ψ(x− y)− inf
y∈∆j

Ψ(x− y)

)

≤
2m∑
j=1

(
sup
z∈∆′

j

Ψ(z)− inf
z∈∆′

j

Ψ(z)

)

となるので, Ψが [−2α, 2α]上Riemann積分可能であることより, [−α, α]上一様に∣∣∣∣∣
∫
R
Ψ(x− y)ρ(y)dy −

m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ ‖ρ‖L∞

2m∑
j=1

(
sup
z∈∆′

j

Ψ(z)− inf
z∈∆′

j

Ψ(z)

)
2α

m

→ ‖ρ‖L∞

(∫ 2α

−2α

Ψ(z)dz −
∫ 2α

−2α

Ψ(z)dz

)
= 0 (m→ ∞)

となる. 次に第二項について考えよう. ε > 0を任意に取る. 任意の x ∈ [−α, α]に
対して, ∣∣∣∣∣

m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy −
m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)(ρ(y)− ρ(yj))dy

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

∫
∆j

|Ψ(x− yj)| |ρ(y)− ρ(yj)|dy

≤ ‖Ψ‖L∞([−2α,2α])

m∑
j=1

∫
∆j

|ρ(y)− ρ(yj)|dy
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である. そこで, ρがR上一様連続であることに注意して, N ∈ Nを次をみたすよ
うに取る.

|s− t| < 2α/N ⇒ |ρ(s)− ρ(t)| ≤ ε

2α‖Ψ‖L∞([−2α,2α])

.

すると, 任意のm ≥ N と x ∈ [−α, α]に対して,∣∣∣∣∣
m∑
j=1

∫
∆j

Ψ(x− yj)ρ(y)dy −
m∑
j=1

Ψ(x− yj)ρ(yj)∆yj

∣∣∣∣∣
≤ ‖Ψ‖L∞([−2α,2α])

m∑
j=1

∫
∆j

|ρ(y)− ρ(yj)|dy ≤ ε

となる. 以上で証明できた.

系 4.1.14. Ψ : R → Rは各閉区間上で有界かつ Riemann積分可能であるとする.

このとき, Σr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であることと, Ψが
いかなる多項式関数とも a.e.で一致することはないことは同値である.

4.2 ChuiとLiの結果

本節ではCybenkoの結果 [8]を含むChuiと Liによる次の結果を証明する.

定理 4.2.1 (Chui and Li 1992 [2]). 　
σ : R → R を連続な sigmoidal関数とすると,

Nr(σ,Zr,Z) = span{Rr 3 x 7→ σ(mTx+ k) ∈ R | m ∈ Zr, k ∈ Z}

はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

この定理をふたつの補題に分けて証明する. 補題の主張を述べるために言葉と
記号の定義をしておく.

X ⊂ Rr に対して, 位相空間 (X,O)を Rr の部分空間とする. すなわち O =

{X ∩ U | U ⊂ Rr, open}とする. また, (X,O)上の正則符号付きBorel測度全体の
集合をM(X)で表すことにする (正則符号付き測度の定義については付録を参照
されたい).

定義 4.2.2 (discriminatory関数). 　
関数 σ : R → R が次の条件をみたすとき, discriminatory関数と呼ぶ: 任意の空で
ないコンパクト集合X ⊂ Rrに対して,

∀µ ∈M(X),

(
∀m ∈ Zr, k ∈ Z,

∫
X

σ
(
mTx+ k

)
dµ(x) = 0

)
⇒ µ = 0.

この定義のもとで以下のふたつの命題が成り立つ.
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補題 4.2.3. 　
σ : R → R を連続な discriminatory関数とすると, Nr(σ,Zr,Z)はC(Rr)において
広義一様収束の意味で稠密である.

補題 4.2.4. 　
有界で可測な sigmoidal関数 σは discriminatory関数である. 特に連続な sigmoidal

関数は discriminatory関数である.

上記ふたつの補題から定理 4.2.1が導かれることは明らかであろう. 以下でこれ
らの補題の証明をしていく.

補題 4.2.3の証明. 　
K ⊂ Rrを空でないコンパクト集合とする. Nr(σ,Zr,Z)の元 (関数)のK上への制
限すべてを集めた集合を Sとおく. Sは C(K) の部分線形空間である. 補題 4.2.3

の主張は S = C(K)が成り立つということである. そこで, S 6= C(K)を仮定す
る (背理法). すると, Hahn-Banachの拡張定理により, C(K)上の有界線形汎関数
L 6= 0で, L = 0 (on S) なるものが取れる (付録の系 9.4.5参照). Kはコンパクト
Hausdorff空間であるので, Riesz-Markov-角谷の表現定理から, µ ∈M(K)で,

∀f ∈ C(K), L(f) =

∫
K

fdµ

をみたすものが取れる. 任意のm ∈ Zn, k ∈ Zに対して, 写像

K 3 x 7→ σ(mTx+ k) ∈ R

は Sに属するので, ∫
K

σ(mTx+ k)dµ(x) = 0

となる. ゆえに, σが discriminatory関数であることから µ = 0となり, したがっ
て L = 0となるが, これは L 6= 0に反する. よって, S = C(K)でなければならな
い.

補題 4.2.4の証明. 　
後半については連続性から可測性がわかり, sigmoidal関数であることと連続性か
ら有界性がわかるので成立する. 前半を証明する. X ⊂ Rrを空でないコンパクト
集合とする. µ ∈M(X)を任意にとり固定する. そして,

∀m ∈ Zr, k ∈ Z,
∫
X

σ
(
mTx+ k

)
dµ(x) = 0

が成り立つと仮定する. このとき, µ = 0を示すのが目標である. さて, いま, 任意
のm ∈ Zr, q ∈ Q, k ∈ Zに対して,

Πm,q =
{
x ∈ X | mTx+ q = 0

}
, Hm,q =

{
x ∈ X | mTx+ q > 0

}
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とおき,

γ(x) :=


1 x ∈ Hm,q

σ(k) x ∈ Πm,q

0 otherwise

と定めると, σは sigmoidal関数なので, +∞に発散する自然数列 lnを任意に取る
と, 任意の x ∈ Rrに対して,

lim
n→∞

σ(ln(m
Tx+ q) + k) → γ(x)

となる. そこで, q = q1/q2, q1 ∈ Z, q2 ∈ Nと表すことにすると, σの有界性と µの
有限性および仮定より,

0 = lim
n→+∞

∫
X

σ(nq2(m
Tx+ q) + k)dµ(x)

=

∫
X

lim
n→+∞

σ(nq2(m
Tx+ q) + k)dµ(x)

=

∫
X

γ(x)dµ(x)

= σ(k)µ (Πm,q) + µ (Hm,q)

となる (2つ目の等号は優収束定理による). よって, σが sigmoidal関数であること
と k ∈ Zが任意であることに注意すると, k → −∞とすることで, µ (Hm,q) = 0が
得られ, さらに k → +∞とすることで µ (Πm,q) = 0が得られる. したがって, R上
の有界な可測関数のなす線形空間上の線形汎関数 F を

F (h) =

∫
X

h(mTx)dµ(x)

により定めると, 定義関数

h(x) = χ[q,∞)(x) :=

{
1 (x ∈ [q,∞))

0 (x /∈ [q,∞))

に対して,

F (h) =

∫
X

h(mTx)dµ(x) = µ (Πm,−q) + µ (Hm,−q) = 0

となる. したがって, q ∈ Qは任意であったから, F の線形性より有理数を端点と
する任意のRの区間 J について F (χJ) = 0となる. したがって, 有限個のRの区
間の定義関数の線形結合を F で写すと 0になる. 以下, 一旦m ∈ Zrを固定して考
える. このときA = {mTx | x ∈ X}はRのコンパクト集合である. 何故ならAは
コンパクト集合Xの連続写像による像だからである. そこで有理数を端点とする
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有界閉区間 J をA ⊂ J をみたすように取れる. いま J 上の任意の連続関数 gは有
理数を端点とするRの区間の定義関数たちの線形結合

∑N
k=1 akχJkにより一様近似

できる. すなわち任意の正数 εに対して, 適当な ak ∈ Rと有理数を端点とする区
間 Jkを 取れば,

∀x ∈ J,

∣∣∣∣∣g(x)−
N∑
k=1

akχJk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

とできる. 実際, コンパクト集合上の連続関数は一様連続なので, 任意の ε > 0に
対して, δ > 0を適当に取れば,

∀x, y ∈ J, |x− y| < δ ⇒ |g(x)− g(y)| < ε

が成り立つ. そこで, 一つの区間の幅が δに収まるような分割 J =
∑N

k=1 Jkであっ
て, 各区間 Jkの端点が有理数になるものを取る. そして各 kに対して xk ∈ Jkを任
意に取れば,

∀x ∈ J,

∣∣∣∣∣g(x)−
N∑
k=1

g(xk)χJk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

となる. したがって,

|F (g)| =
∣∣∣∣∫

X

g(mTx)dµ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
X

g(mTx)dµ(x)−
∫
X

N∑
k=1

akχJk(m
Tx)dµ(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫
X

∣∣∣∣∣g(mTx)−
N∑
k=1

akχJk(m
Tx)

∣∣∣∣∣d |µ| (x)
≤
∫
X

εd|µ|(x) = ε |µ| (X)

となる. ただし |µ| = µ+ + µ−である. よって, |µ| (X)が εに依存しない定数 (有限
値)であることと εの任意性から, F (g) = 0がわかる. 特に cos(x), sin(x)について
もこれが成立するので,

0 =

∫
X

cos(mTx) + i sin(mTx)dµ(x) =

∫
X

exp(imTx)dµ(x)

がわかる. よって, m ∈ Zは任意だったので Stone-Weierstrassの定理 (付録の系
9.6.6)から µ = 0となる. これが示したいことであった.

4.3 SunとCheney の結果

本節では Chuiと Li の結果を自然にノルム空間X上の連続関数空間C(X)に拡
張した SunとCheney による次の結果を証明する. また, mean-periodic関数など
ニューラルネットワークの万能近似定理に関連する事柄をいくつか紹介する.
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定理 4.3.1 (Sun and Cheney 1992 [33]). 　
X 6= {0}をノルム空間とし, F ⊂ X∗は

{f/‖f‖ | f ∈ F , f 6= 0}

がX∗の単位球面 {f ∈ X∗ | ‖f‖ = 1}において作用素ノルム ‖·‖に関して稠密で
あるものとする. このとき, 連続な sigmoidal関数 σ : R → Rに対して,

G = {R 3 t 7→ σ(kt+ j) ∈ R | k, j ∈ Z}

とおくと,

G ◦ F = {X 3 x 7→ σ(kf(x) + j) ∈ R | k, j ∈ Z, f ∈ F}

の線形包はC(X)において広義一様収束の意味で稠密である.

この定理を示すためにひとつ定理を示す. なお本節では記述を簡潔にするため
に次の言葉を用いる.

定義 4.3.2. Xをノルム空間とするとき, 部分集合 S ⊂ C(X)が基礎的であるとは,

Sの線形包が広義一様収束の意味でC(X)において稠密であることをいう.

定理 4.3.3. X 6= {0}をノルム空間とし, G ⊂ C(R)は基礎的であるとする. このと
き, F ⊂ X∗に対して,

{f/‖f‖ | f ∈ F , f 6= 0}

がX∗の単位球面 {f ∈ X∗ | ‖f‖ = 1}において作用素ノルム ‖·‖に関して稠密で
あるならば, G ◦ F = {g ◦ f | g ∈ G, f ∈ F}はC(X)において基礎的である.

これが示されれば, Chuiと Liの結果より GはC(R)において基礎的であるので
本節のメインの定理の成立は明らかである.

証明. h ∈ C(X)とし, 任意に空でないコンパクト集合K ⊂ Xと ε > 0をとる. す
ると, 定理 3.1.5より, hi ∈ C(R)と ψi ∈ X∗が存在して,

sup
x∈K

∣∣∣∣∣h(x)−
n∑

i=0

hi(ψi(x))

∣∣∣∣∣ < ε/3

となる. hi たちを定数倍することで ‖ψi‖ = 1と仮定してよい (0がある場合は
R 3 t 7→ hi(0) ∈ Rという定数関数を導入すればよい). ここで, M = supx∈K‖x‖
とおき, δ > 0を次をみたすように取る (hiは連続なので取れる).

|hi(s)− hi(t)| < ε/3n (|s| ≤M, |t| ≤M, |s− t| < Mδ, 1 ≤ i ≤ n).
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そして, fi ∈ F を ‖fi/‖fi‖ − ψi‖ < δをみたすように選ぶ. また, 各 iについて
λi = 1/‖fi‖とおき, ai,j ∈ Rと gi,j ∈ Gを

sup
|t|≤M/λi

∣∣∣∣∣hi(λit)−
Ni∑
j=0

ai,jgi,j(t)

∣∣∣∣∣ < ε/3n

となるようにとる. すると, 任意の x ∈ Kに対して,

|fi(x)| ≤ ‖fi‖‖x‖ ≤M‖fi‖ =M/λi

であり, また, |ψi(x)| ≤ ‖ψi‖‖x‖ ≤M かつ

|λifi(x)− ψi(x)| ≤ ‖fi/‖fi‖ − ψi‖‖x‖ < Mδ

より |hi(λifi(x))− hi(ψi(x))| < ε/3nとなる. よって, 三角不等式より,∣∣∣∣∣h(x)−
n∑

i=0

Ni∑
j=0

ai,jgi,j(fi(x))

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣h(x)−
n∑

i=0

hi(ψi(x))

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
i=0

hi(ψi(x))−
n∑

i=0

hi(λifi(x)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

hi(λifi(x))−
n∑

i=0

Ni∑
j=0

ai,jgi,j(fi(x))

∣∣∣∣∣
≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

系 4.3.4. 上の定理はF ⊂ X∗が単位球面において作用素ノルムに関して稠密であ
るという仮定のもとで成り立つ.

系 4.3.5. X 6= {0}をノルム空間とし, F ⊂ X∗を上の定理と同様のものとする. ま
た, g ∈ C(R)とし, A ⊂ Rとする. このとき,

G = {ga : R 3 t 7→ g(t+ a) ∈ R | a ∈ A}

がC(R)において基礎的であるならば, G ◦F = {ga ◦ f | a ∈ A, f ∈ F}はC(X)に
おいて基礎的である.

この系に関連してmean-periodic関数について紹介する.

定義 4.3.6. 関数 f ∈ C(Rr)が mean-periodic であるとは,

Nr(f, {1},R) = span{x 7→ f(x+ a) | a ∈ Rr}

がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密でないことをいう.
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定理 4.3.7 (Schwartz 1947 [30] p.907). 　
Ψ ∈ C(R)とする. このとき, ある 1 ≤ p < ∞についてΨ ∈ Lp(R)であるか, また
はΨは有界で非定数かつ x → ∞か x → −∞としたときに極限値を持つならば,

Ψは mean-periodicでない.

これより上の定理の仮定をみたす Ψについては, 任意の実数 λ 6= 0について,

N(Ψ, {λ},R)は C(R)において広義一様収束の意味で稠密である. さらに, Linと
Pinkusの結果 (定理 3.1.8)を用いると次の命題の成立もわかる.

命題 4.3.8. Ψは上の定理の仮定をみたすものとする. このとき, A ⊂ Rr上で 0を
取る非自明な r変数斉次多項式が存在しないならば,

Nr(Ψ, A,R) = span{Rr 3 x 7→ Ψ(〈x, v〉+ b) | v ∈ A, b ∈ R}

はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

この命題を二段階に分けて証明しよう.

補題 4.3.9. X をノルム空間とし, E ⊂ C(R)は C(R)において基礎的であるとす
る. また, F ⊂ X∗は C(R) ◦ F が C(X)において基礎的なものとする. このとき,

{g ◦ f | g ∈ E, f ∈ F}はC(X)において基礎的である.

証明. K ⊂ X を空でないコンパクト集合とし, 任意に φ ∈ C(X)と ε > 0を取る.

仮定より, βi ∈ R, gi ∈ C(R), fi ∈ F (i = 1, . . . , q)が存在して,

sup
x∈K

|
q∑

i=1

βigi(fi(x))− φ(x)| < ε/2

となる. 各 iについて fiは連続であるから fi(K) ⊂ Rはコンパクトである. そこ
で, 仮定より各 iについて αi,j ∈ R, gi,j ∈ E (j = 1, . . . ,mi)が存在して

sup
y∈fi(K)

|
mi∑
j=1

αi,jgi,j(y)− βigi(y)| < ε/(2q)

となる. すると, 任意の x ∈ Kに対して,∣∣∣∣∣
q∑

i=1

βigi(fi(x))−
q∑

i=1

mi∑
j=1

αi,jgi,j(fi(x))

∣∣∣∣∣
≤

q∑
i=1

∣∣∣∣∣βigi(fi(x))−
mi∑
j=1

αi,jgi,j(fi(x))

∣∣∣∣∣
≤

q∑
i=1

sup
y∈fi(K)

∣∣∣∣∣βigi(y)−
mi∑
j=1

αi,jgi,j(y)

∣∣∣∣∣
< ε/2

であるから,
∑q

i=1

∑mi

j=1 αi,jgi,j ◦ fiが求めるものである.

30



命題 4.3.10. Ψ ∈ C(R)とし, B ⊂ Rとする. また, 集合

S := {R 3 t 7→ Ψ(t+ b) ∈ R | b ∈ B}

はC(R)において基礎的であるとする. このとき, A ⊂ Rr上で 0を取る非自明な r

変数斉次多項式が存在しないならば,

Nr(Ψ, A,B) = span{Rr 3 x 7→ Ψ(〈x, v〉+ b) | v ∈ A, b ∈ B}

はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 仮定と Linと Pinkus の結果よりC(R) ◦ {x 7→ 〈x, v〉 | v ∈ A}が基礎的であ
るのですぐ上の補題から明らかである.

さて, 本節の冒頭で「ChuiとLi の結果を自然にノルム空間X上の連続関数空間
C(X)に拡張した」と述べた. きちんと拡張になっていることを以下で確認してお
く. つまり, X = Rsとおくとき, F = {x 7→ 〈x, v〉 | v ∈ Zs}とおくと,

{f/‖f‖ | f ∈ F , f 6= 0}

がX∗の単位球面 {f ∈ X∗ | ‖f‖ = 1}において作用素ノルム ‖·‖に関して稠密で
あることを確かめておく.

補題 4.3.11. X,Y を位相空間とし, f : X → Y を全射連続写像とする. このとき,

A ⊂ Xが稠密であるならば, f(A) ⊂ Y は稠密である.

証明. y ∈ Y をとり, yの近傍 V を任意に取る. f は全射なので x ∈ Xで y = f(x)

をみたすものが取れる. すると, f−1(V )はxの近傍となる. そこで,仮定より a ∈ A

で a ∈ f−1(V )なるものが取れる. したがって f(a) ∈ V であるから, f(A) ∩ V 6= ∅
である. これは f(A)が Y で稠密であることを意味する.

命題 4.3.12. X = Rsとおくとき, F = {x 7→ 〈x, v〉 | v ∈ Zs}とおくと,

{f/‖f‖ | f ∈ F , f 6= 0}

はX∗の単位球面 {f ∈ X∗ | ‖f‖ = 1}において作用素ノルム ‖·‖に関して稠密で
ある.

証明. シュワルツの不等式からRs 3 x 7→ 〈x, u〉 ∈ Rの作用素ノルムは ‖u‖と一致
するので,

{f/‖f‖ | f ∈ F , f 6= 0}

が {Rs 3 x 7→ 〈x, u〉 ∈ R | u ∈ Rs, ‖u‖ = 1}において作用素ノルムの意味で稠密で
あることを示せばよい. そして, このことを示すには,

S = {m/‖m‖ | m ∈ Z, z 6= 0}
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が U = {u ∈ Rs | ‖u‖ = 1}においてユークリッド距離に関して稠密であることを
示せば十分である. いま, 写像 φを

φ : Rs \ {0} → U, φ(x) = x/‖x‖

と定義すると, これは連続かつ全射である. そして, Qs \ {0}はRs \ {0}において
稠密であるから, すぐ上の補題より

φ(Qs \ {0}) = {q/‖q‖ | q ∈ Qs, q 6= 0}

は U において稠密である. しかも, φ(Qs \ {0}) = Sである. 実際, q ∈ Qs \ {0}を
取ると, n ∈ Zsとm ∈ Zを使って q = n/mと表せるので, q/‖q‖ = n/‖n‖ ∈ Sと
なる. 逆向きの包含関係は明らかである. よって, Sは U において稠密である. 以
上で系は示された.

なお, この命題から次のことも直ちにわかる.

命題 4.3.13. G ⊂ C(R)が基礎的であるとすると,

{Rs 3 x 7→ g(〈x, v〉) ∈ R | g ∈ G, v ∈ Zs}

はC(Rs)において基礎的である.

4.4 Hornikの結果

本節では Hornikの結果, つまり, 活性化関数 Ψが squashing関数であるときに
Σr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であることの証明を与える. た
だし, squashing関数の定義は次の通りである.

定義 4.4.1 (squashing関数). 　
関数 Ψ : R → [0, 1]が squashing関数であるとは, Ψが単調非減少であり,

Ψ(t) →

{
1 (t→ +∞)

0 (t→ −∞)

が成り立つことをいう. つまり, 単調非減少な sigmoidal関数を squashing関数と
いう.

注意 4.4.2. squashing関数はBorel可測である. なぜなら, 単調非減少関数はBorel

可測だからである. 実際, f : R → Rを単調非減少関数とするとき, 任意の a ∈ R
に対して, x = sup{y ∈ R | f(y) ≤ a}とおくと,

f−1((−∞, a]) = (−∞, x) or (−∞, x] ∈ BR

となるから, f はBorel可測である.
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squashing関数には連続性が要求されていないことに注意されたい. Hornikは
連続性の仮定をなくすことができるかということに関心があったようである [12].

Leshno et al.の結果の節で紹介したHornikの結果にもこの姿勢は表れている.

さて, まず次のΣΠ-ネットワークについて考察していく.

定理 4.4.3. G : R → Rを定数でない連続関数とする. このとき,

ΣΠr(G) :=

f : Rr → R
f =

q∑
j

βj

lj∏
k=1

G ◦ Aj,k

βj ∈ R, Aj,k ∈ Ar, lj ∈ N, q ∈ N


はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 任意に空でないコンパクト集合K ⊂ Rrを取る. すると ΣΠr(G)K は C(K)

の部分代数である. 実際, 線形部分空間であることは明らかである. また, f, g ∈
ΣΠr(G)K ならば fg ∈ ΣΠr(G)K であることも有限個の組 (i, j)を一列化するこ
とで示される. いま, Gは定数でないので G(a) 6= 0なる a ∈ Rが取れる. こ
のとき, A(x) := 0Tx + a = aと定義すると, G ◦ A/G(a) ∈ ΣΠr(G)K となり,

G(A(x))/G(a) = 1 (∀x ∈ K)となる. 次に, x, y ∈ K, x 6= yをとる. Gは定数で
ないので, G(a) 6= G(b)なる a, b ∈ Rが取れる. いま, A(z) = wTz + βでA(x) =

a,A(y) = bなるものが取れる. 実際, x 6= yゆえ, ある iで xi − yi 6= 0となること
に注意して, wi = (a− b)/(xi − yi), wj = 0 (j 6= i)として, β = (bxi − ayi)/(xi − yi)

とおけば良い. このとき, G(A(x)) = a 6= b = G(A(y))である. よって, Stone-

Weierstrassの定理によって, ΣΠr(G)KはC(K)において一様収束の意味で稠密で
ある. 以上から, ΣΠr(G)はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

補題4.4.4. Ψ : R → Rを squashing関数とする. このとき,任意の連続な squashing

関数 F と ε > 0に対して, あるH ∈ Σ1(Ψ)が存在して,

sup
x∈R

|F (x)−H(x)| < ε.

証明. 任意に ε >を取る. ε < 1としてよい. βj ∈ RとAj ∈ A1で,

sup
x∈R

|F (x)−
Q−1∑
j=0

βjΨ(Aj(x))| < ε

なるものを見つけたい. そこでQ ∈ Nを 1/Q < ε/2を満たすように取る. そして,

βj = 1/Qとおく. いまΨは squashing関数なのでM > 0で

Ψ(−M) <
1

Q
, Ψ(M) > 1− 1

Q
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なるものが取れる. また, F は連続な squashing関数なので

rj = sup{x ∈ R | F (x) = j/Q} (j = 1, . . . , Q− 1)

rQ = sup{x ∈ R | F (x) = 1− 1/(2Q)}

が存在する. そして, r0 ∈ (−∞, r1)を任意に取る. さて, r < sに対してAr,s ∈ A1

を Ar,s(r) = −M,Ar,s(s) = M なるものとする (これは一意に定まる). このとき,

Aj = Arj ,rj+1
とすると,

H =

Q−1∑
j=0

βjΨ ◦ Aj ∈ Σ1(Ψ)

が求めるものであることがわかる. 実際, x ∈ (−∞, r0]の場合は, 0 ≤ F (x) ≤ 1/Q

であり, かつΨが squashing関数であることより,

0 ≤ H(x) ≤
Q−1∑
j=0

1

Q
Ψ(−M) ≤ 1

Q

となる. よって, |F (x)−H(x)| ≤ 1/Q < εとなる. 次に, x ∈ (r0, r1]の場合を考え
る. このとき, 0 ≤ F (x) ≤ 1/Qであり,

0 ≤ H(x) ≤ 1

Q
+

Q−1∑
j=1

1

Q
Ψ(−M)

≤ 1

Q
+
Q− 1

Q

1

Q

≤ 1

Q
+

1

Q

となるので, |F (x) − H(x)| ≤ 1/Q + 1/Q ≤ εとなる. 次に x ∈ (rj, rj+1] (j =

1, . . . , Q− 2)の場合を考える. このとき, rjの定義より

j

Q
≤ F (x) ≤ j + 1

Q

である. また,

H(x) ≥
j−1∑
k=0

1

Q
Ψ(M) ≥ j

Q
− j

Q2
≥ j − 1

Q

かつ

H(x) ≤
j∑

k=0

1

Q
+

Q−1∑
k=j+1

1

Q
Ψ(−M)

≤ j + 1

Q
+

1

Q
=

(j + 2

Q
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である. したがって, |F (x)−H(x)| ≤ 2/Q ≤ εとなる. 次に x ∈ (rQ−1, rQ]の場合
を考える. このとき,

1− 1

Q
=
Q− 1

Q
≤ F (x) ≤ 1− 1

2Q

である. また,

H(x) ≥
Q−2∑
j=0

1

Q
Ψ(M) ≥ Q− 1

Q
− Q− 1

Q2
≥ Q− 2

Q
= 1− 2

Q

かつ,

H(x) ≤
Q−1∑
j=0

1

Q
= 1

である. したがって, |F (x)−H(x)| ≤ max{1/Q, 2/Q− 1/(2Q)} ≤ εとなる. 最後
に, x ∈ (rQ,∞)の場合を考える. このとき, 1− 1/(2Q) ≤ F (x) ≤ 1であり,

1 ≥ H(x) ≥
Q−1∑
j=0

1

Q
Ψ(M) ≥ 1− 1

Q

である. したがって, |F (x)−H(x)| ≤ 1/Q ≤ εとなる.

定理 4.4.5. Ψ : R → Rを squashing関数とする. このとき, ΣΠr(Ψ)はC(Rr)にお
いて広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 連続な squashing関数 F に対して, ΣΠr(Ψ)が ΣΠr(F )において広義一様収
束の意味で稠密であることを示せば十分である. なぜなら, それが示されれば定
理 4.4.3により ΣΠr(F )は C(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であるので,

ΣΠr(Ψ)はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密となる.

さて, このことを示すためには,
∏l

k=1 F ◦ Akの形の関数を ΣΠr(Ψ)の元で一様
近似できることを示せばよい. そこで, ε > 0を任意に取る. 積

∏l
k=1 : [0, 1]l 3

(a1, . . . , al) 7→
∏l

k=1 al ∈ Rは連続で [0, 1]lはコンパクトなので, ある δが存在し
て任意の ak, bk ∈ [0, 1]に対して, |ak − bk| < δ (k = 1, . . . , l)ならば |

∏l
k=1 ak −∏l

k=1 bk| < εとなる. 一方, 補題 4.4.4により, ある βj ∈ RとA1
j ∈ A1が存在して,

H =
∑m

j=1 βjΨ ◦ A1
j について

sup
x∈R

|F (x)−H(x)| < δ

が成り立つ. したがって,

sup
x∈Rr

∣∣∣∣∣
l∏

k=1

F (Ak(x))−
l∏

k=1

H(Ak(x))

∣∣∣∣∣ ≤ ε

となる. いま, A1
j ◦ Ak ∈ Ar であり, ΣΠ(Ψ)は積と和に関して閉じているので,∏l

k=1H ◦ Ak ∈ ΣΠ(Ψ)である. これで証明は完了した.
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次に本題の定理を示していく.

定理 4.4.6 (Hornik 1989 [12]). 　
Ψ : R → Rを squashing関数とする. このとき, Σr(Ψ)はC(Rr)において広義一様
収束の意味で稠密である.

この定理を証明するために 2つ補題を示す.

補題 4.4.7. Ψ : R → Rを squashing関数とする. このとき, 任意の ε,M > 0に対
して, F ∈ Σ1(Ψ)が存在して,

sup
x∈[−M,M ]

|F (x)− cos(x)| < ε

が成立する. 便宜的にこのような F を任意に一つ取り cosM,εで表すことにする.

証明. nをM ≤ (2n − 1/2)πとなるように取る. このとき, [−M,M ] ⊂ [−(2n +

1/2)π, (2n− 1/2)π]である. いま, 連続な squashing関数 g, h : R → Rを

g(x) =


0 (x ≤ −π/2)

cos(x) (−π/2 ≤ x ≤ 0)

1 (0 ≤ x)

および,

h(x) =


0 (x ≤ −π)

1 + cos(x) (−π ≤ x ≤ −π/2)
1 (−π/2 ≤ x)

で定義する. そして gα(x) = g(x − απ) (α ∈ R)と定義する. hαも同様に定義す
る. すると, gα, hαは連続な squashing関数なので補題 4.4.4より, 任意の ε > 0に
対してGα, Hα ∈ Σ1(Ψ)が存在して,

sup
x∈R

|gα(x)−Gα(x)| < ε

sup
x∈R

|hα(x)−Hα(x)| < ε

となる. 一方, h̃α := hα − 1とおくと, 任意の x ∈ [−(2n+ 1/2)π, (2n− 1/2)π]に対
して,

cos(x) =
4n−1∑
j=0

(
(−1)jg−2n+j(x) + (−1)j+1h̃−2n+1+j(x)

)
である. また, 1 ≥ Ψ(K) > 1 − εなるK を取り, H̃α := Hα − Ψ(K)とおくと,

Σ1(Ψ)は和に関して閉じているので H̃α ∈ Σ1(Ψ)であり, supx∈R |H̃α(x)− h̃α| < 2ε

となる. よって,

F =
4n−1∑
j=0

(
(−1)jG−2n+j(x) + (−1)j+1H̃−2n+1+j(x)

)
∈ Σ1(Ψ)

36



が求めるものである. 実際,

sup
x∈[−M,M ]

|F (x)− cos(x)| ≤
4n−1∑
j=0

sup
x∈[−M,M ]

|G−2n+j(x)− g−2n+j(x)|

+
4n−1∑
j=0

sup
x∈[−M,M ]

|H̃−2n+1+j(x)− h̃−2n+1+j(x)|

≤ 4nε+ 8nε = 12nε.

補題 4.4.8. g =
∑Q

j=1 βj cos ◦Aj, Aj ∈ Arとする. また, Ψ : R → Rを squashing

関数とする. このとき, 任意の ε > 0と任意のコンパクト集合 C ⊂ Rr に対して,

f ∈ Σr(Ψ)が存在して, supx∈C |f(x)− g(x)| < εとなる.

証明. Cがコンパクトで各Ajは連続なのでAj(C) ⊂ Rはコンパクトである. した
がって, M > 0を適当に取ればAj(K) ⊂ [−M,M ] (j = 1, . . . , Q)となる. そこで
K = Q

∑Q
j=1 |βj|とおくと,

sup
x∈C

∣∣∣∣∣
Q∑

j=1

βj cosM,ε/K(Aj(x))− g(x)

∣∣∣∣∣ < ε

となる. そして, cosM,ε/K ∈ Σ1(Ψ)なので, cosM,ε/K ◦Aj ∈ Σr(Ψ)となる. よって,∑Q
j=1 βj cosM,ε/K ◦Aj ∈ Σr(Ψ)であるので, これで補題の成立が確かめられた.

定理 4.4.6の証明.. cos : R → Rは定数でない連続関数なので, 定理 4.4.3により,
Q∑

j=1

βj

lj∏
k=1

cos ◦Aj,k | Q, lj ∈ N, βj ∈ R, Aj,k ∈ Ar


はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である. ところが, 任意の a, b ∈ Rに
対して,

cos(a) cos(b) =
cos(a+ b)− cos(a− b)

2

であり, Arは加法とスカラー倍に関して閉じているので, ある αj ∈ R, Aj ∈ Arが
存在して,

Q∑
j=1

βj

lj∏
k=1

cos ◦Aj,k =
∑
j

αj cos ◦Aj

となる. よって, 補題 4.4.8より, Σr(Ψ)はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠
密である.
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5 C(Rr)における万能近似定理の応用

5.1 多出力・多層への拡張

前章で述べた結果はすべて, スカラーを出力するネットワークに関するもので
あったが, これらはベクトル値を出力するネットワークについても成り立つ. 本節
ではこのことを正確に述べよう.

定義 5.1.1. 関数G : R → Rに対して,

Σr,s(G) := {f : Rr → Rs | f =

q∑
j

βjG ◦ Aj, βj ∈ Rs, Aj ∈ Ar, q ∈ N}

ΣΠr,s(G) :=

f : Rr → Rs
f =

q∑
j

βj

lj∏
k=1

G ◦ Aj,k , βj ∈ Rs

Aj,k ∈ Ar, lj ∈ N, q ∈ N


と定義する.

定理 5.1.2. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr,R)において広義一様収束の意味で
稠密になるものとする. このとき, Σr,s(Ψ)はC(Rr,Rs)において広義一様収束の意
味で稠密である. すなわち, 任意に空でないコンパクト集合K ⊂ Rrを取るとき,

任意の g ∈ C(Rr,Rs)と ε > 0に対して, f ∈ Σr,s(Ψ)が存在して,

s∑
j=1

sup
x∈K

|fj(x)− gj(x)| < ε

となる. ここで, f = (f1, . . . , fs)
T, g = (g1, . . . , gs)

Tである.

証明. 各 gi ∈ C(Rr,R)をΣr(Ψ)の元

fi =

Qi∑
j=1

βi,jΨ ◦ Ai,j

で近似する. すると,

f =
s∑

i=1

Qi∑
j=1

βi,j(Ψ ◦ Ai,j)ei

が gの近似を与える. ここに eiは第 i成分が 1で他の成分がすべて 0であるRsの
元である.

さて, これまで述べてきた結果はすべて中間層が 1つののみからなるネットワー
クに関するものであった. そこで次に, 多層かつ多出力のネットワークの万能近似
定理について述べよう. ニューラルネットワークの層数を l ≥ 2で表すことにする.

ただし, ここでは入力層は層数に含めないことにする. つまり, これまで扱ってい
たのは l = 2の場合ということである.
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定義 5.1.3 (Σr,s
l ネットワーク). 　

関数Ψ : R → Rに対して, 次のように集合 I
(q)
1 , . . . , I

(q)
l−1, Il (q ∈ N)を帰納的に定義

する.

I
(q)
1 = {(Ψ ◦ A1, . . . ,Ψ ◦ Aq)

T | A1 . . . , Aq ∈ Ar},

I
(q)
k+1 = {(Ψ ◦ A1, . . . ,Ψ ◦ Aq)

T ◦ f | q′ ∈ N, f ∈ I
(q′)
k , Aj ∈ A(q′)},

Il = {(A1, . . . , As)
T ◦ f | q′ ∈ N, f ∈ I

(q′)
l−1 , A ∈ A(q′)}.

このとき, IlをΨを活性化関数とするΣr,s
l ネットワークと呼び, Σr,s

l (Ψ)で表す.

より具体的に書けばΣr,s
l (Ψ)の元は次のようなRrからRsへの関数である: x ∈ Rr

に対して, a0 = xとおく. そして, k = 1, . . . , lに対して, q0 = r, ql = s, qj ∈ Nとし,

Ak,i ∈ Aqk−1 (i = 1, . . . , qk)とする. また, G1, . . . , Gl−1 = Ψとし, Gl = idとする.

このとき, 次の式

ak,i = Gk(Ak,i(ak−1)) (i = 1, . . . , qk, k = 1, . . . , l)

にしたがって計算を繰り返した結果 al = (al,1, . . . , al,s)
T ∈ Rsを出力する.

この定義から Σr,s(Ψ) ⊂ Σr,s
2 (Ψ)がわかる. 実際, f =

∑Q
j=1 βjΨ ◦ Aj (βj ∈

Rs, Aj ∈ Ar)とするとき,各k = 1, . . . , Qに対してBk ∈ AQをBk(x) =
∑Q

j=1 β
(k)
j xj

と定義すれば, f = (B1, . . . , BQ)
T ◦ (Ψ ◦ A1, . . . ,Ψ ◦ AQ)

Tとなる. このことから,

Σr,s(Ψ)が万能近似能力を持つとき, Σr,s
2 (Ψ)も万能近似能力を持つことがわかる.

より一般に次が成り立つ.

定理 5.1.4. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr,R)において広義一様収束の意味で
稠密になるものとする. このとき, Σr,s

l (Ψ)はC(Rr,Rs)において広義一様収束の意
味で稠密である.

この定理を示すためにひとつ補題を証明しよう.

補題 5.1.5. Fは「RからRへの関数全体の集合」の部分集合で, C(R)において広
義一様収束の意味で稠密であるとし, Gは「RrからRへの関数全体の集合」の部
分集合で, C(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であるとする. このとき,

F ◦G = {f ◦ g | f ∈ F , g ∈ G}

はC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. 空でないコンパクト集合K ⊂ Rrを任意に取る. h ∈ C(Rr)とし, ε > 0を
任意に取ると, 仮定より g ∈ G が存在して, supx∈K |g(x) − h(x)| < εとなる. こ
のとき, h(K) ⊂ Rはコンパクト, 特に有界であるので, g(K)も有界である. そこ
で, g(K)の閉包 S := cl(g(K))はコンパクトである. すると, 仮定より連続関数
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R 3 s 7→ s ∈ Rに対して, f ∈ C(R)が存在して sups∈S |f(s)− s| < εとなる. ゆえ
に, 任意の x ∈ Kに対して,

|f(g(x))− h(x)| ≤ |f(g(x))− g(x)|+ |g(x)− h(x)|
≤ sup

s∈S
|f(s)− s|+ sup

z∈K
|g(z)− h(z)|

< ε+ ε = 2ε

である. よって, supx∈K |f(g(x))− h(x)| ≤ 2εとなる.

定理5.1.4の証明.. s = 1の場合を証明すれば十分である. 次のように集合J1, . . . , Jl
を帰納的に定義する.

J1 = {
Q∑
j

βjΨ ◦ Aj | Q ∈ N, Aj ∈ Ar, βj ∈ R},

Jk+1 = {
Q∑
j

βjΨ ◦ Aj ◦ f | Q ∈ N, f ∈ Jk, Aj ∈ A1, βj ∈ R},

このとき, x 7→
∑

j βjxj は線形写像なので Jl ⊂ Σr,s
l+1(Ψ)である. そこで, Jl が

C(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であることを示せばよい. このことを l

に関する帰納法で示そう. まず Σr(Ψ) = J1であるので J1は C(Rr)において広義
一様収束の意味で稠密である. 次に, Jkが C(Rr)において広義一様収束の意味で
稠密であるとすると, Jk+1 = Σ1(Ψ) ◦ Jkであり, Σ1(Ψ)はC(R)において広義一様
収束の意味で稠密であるので, 前補題より Jk+1はC(Rr)において広義一様収束の
意味で稠密である.

5.2 Lp空間における万能近似定理

本節では,前章の結果を使ってRr上のBorel可測関数全体の空間Mr := M(Rr,R)
や Lp空間における Σr(Ψ)の万能近似定理を述べる. まず, C(Rr)がMrにおいて
稠密であることについて述べる.

定義 5.2.1. µを (Rr,Br)上の有限測度とする. このとき, f, g ∈ Mrが µ-同値であ
るとは, µ({f 6= g}) = 0となることをいう. 以後, この同値関係によるMrの商集
合をそのままMrで表す場合がある.

定義 5.2.2. µを (Rr,Br)上の有限測度とする. このとき, ρµ : Mr ×Mr → [0,∞)

を,

ρµ(f, g) := inf{ε > 0 | µ(|f − g| > ε) < ε}

により定義する (有限測度なので ρµ(f, g) ≤ µ(Rr) <∞となることに注意).
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補題 5.2.3. µを (Rr,Br)上の有限測度とする. また, (fn)
∞
n=1をMrの元の列とし,

f ∈ Mrとする. このとき, 次の条件は同値である.

(1): ρµ(fn, f) → 0.

(2): ∀ε > 0, µ({|fn − f | > ε}) → 0.

(3):
∫
Rr min(|fn − f |, 1)dµ→ 0.

証明. 　
(1) ⇒ (2): 任意に ε > 0を取る. いま, 仮定よりある N ∈ Nが存在して任意の
n ≥ N に対して ρµ(fn, f) < εとなる. すると, 任意の n ≥ N に対して, ρµの定義
よりµ(|fn− f | > εn) < εnなる 0 < εn < εが取れる. ゆえに, 任意のn ≥ Nに対し
て, µ(|fn − f | > ε) ≤ µ(|fn − f | > εn) < εn < εとなる. したがって, 任意に δ > 0

を取ると, あるM ∈ Nが存在して任意の n ≥Mに対して µ(|fn− f | > δ) < δとな
る. そこで, ε ≤ δの場合は, 任意の n ≥ N に対して, µ(|fn − f | > ε) < ε ≤ δとな
る. ε > δの場合は, 任意の n ≥M に対して µ(|fn − f | > ε) ≤ µ(|fn − f | > δ) < δ

となる. これは µ({|fn − f | > ε}) → 0を意味する.

(2) ⇒ (1): 任意に ε > 0を取る. いま, 仮定よりある N ∈ Nが存在して任意の
n ≥ N に対して µ(|fn − f | > ε) < εとなる. ゆえに, 任意の n ≥ N に対して
ρµ(fn, f) ≤ εとなる.

(2) ⇒ (3): ε > 0を任意に取る. このとき, 仮定よりあるN ∈ Nが存在して任意の
n ≥ N に対して µ(|fn − f | > ε) < εとなる. そこで, 任意の n ≥ N に対して,∫

Rr

min(|fn − f |, 1)dµ ≤
∫
|fn−f |>ε

1dµ+

∫
|fn−f |≤ε

|fn − f |dµ

≤ ε+ εµ(Rr)

となる. µは有限測度なのでこれで (3)の成立が確かめられた.

(3) ⇒ (2): 任意に 1 > ε > 0を取る. このとき, 任意の δ > 0に対して, あるN ∈ N
が存在して任意の n ≥ N に対して,

∫
Rr min(|fn − f |, 1)dµ < εδとなる. そこで, 任

意の n ≥ N に対して,

µ(|fn − f | > ε) ≤ 1

ε

∫
|fn−f |>ε

min(|fn − f |, 1)dµ

≤ 1

ε

∫
Rr

min(|fn − f |, 1)dµ

≤ δ

となる. よって, µ({|fn − f | > ε}) → 0である. ε ≥ 1の場合も 0 < ε′ < 1に対
して,

µ(|fn − f | > ε) ≤ µ(|fn − f | > ε′) → 0.

となるので成立する.
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補題 5.2.4. µを (Rr,Br)上の有限測度とするとき, C(Rr)はMrにおいて ρµ-稠密
である.

証明. f ∈ Mrとし, ε > 0を任意に取る. 優収束定理により, 十分大きなM ≥ 0に
対して, ∫

Rr

min(|f · χ{|f |≥M} − f |, 1)dµ < ε

が成立する. ここで, f ·χ{|f |≥M} ∈ L1(Rr,Br, µ)であるから, C0(Rr)がL1(Rr,Br, µ)

においてL1ノルムの意味で稠密であること (付録の補題9.9.4)より,あるg ∈ C(Rr)

で
∫
Rr |f · χ{|f |≥M} − g|dµ < εとなる. よって,∫

Rr

min(|f − g|, 1)dµ ≤
∫
Rr

min(|f − f · χ{|f |≥M}|, 1)dµ

+

∫
Rr

min(|f · χ{|f |≥M} − g|, 1)dµ

≤ ε+

∫
Rr

|f · χ{|f |≥M} − g|dµ

≤ ε+ ε = 2ε

となる. これより任意の ε > 0に対して g ∈ C(Rr)が存在して ρµ(f, g) < εとなる
ことがわかる (補題 5.2.3の (3) ⇒ (2)の証明参照).

次にΣr(Ψ)がMrにおいて稠密であることの証明に使う補題を示す.

補題 5.2.5. (fn)
∞
n=1をMrの元の列とし, f ∈ Mrとする. このとき, (fn)

∞
n=1が f に

広義一様収束するならば, 任意の (Rr,Br)上の有限測度 µに対して, ρµ(fn, f) → 0

となる.

証明. 任意に ε > 0を取る. µは有限測度なので付録の系 9.8.7より正則である. し
たがって, あるコンパクト集合K ∈ Rrが存在して µ(Rr \K) < εとなる. そこで
仮定より, あるN ∈ Nが存在して, 任意の n ≥ N に対して,

sup
x∈K

|fn(x)− f(x)| < ε

となる. ゆえに, 任意の n ≥ N に対して,∫
Rr

min(|fn − f |, 1)dµ =

∫
K

min(|fn − f |, 1)dµ+

∫
Rr\K

min(|fn − f |, 1)dµ

≤
∫
K

|fn − f |dµ+

∫
Rr\K

1dµ

≤ εµ(Rr) + ε

となる. よって,
∫
Rr min(|fn − f |, 1)dµ → 0なので, 補題 5.2.3より ρµ(fn, f) → 0

である.
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定理 5.2.6. 関数Ψ : R → Rは Σr(Ψ)が C(Rr)において広義一様収束の意味で稠
密になるものとする. このとき, 任意の (Rr,Br)上の有限測度 µに対して, Σr(Ψ)

はMrにおいて ρµ-稠密である.

証明. Σr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であることと補題 5.2.5

よりΣr(Ψ)はC(Rr)において ρµ-稠密である. このことと 補題 5.2.4を合わせれば
Σr(Ψ)はMrにおいて ρµ-稠密であることがわかる.

次の定理はMrを supノルムの意味で Σr(Ψ)により十分よく近似できることを
示すものである.

定理 5.2.7. 関数 Ψ : R → Rは Σr(Ψ)が C(Rr)において広義一様収束の意味で
稠密になるものとする. また µを (Rr,Br)上の有限測度とする. このとき, 任意
の g ∈ Mr と ε > 0に対して, f ∈ Σr(Ψ)とコンパクト集合K ⊂ Rr が存在して,

µ(K) > µ(Rr)− εかつ ∀x ∈ K, |f(x)− g(x)| < εとなる.

証明には次の事実を使う (宮島 [36]の第 7章 2節などを参照されたい).

定理 5.2.8 (Tietzeの拡張定理). 　
XはHausdorff空間で,任意の交わらない閉集合F1, F2 ⊂ Xに対してF1 ⊂ U1, F2 ⊂
U2かつ U1 ∩ U2 = ∅となる開集合 U1, U2 ⊂ X が存在するとする. このとき, 閉集
合A ⊂ X上の任意の実数値連続関数 f に対してX上の実数値連続関数 f ′が存在
して f = f ′|Aが成立する. つまり, f をX上の実数値連続関数に拡張できる.

定理 5.2.7の証明. Lusinの定理 (付録の命題 9.10.2)より, コンパクト集合K ⊂ Rr

が存在して, µ(K) > µ(Rr)− εかつK上の関数 g|Kは連続となる. そこでTietze

の拡張定理より, g′ ∈ C(Rr)が存在して g|K = g′|Kとなる. いま Σr(Ψ)はC(Rr)

において広義一様収束の意味で稠密であるので, f ∈ Σr(Ψ)が存在して,

sup
x∈K

|f(x)− g(x)| = sup
x∈K

|f(x)− g′(x)| < ε.

さて, Lp空間における万能近似定理に話を移そう.

定義 5.2.9. f, g ∈ Lp(R,Br, µ)に対して,

dpµ(f, g) =

(∫
Rr

|f − g|pdµ
)1/p

と定義する. dpµは Lp(Rr,Br, µ)上の距離である.

定理5.2.10. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密
になるものとする. またµを (Rr,Br)上の有限測度とする. このとき, µ(K) = µ(Rr)

なるコンパクト集合K ⊂ Rrが存在すれば, 任意の p ∈ [1,∞)について, Σr(Ψ)は
Lp(Rr,Br, µ)において dpµ-稠密である.
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証明. g ∈ Lp(Rr,Br, µ)と ε > 0を任意に取る. 付録の補題 9.9.4より C0(Rr)は
Lp(Rr,Br, µ)において dpµ-稠密であるので, h ∈ C(Rr)で dpµ(g, h) < εなるもの
が取れる. いま, Σr(Ψ)は C(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であるので,

f ∈ Σr(Ψ)が存在して supx∈K |h(x)− f(x)| < εとなる. よって, µ(K) = µ(Rr)で
あることに注意すると,

dpµ(g, f) ≤ dpµ(g, h) + dpµ(h, f) ≤ ε+ (

∫
K

εpdµ)1/p ≤ ε+ ε(µ(Rr))1/p

となる.

系 5.2.11. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密
になるものとする. また, K ⊂ Rrをコンパクト集合とし µを (K,BK)上の有限測
度とする. このとき, 任意の p ∈ [1,∞)について, Σr(Ψ)(をKに制限したもの)は
Lp(K,BK , µ)において dpµ-稠密である. ただし, BK はK 上の Borel σ-加法族であ
り, BK = {K ∩ A | A ∈ Br}を満たす.

証明. (Rr,Br)上の有限測度 µ̃を µ̃(A) = µ(A ∩K)で定め, f ∈ Lp(K,BK , µ)に対
し f̃ ∈ Lo(Rr,Br, µ̃)を

f̃(x) =

{
f(x) (x ∈ K)

0 (otherwise)

で定める. このとき, すぐ上の定理より, 任意の ε > 0に対して. g ∈ Σr(Ψ)が存在
して,

ε > dpµ̃(f̃ , g) =

(∫
Rr

|f̃ − g|pdµ̃
)1/p

=

(∫
K

|f − g|pdµ
)1/p

= dpµ(f, g|K)

となる.

以下は Leshno et al.の結果の系である.

系 5.2.12. µを (Rr,BRr)上の有限測度で, µ(K) = µ(Rr)なるコンパクト集合K ⊂
Rrが存在するとする. このとき, Ψ ∈ M(R)に対して, Ψがどんな多項式関数とも
a.e.で一致することがないことと Σr(Ψ)が Lp(Rr,BRr , µ) (p ≥ 1)で稠密であるこ
とは同値である.

証明. Ψがあるm次多項式関数と a.e.で一致するとすると, Σr(Ψ)は r変数のm

次以下の多項式関数と a.e.で一致する関数全体の集合になるのでLp(Rr,BRr , µ)に
おいてm+ 1次の多項式関数を近似することはできない (µ(K) = µ(Rr)ゆえ多項
式関数はLp(µ)に属することに注意). 逆にΨがどんな多項式関数とも a.e.で一致
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することがないとし, f ∈ Lp(Rr,BRr , µ)をとる. いま, 付録の命題 9.9.4よりC(K)

は Lp(K,µ)で稠密であるので, g ∈ C(K)が存在して,

‖f − g‖pLp =

∫
Rr

|f − g|pdµ =

∫
K

|f − g|dµ < (ε/2)p

となる. 定理 4.1.2よりΣr(Ψ)はC(K)において稠密であるので, h ∈ Σr(Ψ))が存
在して,

sup
x∈K

|g(x)− h(x)| < ε/µ(K)1/p

となる. よって,

‖f − h‖Lp ≤ ‖f − g‖Lp + ‖g − h‖Lp ≤ ε.

以上の結果は多層・多出力の場合も成立する. 証明はC(Rr,Rs)の場合と同様に
できる.

定義 5.2.13. 次のように定める.

M r,s =M(Rr,Rs) := {f : Rr → Rs | f は (Br,Bs)可測 }

Lp(r, s, µ) := {f = (f1, . . . , fs) ∈M r,s |
∫
Rr

|fj|pdµ <∞ (j = 1, . . . , s)}

定理 5.2.14. 関数Ψ : R → Rは Σr(Ψ)が C(Rr,R)において広義一様収束の意味
で稠密になるものとする. このとき, (Rr,Br)上の有限測度 µに対して, Σr,s(Ψ)は
Mr,s := M(Rr,Rs)において ρsµ-稠密である. ただし, f, g ∈ Mr,sに対して,

ρsµ(f, g) =
s∑

j=1

inf {ε > 0 µ(|fj − gj| > ε) < ε}

である. さらに, µ(K) = µ(Rr)なるコンパクト集合K ⊂ Rrが存在すれば, 任意
の p ≥ 1に対して, Σr,s(Ψ)は Lp(r, s, µ)において dp,sµ -稠密である. ただし, f, g ∈
Lp(r, s, µ)に対して,

dp,sµ (f, g) =
s∑

j=1

(∫
Rr

|fj − gj|pdµ
)1/p

である.

定理 5.2.15. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr,R)において広義一様収束の意味で
稠密になるものとする. このとき,任意の (Rr,Br)上の有限測度µに対して, Σr,s

l (Ψ)

はM(Rr,Rs)において ρsµ-稠密である. さらに, µ(K) = µ(Rr)なるコンパクト集合
K ⊂ Rrが存在すれば, 任意の p ≥ 1に対して, Σr,s

l (Ψ)は Lp(r, s, µ) において dp,sµ -

稠密である.
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5.3 ニューラルネットワークによる補間

本節では feedforward型ニューラルネットワークによる補間について述べる. つま
り, 与えられた有限個の点を (近似的または真に)通るような feedforward型ニュー
ラルネットワークの存在について述べる.

定理 5.3.1. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr,R)において広義一様収束の意味で
稠密になるものとする. また (Rr,Br)上の有限測度µは有限個の点の上でのみ値を
取るものとする. つまり, 相異なる x1, . . . , xn ∈ Rrが存在して,

n∑
j=1

µ({xj}) = µ(Rr), µ({xj}) > 0 (j = 1, . . . , n)

となるとする. このとき, 任意の g ∈ Mrと ε > 0に対して, f ∈ Σr(Ψ)が存在して,

µ(|f − g| > ε) = 0となる.

証明. ε̃ := min1≤j≤n µ({xj})とおく. ε < ε̃としてよい. 定理 5.2.6より, Σr(Ψ)は
Mrにおいて ρµ-稠密であるので, f ∈ Σr(Ψ)が存在して,

ρµ(f, g) = inf{ε′ > 0 | µ(|f − g| > ε′) < ε′} < ε

となる. このとき, ある ε′ > 0で, µ(|f − g| > ε′) < ε′かつ ε′ < εなるものが取れ
る. すると,

µ(|f − g| > ε) ≤ µ(|f − g| > ε′) < ε′ < ε < ε̃

となるので, µ(|f − g| > ε) = 0でなければならない.

系 5.3.2. 関数Ψ : R → RはΣr(Ψ)がC(Rr,R)において広義一様収束の意味で稠
密になるものとする. このとき, 任意の関数 g : {0, 1}r → {0, 1}と ε > 0に対して,

f ∈ Σr(Ψ)が存在して,

sup
x∈{0,1}r

|f(x)− g(x)| < ε

となる.

証明. µを {0, 1}r の各点で 1/2r を値に取る (Rr,Br)上の測度とする. g(正確に
は gを Rrに拡張したもの)はMrに属するので, すぐ上の定理より f ∈ Σr(Ψ)が
存在して, µ(|f − g| ≥ ε) = 0となる. このとき, もし x ∈ {0, 1}r が存在して,

|f(x)− g(x)| ≥ εとなるなら, µ((|f − g| ≥ ε) ≥ µ({x}) = 1/2r > 0となり不合理
である. よって, supx∈{0,1}r |f(x)− g(x)| < εである.

さらに, Ψがある条件を満たせば, 任意の関数 g : Rr → Rと任意に与えられた有
限個の点に対して, その点の上で gと値が一致するような f ∈ Σr(Ψ)が存在する.

このことを示すために次の補題を示す.
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補題 5.3.3. n ∈ Nとし, Kを |K| ≥ n+ 1なる体とする. このとき, 任意のK上の
線形空間 V は, k ≤ n個の真線形部分空間の和集合で表せない. つまり, どんな線
形部分空間 V1, . . . , Vk ⊊ V についても V =

⋃k
j=1 Vjとはならない. 特に, R上の線

形空間 V は真線形部分空間の有限和集合で表せない.

証明. nに関する帰納法による. n = 1のときは明らかに成立する (線形空間と
真線形部分空間は一致しない). nで成立すると仮定する. このとき, もしある
|K| ≥ n + 2なる体KとK上の線形空間 V および k ≤ n + 1について, 線形部分
空間 V1, . . . , Vk ⊊ V が存在して V =

⋃k
j=1 Vj となったとする. ここですべての Vj

は {0}でないとしてよい. いま, x ∈ Vk \ {0}をとり, y ∈ V \ Vkをとると, 任意の
α ∈ K \ {0}に対して x+ αy ∈ V \ Vk =

⋃k−1
j=1 Vjである. したがって, |K| ≥ n+ 2

に注意して相異なる α1, . . . , αk ∈ K \ {0}を取ると, 鳩の巣原理により, ある l 6= k

と i, jについてx+αiy, x+αjy ∈ Vlとなる. すると, Vlは線形部分空間であるので,

(αi − αj)y = (x+ αiy)− (x+ αjy) ∈ Vl

となり, αi − αj 6= 0ゆえ, この逆元をかけることで y ∈ Vl がわかる. よって,

x = (x+ αiy)− αiy ∈ Vlである. 以上から, V =
⋃k−1

j=1 Vjとなる. これは帰納法の
仮定に反する. ゆえに n+ 1のときも成立しなければならない.

定理 5.3.4. Ψ : R → Rを squashing関数とする. もし Ψ(z0) = 0,Ψ(z1) = 1な
る z0, z1 ∈ Rrが存在するならば, 相異なる任意の点 x1, . . . , xn ∈ Rrと任意の関数
g : Rr → Rに対して, f ∈ Σr(Ψ)が存在して f(xj) = g(xj) (j = 1, . . . , n)となる.

証明. 二段階に分けて証明する. Step1で r = 1の場合を証明し, Step2で r ≥ 2の
場合を証明する.

Step1: 添字を付け替えることで x1 < · · · < xnとしてよい. いま, Ψは単調非減少
なのでM > 0を適当に取れば任意の x ∈ Rに対して, x ≤ −MならばΨ(x) = 0と
なり, x ≥MならばΨ(x) = 1となる. そこで, A1(x) =M (x ∈ R)とし, β1 = g(x1)

とおく. また, Aj ∈ A1 (j = 2, . . . , n)をAj(xj−1) = −M かつAj(xj) =M となる
ものとし, βj = g(xj)− g(xj−1)とする. すると,

f =
n∑

j=1

βjΨ ◦ Aj ∈ Σ1(Ψ)

が求めるものである.

Step2: r ≥ 2とする. このとき,ある p ∈ Rrが存在して, i 6= jならば pT(xi−xj) 6=
0となる. 実際,

⋃
i ̸=j{q ∈ Rr | qT(xi − xj) = 0}はRrの超平面の有限和であるので

補題 5.3.3よりRrを覆い尽くすことはできない. ここで, 添字を付け替えることで
pTx1 < · · · < pTxnとしてよい. すると, Step1と同等にして, βj ∈ R, Aj ∈ A1が
存在して,

n∑
j=1

βjΨ(Aj(p
Txk)) = g(xk) (k = 1, . . . , n)
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となる. A′
j(x) = Aj(p

Tx) (x ∈ Rr)とおくとA′
j ∈ Arであるので,

f =
n∑

j=1

βjΨ ◦ A′
j

が求めるものである.

次の定理は Pinkus[28]による.

定理 5.3.5. Ψ ∈ C(R)はある開区間上で多項式でないとする. このとき, 任意の
α1, . . . , αk ∈ Rと相異なる任意の点 x1, . . . , xn ∈ Rrに対して, w1, . . . , wk ∈ Rrと
c1, . . . , ck,b1, . . . , bk ∈ Rが存在して,

k∑
j=1

cjΨ(wT
j xi + bj) = αi (i = 1, . . . , k)

となる.

証明. K := {x1, . . . , xk} ⊂ Rrとおく. いま, すべてが 0とはならない d1, . . . , dk ∈
Rが存在して

k∑
i=1

diΨ(wTxi + b) = 0 (∀w ∈ Rr, b ∈ R)

となると仮定しよう. このとき,

G : C(K) 3 f 7→
k∑

i=1

dif(xi) ∈ R

とおくと, ある diは 0でないのでGは 0でない有界線形汎関数であり,

G(f) = 0 (∀f ∈ span{K 3 x 7→ Ψ(wTx+ b) | w ∈ Rr, b ∈ R})

となる. よって, span{K 3 x 7→ Ψ(wTx+ b) | w ∈ Rr, b ∈ R}はC(K)において稠
密でない (稠密ならG = 0でければならない). これは万能近似定理 (定理 4.1.2)に
反する. よって, w, bの連続関数Ψ(wTx1 + b), . . . ,Ψ(wTxk + b)は一次独立である.

ゆえに, w1, . . . , wk ∈ Rr及び b1, . . . , bkが存在して

det((Ψ(wjxi + bj))i,j=1,...,k) 6= 0

となる. ゆえに, c1, . . . , ck ∈ Rに関する連立一次方程式

k∑
j=1

cjΨ(wT
j xi + bj) = αi (i = 1, . . . , k)

は解を持つ.
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6 RBFネットワークの万能近似定理
本章では以下で定義するRBF(Radial-Basis-Function)ネットワークの万能近似

能力について述べる. すなわち, 関数Kがある条件をみたすときにKを基底関数
とするRBFネットワークがLp(Rr)で稠密であることや, C(Rr)において広義一様
収束の意味で稠密であることを示す.

定義 6.1. 関数K : Rr → Rに対して,

q(x) =
M∑
i=1

wiK

(
x− zi
σ

)
(M ∈ N, wi ∈ R, σ > 0, zi ∈ Rr)

という形の関数 q : Rr → R全体の集合を SK と表し, SK をK を基底関数とする
RBFネットワークという.

まず次の補題を用意しておく.

補題 6.2. f ∈ Lp(Rr), p ∈ [1,∞)とし, ϕ ∈ L1(Rr)は
∫
Rr ϕ(x)dx = 1をみたすと

する. このとき, ε > 0に対して,

ϕε(x) :=
1

εr
ϕ
(x
ε

)
(x ∈ Rr)

と定義すると, ‖ϕε ∗ f − f‖Lp → 0 (ε→ 0)となる.

証明. ϕε ∈ L1(Rr) (ε > 0)であるので, 付録の命題 9.7.1より ϕε ∗ f ∈ Lp(Rr)であ
る. また, a.e.y ∈ Rrに対して, 変数変換により,

(ϕε ∗ f)(y) =
∫
Rr

ϕε(x)f(y − x)dx =

∫
Rr

f(y − εx)ϕ(x)dx

である. したがって,
∫
Rr ϕ(x)dx = 1より,

(ϕε ∗ f)(y)− f(y) =

∫
Rr

(f(y − εx)− f(y))ϕ(x)dx

である. そこで, q ∈ [1,∞]を 1/p+ 1/q = 1をみたすものとすると, Hölderの不等
式 (付録の命題 9.11.2)より,

|(ϕε ∗ f)(y)− f(y)| ≤
∫
Rr

|f(y − εx)− f(y)| |ϕ(x)|dx

=

∫
Rr

|f(y − εx)− f(y)| |ϕ(x)|1−1/q|ϕ(x)|1/qdx

≤ ‖|ϕ|1/q‖Lq

(∫
Rr

|f(y − εx)− f(y)|p|ϕ(x)|dx
)1/p
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となる (p = 1のときは ‖|ϕ|1/q‖Lq = 1と解釈する). ゆえに, Fubiniの定理より,

‖ϕε ∗ f − f‖pLp ≤ ‖|ϕ|1/q‖pLq

∫
Rr

∫
Rr

|f(y − εx)− f(y)|p|ϕ(x)|dxdy

= ‖|ϕ|1/q‖pLq

∫
Rr

|ϕ(x)|‖f(· − εx)− f(·)‖pLpdx

となる. 任意の x ∈ Rr, ε > 0に対して, 三角不等式より

|ϕ(x)|‖f(· − εx)− f(·)‖Lp ≤ 2|ϕ(x)|‖f‖Lp

であり, Lpノルムの平行移動に関する連続性 (付録の命題 9.9.5)より,

‖f(· − εx)− f(·)‖Lp → 0 (ε→ 0)

であるから, 優収束定理より

‖ϕε ∗ f − f‖Lp → 0 (ε→ 0)

である.

定理 6.3 (J. Parkn and I. W. Sandberg, 1991 [26]). 　
µをRr上の Lebesgue測度とする. 関数K : Rr → Rが以下を満たすとする.

(1) Kは有界.

(2) K ∈ L1(Rr, µ)かつ
∫
Rr Kdµ 6= 0.

(3) µ({Kの不連続点 }) = 0

このとき, 任意の p ≥ 1に対して, SK は Lp(Rr, µ)において Lpノルムについて稠
密である.

証明. 任意に f ∈ Lp(Rr, µ)と ε > 0をとる. C0(Rr)は Lp(Rr, u)において Lpノ
ルムについて稠密であるから, fc ∈ C0(Rr)が存在して, ‖f − fc‖Lp < ε/3となる.

0 ∈ SK であるから fc 6= 0と仮定してよい. ここで関数 ϕ : Rr → Rを

ϕ(x) =
1∫

Rr Kdµ
K(x)

と定義する. そして, σ > 0に対して, ϕσ(x) = ϕ(x/σ)/σrと定義する. このとき,

‖ϕσ ∗ fc − fc‖Lp → 0 (σ → 0)となる. そこで, σ > 0を ‖ϕσ ∗ fc − fc‖Lp < ε/3と
なるようにとっておく. 次に suppfc ⊂ [−T, T ]rなる T > 0をとる. 各 α ∈ Rrに対
して ϕσ(α−·)fc(·)は有界かつほとんど至る所連続であるから [−T, T ]r上Riemann
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積分可能である. したがって, 各 [−T, T ]を n等分することで得られる [−T, T ]rの
分割を∆nとおき, nr個ある∆nの各小領域から任意に αiを選ぶと,

vn(α) :=
nr∑
i=1

ϕσ(α− αi)fc(αi)

(
2T

n

)r

は
∫
[−T,T ]r

ϕσ(α− x)fc(x)dxに収束する. 一方, suppfc ⊂ [−T, T ]rであるので,∫
[−T,T ]r

ϕσ(α− x)fc(x)dx =

∫
Rr

ϕσ(α− x)fc(x)dx = (ϕσ ∗ fc)(α)

である. よって, 各点 α ∈ Rr について vn(α) → (ϕσ ∗ fc)(α)となる. ϕσ ∗ fc ∈
Lp(Rr, µ)に注意すると, ある T1 > 0について,∫

Rr\[−T1,T1]r
|ϕσ ∗ fc|pdµ < (ε/9)p

となる. また, ϕσ ∈ L1(Rr, µ)であり, かつ ϕσは有界であることより |ϕσ|p ∈ L1と
なるから, ある T2 > 0について,∫

Rr\[−T2,T2]r
|ϕσ|pdµ <

(
ε

9‖fc‖L∞(2T )r

)p

となる. [0,∞) 3 y → yp ∈ Rが凸関数であることより, 任意の α ∈ Rrに対して,(
1

nr

nr∑
i=1

|ϕσ(α− αi)|

)p

≤ 1

nr

nr∑
i=1

|ϕσ(α− αi)|p

となることに注意すると,

|vn(α)|p ≤ (‖fc‖L∞(2T )r)p
1

nr

nr∑
i=1

|ϕσ(α− αi)|p

である. ここで, T0 = max{T1, T2 +T}とおくと, αiの各成分αi,jは |αi,j| ≤ T をみ
たすので, ∫

[−T2,T2]r
|ϕσ(α)|pdα ≤

∫
[−T0,T0]r

|ϕσ(α− αi)|pdα

となる. したがって,∫
Rr\[−T0,T0]r

|ϕσ(α− αi)|pdα ≤
∫
Rr\[−T2,T2]r

|ϕσ(α)|pdα
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であるので, ∫
Rr\[−T0,T0]r

|vn(α)|pdα

≤ (‖fc‖L∞(2T )r)p
1

nr

nr∑
i=1

∫
Rr\[−T0,T0]r

|ϕσ(α− αi)|pdα

≤ (‖fc‖L∞(2T )r)p
1

nr

nr∑
i=1

∫
Rr\[−T2,T2]r

|ϕσ(α)|pdα

< (ε/9)p

となる. また, T0 ≥ T1より,∫
Rr\[−T0,T0]r

|ϕσ ∗ fc|pdµ < (ε/9)p

である. いま, ϕσ ∗ fc ∈ Lpと vnの有界性より優収束定理が使えて,∫
[−T0,T0]r

|ϕσ ∗ fc − vn|pdµ→ 0 (n→ ∞)

となる. ゆえに, 適当にN ∈ Nを取ると,∫
[−T0,T0]r

|ϕσ ∗ fc − vN |pdµ < (ε/9)p

となる. 以上から,

‖vN − ϕσ ∗ fc‖Lp ≤ ‖vN · χRr\[−T0,T0]r‖Lp + ‖(vN − ϕσ ∗ fc) · χ[−T0,T0]r‖Lp

+ ‖(ϕσ ∗ fc) · χRr\[−T0,T0]r‖Lp

< ε/9 + ε/9 + ε/9 = ε/3

となる. よって,

‖f − vN‖Lp ≤ ‖f − fc‖Lp + ‖fc − ϕσ ∗ fc‖Lp + ‖ϕσ ∗ fc − vN‖Lp < ε

である. そして,

vN =
Nr∑
i=1

ϕσ(· − αi)fc(αi)

(
2T

N

)r

=
Nr∑
i=1

wiK

(
· − αi

σ

)
∈ SK

である. ただし,

wi =
1

σr
fc(αi)

(
2T

N

)r
1∫

Rr Kdµ

である. これで示せた.
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定理 6.4. µをRr上の Lebesgue測度とする. 関数K : Rr → Rが以下を満たすと
する.

(1) Kは有界.

(2) K ∈ L1(Rr, µ)かつ
∫
Rr Kdµ 6= 0.

(3) Kは連続関数である.

このとき, SK はC(Rr,R)において広義一様収束の意味で稠密である.

証明. まず, 先と同様に, 関数 ϕ : Rr → Rを

ϕ(x) =
1∫

Rr Kdµ
K(x)

と定義し, σ > 0に対して, ϕσ(x) = ϕ(x/σ)/σrと定義する. 任意にM > 0をとる.

[−M,M ]r上の関数 f と ε > 0に対して, g ∈ SK が存在して, supx∈[−M,M ]r |f(x)−
g(x)| < εとなることを示せば十分である. T > M をとると, Tietzeの拡張定理
より

f̃(x) = f(x) (x ∈ [−M,M ]r), f̃(x) = 0 (x ∈ Rr \ [−T, T ])

なる連続関数 f̃ : Rr → Rがとれる. 明らかに f̃ は一様連続であるので, ある δ > 0

が存在して,

∀x, y ∈ Rr, |x− y| < δ ⇒ |f̃(x)− f̃(y)| < ε

4‖ϕ‖L1

となる. 一方, ϕ ∈ L1(Rr, µ)なので, ある T0 > 0について,∫
Rr\[−T0,T0]r

|ϕ|dµ < ε

8‖f̃‖L∞

となる. そこで, 適当に σ > 0をとり, ∀x ∈ [−T0, T0]r, |σx| < δとなるようにする
と, 任意の α ∈ [−M,M ]rについて,

|(ϕσ ∗ f̃)(α)− f̃(α)| =
∣∣∣∣∫

Rr

1

σr
ϕ
(x
σ

)
f̃(α− x)dx−

∫
Rr

f̃(α)ϕ(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rr

(f̃(α− σx)− f̃(α))ϕ(x)dx

∣∣∣∣
≤
∫
Rr

|f̃(α− σx)− f̃(α)| · |ϕ(x)|dx

≤
∫
[−T0,T0]r

|f̃(α− σx)− f̃(α)| · |ϕ(x)|dx

+

∫
Rr\[−T0,T0]r

2‖f̃‖L∞|ϕ(x)|dx

< ε/2
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となる. ここで, 前定理の証明と同様に, [−T, T ]rを等分割し, 各 α ∈ Rrに対して,

ṽn(α) =
nr∑
i=1

ϕσ(α− αi)f̃(αi)

(
2T

n

)r

と定義する. 関数 (s, x) 7→ ϕσ(s − x)f̃(x)は [−M,M ]r × [−T, T ]r 上で一様連続
なので, ある δ0 > 0が存在して, 任意の s ∈ [−M,M ]r, x, y ∈ [−T, T ]r について,

|x− y| < δ0ならば,

|ϕσ(s− x)f̃(x)− ϕσ(s− y)f̃(y)| < ε

2(2T )r

となる. N を十分大きく取ると, ∆N の各小領域の任意の 2点間の距離は δ0未満に
なる. ゆえに, [−T, T ]r =

⋃Nr

i=1 Jiと表すことにすると, 任意の α ∈ [−M,M ]rに対
して,

|vN(α)−
∫
[−T,T ]r

ϕσ(α− x)f̃(x)dx|

≤
Nr∑
i=1

∫
Ji

|ϕσ(α− αi)f̃(αi)− ϕσ(α− x)f̃(x)|dx

≤
Nr∑
i=1

∫
Ji

ε

2(2T )r
dx ≤ ε/2

となる. 任意の α ∈ [−M,M ]rに対して,∫
[−T,T ]r

ϕσ(α− x)f̃(x)dx　 = (ϕσ ∗ f̃)(α)

であることに注意すると,

|f(α)− vN(α)| = |f̃(α)− vN(α)|
≤ |f̃(α)− (ϕσ ∗ f̃)(α)|+ |(ϕσ ∗ f̃)(α)− vN(α)|
< ε

となる. よって, supx∈[−M,M ]r |f(x)− vN(x)| ≤ εである. これで示せた.

なお, 以上の結果に関連して, Pinkusにより次の結果が得られている.

定理 6.5 (Pinkus 1996 [27] Theorem12). σ ∈ C(R+)に対して,

span{x 7→ σ(ρ‖x− a‖) | ρ > 0, a ∈ Rr}

がC(Rr)において広義一様収束の意味で稠密であることと, σが偶多項式と一致し
ないことは同値である.
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7 近似レートの評価
本章では, 与えられた関数空間の部分集合を 3層ニューラルネットワークにより

近似することを考えるとき, 中間層のユニット数に関してどれくらいの効率で近似
誤差が減少していくかという問題を考える. つまり, Xを

N n
r (Ψ) :=

{
x 7→

n∑
i=1

ciΨ(wT
i x+ bi) wi ∈ Rr, ci, bi ∈ R

}

を含む関数空間とするとき, 部分集合F ⊂ Xに対して, 近似誤差

sup
f∈F

inf
g∈Nn

r (Ψ)
‖f − g‖X

は nを大きくしていくときどのようなレートで減少するか？という問題を考える.

7.1 Sobolev空間における近似レート

本節では Pinkus,1999 [28]で紹介されている, Sobolev空間における近似レート
の結果を見ていく. まず近似誤差を一般的な形で定義しておく.

定義 7.1.1 (近似誤差). 　
Xをノルム空間とする. f ∈ Xと空でない Y ⊂ Xに対して,

‖f − Y ‖X := inf
g∈Y

‖f − g‖X

と定義する. 付録の補題 9.8.5よりX 3 f 7→ ‖f − Y ‖X ∈ Rは連続である. さらに,

空でないZ ⊂ Xに対して,

E(Z, Y,X) := sup
z∈Z

‖z − Y ‖X = sup
z∈Z

inf
y∈Y

‖z − y‖X

と定義する.

次に Sobolev空間の定義を述べよう. Sobolev空間についての詳しい説明は宮島
[37]などを参照されたい.

定義 7.1.2 (Sobolev空間). 　
開集合Ω ⊂ Rrと p ∈ [1,∞]および整数m ≥ 1に対して,

Wm,p(Ω) :=

{
f ∈ Lp(Ω)

|α| ≤ mなる任意のα ∈ Zr
≥0に対して

f の弱導関数∂αf が存在して∂αf ∈ Lp(Ω)

}
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と定義する. ここで, h : Ω → Rが ∂αに関する f の弱導関数であるとは, 任意の
φ ∈ C∞

0 (Ω)に対して,∫
Ω

f(x)(∂αφ)(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

h(x)φ(x)dx

が成り立つことをいう. さらに, f ∈ Wm,p(Ω)に対して,

‖f‖Wm,p(Ω) :=
∑
|α|≤m

‖∂αf‖Lp(Ω)

と定義する. また,

Bm,p(Ω) := {f ∈ Wm,p(Ω) | ‖f‖Wm,p(Ω) ≤ 1}

と定義する.

Pinkus[28]では近似誤差E(Bm,p,N n
r (Ψ), Lp)の nに関する減少率について 1999

年までの結果がいくつか紹介されている.

さて, まず多項式による Sobolev空間の近似について述べるために多項式の空間
の定義を思い出しておく.

定義 7.1.3. r, k ∈ Nに対して, r変数の k次斉次多項式関数の集合を

Hk(Rr) :=

Rr 3 x 7→
∑
|α|=k

cαx
α ∈ R | cα ∈ R


と定義する. ただし, 和は |α| = kなる α ∈ (Z≥0)

r全体にわたるものとする. また,

Pk(Rr) :=
k⋃

s=0

Hs(Rr), P(Rr) :=
∞⋃
s=0

Hs(Rr)

と定義する. さらに r変数の k次以下のR係数多項式全体の集合を

πk(Rr) :=

Rr 3 x 7→
∑
|α|≤k

cαx
α ∈ R | cα ∈ R


と定義する.

多項式による Sobolev空間の近似について次が成り立つことが知られている.

定理 7.1.4 (Jackson評価). 　
I = (−1, 1)とおく. p ∈ [1,∞],m, r ≥ 1とするとき, あるC > 0が存在して,

E(Bm,p(Ir), πk(Rr), Lp(Ir)) ≤ Ck−m (k = 1, 2, 3, . . .)

となる.
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証明. 付録の定理 9.12.27を参照されたい.

次に活性化関数が C∞級で多項式と一致しない場合のニューラルネットワーク
による近似レートについて述べる. そのためにまず補題 4.1.5を精密化しよう.

補題 7.1.5. n ∈ Nとすると, 次の式が成り立つ.

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− 2i)j =

{
0 (j = 0, . . . , n− 1)

2nn! (j = n)

証明.

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− 2i)j =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

) (
d

dx

)j

exp((n− 2i)x)

∣∣∣∣∣
x=0

=

(
d

dx

)j
(

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
exp((n− 2i)x)

)∣∣∣∣∣
x=0

=

(
d

dx

)j
(

n∑
i=0

(
n

i

)
exp(x)n−i(− exp(−x))i

)∣∣∣∣∣
x=0

=

(
d

dx

)j

(exp(x)− exp(−x))n
∣∣∣∣∣
x=0

= 2n
(
d

dx

)j

(sinh(x))n

∣∣∣∣∣
x=0

である. ここに

sinh(x) =
exp(x)− exp(−x)

2

である. よって (
d

dx

)j

(sinh(x))n

∣∣∣∣∣
x=0

=

{
0 (j = 0, . . . , n− 1)

n! (j = n)

を示せばよい. これを nについての帰納法で示そう. n = 1での成立は明らか. n

で成立すると仮定すると, j = 0, . . . , n − 1に対しては, 積の微分に関する Leibniz

則より (
d

dx

)j

(sinh(x))n+1

∣∣∣∣∣
x=0

=

j∑
k=0

(
j

k

)((
d

dx

)k

(sinh(x))n

)((
d

dx

)j−k

sinh(x)

)∣∣∣∣∣
x=0

= 0.
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また, (
d

dx

)n

(sinh(x))n+1

∣∣∣∣
x=0

=

((
d

dx

)n

(sinh(x))n
)
sinh(x)

∣∣∣∣
x=0

= 0

であり,(
d

dx

)n+1

(sinh(x))n+1

∣∣∣∣∣
x=0

=

(
n+ 1

n

)((
d

dx

)n

(sinh(x))n
)(

d

dx
sinh(x)

)∣∣∣∣
x=0

+

((
d

dx

)n+1

sinh(x)

)
sinh(x)

∣∣∣∣∣
x=0

= (n+ 1)(n!) + 0 = (n+ 1)!

である. これで示せた.

補題 7.1.6. W ⊂ Rは 0を内点として持つとする. また, Ψ : R → Rはある開区間
I上でC∞かつ多項式と一致しないとする. このとき, 各 nについて多項式 x 7→ xn

は

N n+1
1 (Ψ,W, I) =

{
x 7→

n+1∑
i=1

ciΨ(wix+ bi) | ci ∈ R, wi ∈ W, bi ∈ I

}
で広義一様近似される. さらに, 1変数のn次以下のR係数多項式はN 2n+1

1 (Ψ,W, I)

で広義一様近似される.

証明. K ⊂ Rを空でないコンパクト集合とする. Ψは I 上 C∞級で多項式と一致
しないので付録の定理 9.14.1よりある b ∈ Iが存在して任意の整数 n ≥ 0について
Ψ(n)(b) 6= 0となる. f : R× R 3 (x,w) 7→ Ψ(wx+ b) ∈ Rと定義する. 前半を示す
には, 任意の n ∈ Nに対して, 関数 x 7→ ((∂w)nf)(x, 0)がN n+1

1 (Ψ,W, I)の元でK

上一様近似できることを示せば十分である. 実際, それが示されれば

x 7→ ((∂w)nf)(x, 0) = xnΨ(n)(0x+ b) = xnΨ(n)(b)

なので x 7→ xnはN n+1
1 (Ψ,W, I)の元でK 上一様近似される. いま, h > 0に対

して,

Fx(h) :=
n∑

i=0

(−1)i
(
n

i

)
f(x, (n− 2i)h) =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
Ψ((n− 2i)hx+ b)

とおくと, Taylorの定理より

Fx(h) = Fx(0) + hF ′
x(0) + · · ·+ hn

n!
F (n)
x (0) +

hn+1

(n+ 1)!
F (n+1)
x (ξx) (∃ξx ∈ (0, h))
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となる. 前命題より

F (j)
x (0) = ((∂w)jf)(x, 0)

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n−2i)j =

{
0 (j = 0, . . . , n− 1)

n!2n((∂w)nf)(x, 0) (j = n)

となる. 従って, M1 = sup{((∂w)n+1f)(x,w) | x ∈ K,w ∈ [−n, n]}とおき,

M2 =M1

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− 2i)n+1

∣∣∣∣∣
とおけば, 任意の ε > 0に対して δ > 0を δ < min{ε/M2, 1}となるよう取ること
で, 任意の 0 < h < δと x ∈ Kに対して∣∣∣∣Fx(h)

(2h)n
− ((∂w)nf)(x, 0)

∣∣∣∣ ≤ h

(n+ 1)!
|F (n+1)(ξx)| ≤ hM2 < ε

となる. よって, 0 < h < δを満たし且つ [−nh, nh] ⊂ W を満たす hを取れば

R 3 x→ Fx(h)

(2h)n
=

1

(2h)n

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
Ψ((n− 2i)hx+ b) ∈ R

はN n+1
1 (Ψ,W, I)に属し, ((∂w)nf)(·, 0)をK上一様近似する. これで前半が示せた.

次に k ≤ nに対してn次以下の多項式 p(x) = anx
n+ · · ·+a0を任意に取る. このと

き, 上で示したことにより任意の ε > 0に対して h > 0が存在して [−nh, nh] ⊂ W

且つ

sup
x∈K

∣∣∣∣∣xj −
∑j

i=0(−1)i
(
j
i

)
Ψ((j − 2i)hx+ b)

Ψ(k)(b)(2h)j

∣∣∣∣∣ < ε (j = 0, . . . , n)

となる. よって,

G(x) =
n∑

j=0

aj

∑j
i=0(−1)i

(
j
i

)
Ψ((j − 2i)hx+ b)

Ψ(k)(b)(2h)j

とおくと,

sup
x∈K

|p(x)−G(x)| <
n∑

i=0

|ai|ε

となる. そして,

S = {(j − 2i)h | j = 0, . . . , n, i = 0, . . . , j}

の要素数は 2n+ 1であるので,

G(x) =
2n+1∑
j=1

cjΨ(wjx+ b) (cj ∈ R, wj ∈ W )

と表される. これで後半も示せた.

59



定理 7.1.7. I = (−1, 1)とおく. Ψ : R → Rはある開区間 J 上でC∞級かつ多項式
と一致しないとする. このとき, 各 p ∈ [1,∞],m, r ≥ 1に対してあるC > 0が存在
して, 任意の整数 n ≥ 1に対して

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir)) ≤ Cn−m/r

となる.

証明. C は rに依存してよいので 3r ≤ nとしてよい.
(
r−1+k

k

)
(2k + 1) ≤ nなる

最大の整数 k ≥ 1を取る. 注意 3.2.9より, l := dimHk(Rr) =
(
r−1+k

k

)
とおくと,

a1, . . . , al ∈ Rrが存在して,

πk(Rr) =

{
x 7→

l∑
i=1

gi(a
T
i x) | gi ∈ πk(R)

}

となる. また, 補題 7.1.6より, πk(R)の元はN 2k+1
1 (Ψ)により広義一様近似される.

したがって,

πk(Rr) ⊂ N l(2k+1)
r (Ψ)

となる (ただし,広義一様収束の位相に関する閉包をとっている). ゆえに,定理 7.1.4

より kに依存しない定数C > 0が存在して,

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir))E(Bm,p(Ir),N l(2k+1)

r (Ψ), Lp(Ir))

≤ E(Bm,p(Ir), πk(Rr), Lp(Ir)) ≤ Ck−m

となる. ここで,

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir)) ≤ E(Bm,p(Ir),N n

r (Ψ), Lp(Ir))

を示す. 任意に f ∈ N n
r (Ψ), g ∈ Bm,p(Ir)をとる. Ir 上で f に一様収束する列

fj ∈ N n
r (Ψ)がとれる. すると,

‖g − f‖Lp(Ir) = lim
j→∞

‖g − fj‖Lp(Ir)

≥ inf
h∈Nn

r (Ψ)
‖g − h‖Lp(Ir) = ‖g −N n

r (Ψ)‖Lp(Ir)

となる. f ∈ N n
r (Ψ)は任意なので,

‖g −N n
r (Ψ)‖Lp(Ir) ≥ ‖g −N n

r (Ψ)‖Lp(Ir)

である. よって,

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir)) ≤ E(Bm,p(Ir),N n

r (Ψ), Lp(Ir))
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である. 以上より,

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir)) ≤ Ck−m

となる. いま kの取り方から

n ≤
(
(r − 1) + (k + 1)

k + 1

)
(2k + 3)

となるが, kに依存しない定数C1 > 0が存在して(
(r − 1) + (k + 1)

k + 1

)
=

((k + 1) + (r − 1))((k + 1) + (r − 2)) · · · ((k + 1) + 1)

(r − 1)(r − 2) · · · 1

=

(
k + 1

r − 1
+ 1

)(
k + 1

r − 2
+ 1

)
· · ·
(
k + 1

1
+ 1

)
≤ C1(k + 1)r−1

となるので, kに依存しない定数C2 > 0が存在して,

n ≤
(
r + k

k + 1

)
(2k + 3) ≤ C2k

r

となる. よって, CC2を改めてCとおけば

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir)) ≤ Cn−m/r

である.

次にリッジ関数による近似について以下が成り立つ.

定理 7.1.8. I = (−1, 1)とおく. また, p ∈ [1,∞],m ≥ 1, r ≥ 2とする. このとき,

あるC > 0が存在して, 任意の整数 n ≥ 1に対して

E(Bm,p(Ir),Rn
r , L

p(Ir)) ≤ Cn−m/(r−1)

が成り立つ. ここで

Rn
r :=

{
x 7→

n∑
i=1

gi(a
T
i x) | ai ∈ Rr, gi ∈ C(R)

}
である.

証明. 　
n ≥ r としてよい. k を

(
r−1+k

k

)
≤ nなる最大の整数とする. 注意 3.2.9より,

l := dimHk(Rr) =
(
r−1+k

k

)
とおくと, a1, . . . , al ∈ Rrが存在して,

πk(Rr) =

{
x 7→

l∑
i=1

gi(a
T
i x) | gi ∈ πk(R)

}
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となる. したがって, πk(Rr) ⊂ Rl
rとなる. ゆえに, 定理 7.1.4より kに依存しない

定数C > 0が存在して,

E(Bm,p(Ir),Rn
r , L

p(Ir)) ≤ E(Bm,p(Ir),Rl
r, L

p(Ir))

≤ E(Bm,p(Ir), πk(Rr), Lp(Ir)) ≤ Ck−m

となる. いま kに依存しないC ′ > 0があって n ≤ C ′kr−1であるから, CC ′を改め
てCとおけば

E(Bm,p(Ir),Rn
r , L

p(Ir)) ≤ Cn−m/(r−1)

となる.

上の定理と次の結果を合わせることでニューラルネットワークによる近似に関
する結果が得られる.

定理 7.1.9 (Maiorov and Pinkus 1999 [22]). 　
狭義単調増加な sigmoidal関数Ψ ∈ C∞(R)であって, 次の性質をみたすものが存
在する: 任意の整数 n, r ≥ 1と g ∈ Rn

r , ε > 0に対して,

sup
x∈B(0,1)

∣∣∣∣∣g(x)−
r+n+1∑
i=1

ciΨ(wT
i x+ bi)

∣∣∣∣∣ < ε

なる ci, bi ∈ R, wi ∈ Rrが存在する.

系 7.1.10. I = (−1, 1)とおく. 狭義単調増加な sigmoidal関数Ψ ∈ C∞(R)であっ
て, 次の性質をみたすものが存在する: p ∈ [1,∞],m ≥ 1, r ≥ 2に対して,

E(Bm,p(Ir),N r+n+1
r (Ψ), Lp(Ir)) ≤ Cr−m/(n−1).

以上の結果は近似誤差の上からの評価であった. 一方で次の結果は近似誤差を
下から評価するものである.

定理 7.1.11 (Maiorov and Meir 1999 [23], Theorem5). 　
I = (−1, 1)とし p ∈ [1,∞],m ≥ 1, r ≥ 2とする. 活性化関数Ψ : R → Rが

Ψ(t) =
1

1 + exp(−t)

であるとき, ある定数C > 0が存在して, 任意の n ≥ 1に対して

E(Bm,p(Ir),N n
r (Ψ), Lp(Ir)) ≥ C(n log(n))−m/r

が成り立つ.
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7.2 Barron spaceとBarron-Maurey-Jones評価

前節の結果は, Sobolev空間をニューラルネットで近似する際のレートの評価で
あった. そして, Sobolev空間の近似誤差の上からの評価については, 求められる精
度 εに対して中間ユニット数 nを ε−r/m以上に取る必要があり, 入力の次元 rに関
して指数関数的に増大することがわかる. これは次元の呪いとしばしば呼ばれる現
象である. では, 逆に, この次元の呪いから解放される, つまり目標の精度を達成す
るために必要な中間ユニット数が rに関してより緩やかに増大する, あるいは rと
無関係であるような関数空間はどのようなものであろうか？このような関数空間は
Barron spaceと呼ばれ, 現在も研究が続いている (Weinan et al.[6], Siegel,Xu[31]).

本節では,「G-variation(後述)に関して有界な空間」がこの問題のひとつの答えを
与えることを示す. これはKainen et al.[15]で紹介されている事実である.

まず, Barron-Maurey-Jones評価と呼ばれる次の結果がある.

定義 7.2.1. XをR上の線形空間とするとき, n ∈ Nと部分集合G ⊂ Xに対して,

convn(G) :=

{
n∑

i=1

aigi | ai ≥ 0,
n∑

i=1

ai = 1, gi ∈ G

}

と定める. また,

conv(G) :=
∞⋃
n=1

convn(G)

と定める. conv(G)はGを含む最小の凸集合である.

定理 7.2.2 (Barron-Maurey-Jones [17]). 　
Xを内積空間とする. G ⊂ Xを空でない有界集合とし, sG := supg∈G‖g‖X とおく
と, 任意の f ∈ cl(conv(G))と n ∈ Nに対して,

‖f − convn(G)‖X ≤
√
s2G − ‖f‖2X

n

が成り立つ.

証明. X 3 f 7→ ‖f −G‖X ∈ Rの連続性より, f ∈ conv(G)の場合に証明すれば十
分である. そこで,

f =
m∑
i=1

aihi (ai ≥ 0,
m∑
i=1

ai = 1, hi ∈ G)

と表す. すると, 三角不等式より

‖f‖ ≤
m∑
i=1

ai‖hi‖ ≤
m∑
i=1

sG = sG
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である. したがって,

c := s2G − ‖f‖2 ≥ 0

である. ここで, 以下の性質を持つ列 gi ∈ Gを帰納的に構成しよう.

k ∈ N, fk :=
k∑

i=1

gi
k

⇒ e2k := ‖f − fn‖2X ≤ c

k
.

このようなものが構成できれば定理が成立することは明らかである. さて, いま,

m∑
j=1

aj‖f − hj‖2 =
m∑
j=1

aj‖f‖2 − 2〈f,
m∑
j=1

ajhj〉+
m∑
j=1

aj‖hj‖2

= ‖f‖2 − 2‖f‖2 +
m∑
j=1

aj‖hj‖2

≤ −‖f‖2 +
m∑
j=1

ajs
2
G

= s2G − ‖f‖2 = c

であるので, ある jについて ‖f − hj‖2 ≤ cである. そこで, g1 = hj とおく. 次に
g1, . . . , gk ∈ Gが上記条件を満たすとする. gn+1 ∈ Gを選ぶために e2n+1を計算す
ると,

e2n+1 = ‖f − fn+1‖2 = ‖ n

n+ 1
(f − fn)−

1

n+ 1
(f − gn+1)‖2

=
n2

(n+ 1)2
e2n +

2n

(n+ 1)2
〈f − fn, f − gn+1〉+

1

(n+ 1)2
‖f − gn+1‖2

となる. 一方,

m∑
j=1

aj

(
2n

(n+ 1)2
〈f − fn, f − hj〉+

1

(n+ 1)2
‖f − hj‖2

)

=
1

(n+ 1)2

(
2n〈f − fn,

m∑
j=1

aj(f − hj)〉+
m∑
j=1

aj‖f − hj‖2
)

=
1

(n+ 1)2

(
2n〈f − fn, f − f〉+

m∑
j=1

aj‖f − hj‖2
)

≤ c

(n+ 1)2

であるから, ある jについて

2n

(n+ 1)2
〈f − fn, f − hj〉+

1

(n+ 1)2
‖f − hj‖2 ≤

c

(n+ 1)2
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である. そこで gn+1 = hjとおけば,

e2n+1 =
n2

(n+ 1)2
e2n +

2n

(n+ 1)2
〈f − fn, f − gn+1〉+

1

(n+ 1)2
‖f − gn+1‖2

≤ n2

(n+ 1)2
c

n
+

c

(n+ 1)2
=

c

n+ 1

となる. これで示せた.

次に, この結果の Lp空間における類似である Darken-Donahue-Gurvits-Sontag

による評価を述べる. 証明には次の不等式を使う.

定理 7.2.3 (Clarksonの不等式). 　
(X,M, µ)を測度空間とする. p ∈ (1,∞), q = p/(p − 1), a = min{p, q}とすると,

任意の f, g ∈ Lp(X,M, µ)に対して,

‖f + g‖aLp(X) + ‖f − g‖aLp(X) ≤ 2(‖f‖aLp(X) + ‖g‖aLp(X)).

証明. 付録参照.

定義 7.2.4. XをR上の線形空間とするとき, n ∈ Nと部分集合G ⊂ Xに対して,

spann(G) :=

{
n∑

i=1

aigi | ai ∈ R, gi ∈ G

}

と定める.

定理 7.2.5 (Darken-Donahue-Gurvits-Sontag 1993 [4]). 　
(X,M, µ)を測度空間とする. G ⊂ Lp(X,M, µ), p ∈ (1,∞)とし, f ∈ cl(convG)と
する. このとき, r > 0が存在して, G ⊂ B(f ; r) = {h ∈ Lp(X,M, µ) | ‖f−h‖Lp(X)}
となるならば, 任意の整数 n ≥ 1について,

‖f − spannG‖Lp(X) ≤
21/ar

n1/b

となる. ここで, q := p/(p− 1), a := min(p, q), b := max(p, q)である.

証明. Lp(X,M, µ) 3 h 7→ ‖h− spanG‖Lp(X) ∈ Rは連続であるから, f ∈ convGの
場合を証明すれば十分である. f =

∑m
j=1wjhj と表す. このとき, Gの元の列 (gi)

であって, fn =
∑n

i=1 gi/nとおくと,

en := ‖f − fn‖Lp(X) ≤
21/ar

n1/b

となるものが存在することを帰納法により示す. まず, 任意に g ∈ Gをとり g1 = g

とする. すると, G ⊂ B(f ; r)および a > 0より ‖f − g1‖Lp(X) ⊂ r ≤ 21/arであ
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る. g1, . . . , gn ∈ Gが得られているとする. f − fn = 0ならば gi = gn (i ≥ n + 1)

とすればよい. f − fn 6= 0ならば Hahn-Banachの拡張定理より線形汎関数 Πn :

Lp(X,M, µ) → Rで ‖Πn‖ = 1かつΠn(f − fn) = ‖f − fn‖Xなるものが取れる (付
録の系 9.4.6).

∑m
j=1wj(f − hj) = 0であるから,

0 = Πn

(
m∑
j=1

wj(f − hj)

)
=

m∑
j=1

wjΠn(f − hj)

である. したがって, ある jについてΠn(f − hj) ≤ 0である. このような jをひと
つとり gn+1 = hjとおく.

fn+1 =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

gi =
n

n+ 1
fn +

1

n+ 1
gn+1

であるから, Clarksonの不等式より,

(en+1)
a = ‖f − fn+1‖aLp(X) =

∥∥∥∥ n

n+ 1
(f − fn) +

1

n+ 1
(f − gn+1)

∥∥∥∥a
Lp(X)

= 2

(∥∥∥∥ n

n+ 1
(f − fn)

∥∥∥∥a
Lp(X)

+

∥∥∥∥ 1

n+ 1
(f − gn+1

∥∥∥∥a
Lp(X)

)

−
∥∥∥∥ n

n+ 1
(f − fn)−

1

n+ 1
(f − gn+1)

∥∥∥∥a
Lp(X)

となる. 一方, いま, ‖Πn‖ = 1かつΠn(f − gn+1) ≤ 0であるから,∥∥∥∥ n

n+ 1
(f − fn)−

1

n+ 1
(f − gn+1)

∥∥∥∥
Lp(X)

≥
∣∣∣∣Πn

(
n

n+ 1
(f − fn)−

1

n+ 1
(f − gn+1)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n

n+ 1
‖f − fn‖Lp(X) −

1

n+ 1
Πn(f − gn+1)

∣∣∣∣
≥ n

n+ 1
‖f − fn‖Lp(X)
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である. よって, このことと gn+1 ∈ Gおよび帰納法の仮定より,

(en+1)
a ≤ 2

(∥∥∥∥ n

n+ 1
(f − fn)

∥∥∥∥a
Lp(X)

+

∥∥∥∥ 1

n+ 1
(f − gn+1

∥∥∥∥a
Lp(X)

)

−
(

n

n+ 1
‖f − fn‖Lp(X)

)a

=

(
n

n+ 1

)a

‖f − fn‖aLp(X) +
2

(n+ 1)a
‖f − gn+1‖aLp(X)

=

(
n

n+ 1

)a

(en)
a +

2

(n+ 1)a
‖f − gn+1‖aLp(X)

≤
(

n

n+ 1

)a(
21/ar

n1/b

)a

+
2ra

(n+ 1)a
=

2ra

(n+ 1)a

(
1 +

na

na/b

)
となる. 1/a+ 1/b = 1より a− a/b = 1であるから,

(en+1)
a ≤ 2ra

(n+ 1)a
(1 + na−a/b) =

2ra

(n+ 1)a−1
=

2ra

(n+ 1)a/b

である. これで示せた.

以上のふたつの結果はいずれもf ∈ cl(convG)に対する評価であり,一般のf ∈ X

については適用されない. そこでXの元すべてに対して適用できるような評価を
与えよう. そのために次の概念を導入する.

定義 7.2.6 (G-variation). 　
Xをノルム空間とする. 空でないG ⊂ Xと f ∈ Xに対して,

‖f‖G := inf{c > 0 | f/c ∈ cl(conv(G ∪ −G))}

と定義する. ここで, −G = {−g | g ∈ G}である. ‖f‖Gを f のG-variationという.

注意 7.2.7. G ⊂ Xを空でない有界集合とし, sG := infg∈G‖g‖X とおくと, ‖f‖X ≤
sG‖f‖Gとなる. 実際, b > 0で f/b ∈ cl(conv(G ∪ −G))なるものを任意に取ると,

f/b = limn→∞ hnなる hn ∈ conv(G ∪ −G)が取れる. すると, ‖hn‖X ≤ sGである
ので n → ∞として ‖f‖X ≤ bsGとなる. よって, bの任意性から ‖f‖X ≤ sG‖f‖G
である.

補題 7.2.8. XをR上のノルム空間とし, C ⊂ Xは 0を含む凸集合とし, mをCの
Minkowski汎関数, つまり x ∈ X に対してm(x) := inf{c > 0 | x/c ∈ C}とする
と, 任意の x, y ∈ X, λ ≥ 0に対してm(λx) = λm(x), m(x+ y) ≤ m(x) +m(y)で
あり,

{x ∈ X | m(x) < 1} ⊂ C
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となる. さらに−C = Cであるならば, λ ∈ Rに対してm(λx) = |λ|m(x)となる.

特に, G-variationは以上で述べた性質をすべて持ち,

{f ∈ X | ‖f‖G < 1} ⊂ cl(conv(G ∪ −G))

となる.

証明. まず λ > 0に対して,

λm(x) = inf{λc | c > 0, x/c ∈ C}
= inf{λc | (λc) > 0, λx/(λc) ∈ C}
= inf{b | b > 0, λx/b ∈ X} = m(λx)

である. また, λ = 0のときはm(0) = 0よりm(λx) = λm(x)である. そして,

m(x) = +∞またはm(y) = +∞の場合は明らかにm(x+ y) ≤ m(x) +m(y)であ
り, そうでない場合は x/c, x/b ∈ Cなる任意の c, b ∈ (0,∞)に対し, C が凸集合で
あることから,

1

c+ b
(x+ y) =

c

c+ b

1

c
x+

b

c+ b

1

b
y ∈ C

である. よってm(x+y) ≤ c+ bであり, c, bの任意性よりm(x+y) ≤ m(x)+m(y)

となる. 次にm(x) < 1ならばmの定義より c ∈ (0, 1)で x/c ∈ Cなるものが取れ
る. すると, 0 ∈ CとCの凸性より,

x = c
x

c
+ (1− c)0 ∈ C

である. 最後に, −C = Cならば λ ∈ Rと b > 0に対して,

λx

b
∈ C ⇐⇒ |λ|x

b
∈ C

であるのでm(λx) = |λ|m(x)となる.

注意 7.2.9. Minkowski汎関数という言葉を用いれば G-variationは cl(conv(G ∪
−G))のMinkowski汎関数である. そして上の補題よりG-variationが有限なXの
元全体の集合はX の部分空間をなし, G-variationはその上の半ノルムとなる. ま
たGがXのノルムに関して有界ならその上のノルムとなる.

補題 7.2.10. X をノルム空間とし, ∅ 6= G ⊂ X とする. c ≥ 0に対して G(c) :=

{wg ∈| |w| ≤ c, g ∈ G}とおくと, ‖f‖G <∞なる f ∈ Xに対して,

f ∈ cl(conv(G(‖f‖G)))

となる.
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証明. すぐ上の補題より, 任意の ε > 0に対して,

f

‖f‖V + ε
∈ cl(conv(G ∪ −G))

である. ゆえに, ε→ 0とすると f/‖f‖G ∈ cl(conv(G ∪ −G))である. よって,

f ∈ ‖f‖Gcl(conv(G ∪ −G)) = cl (‖f‖Gconv(G ∪ −G)) ⊂ cl(convG(‖f‖G)).

定理 7.2.11. X をノルム空間とする. また, G ⊂ X を空でない有界集合とし,

sG := supg∈G‖g‖X とおく. このとき, f ∈ Xと整数 n ≥ 1に対して,

(1) Xが内積空間ならば,

‖f − spannG‖X ≤
√
s2G‖f‖2G − ‖f‖2X

n

となる. 特に, BR(‖·‖G) := {g ∈ X || ‖g‖G ≤ R}に対して,

E(BR(‖·‖G), spannG,X) ≤ sG
R

n1/2
.

(2) 測度空間 (Y,N , ν)と p ∈ (1,∞)に対してX = Lp(Y,N , ν)であるとき,

‖f − spannG‖X ≤ 21+1/asG‖f‖G
n1/b

となる. ここで, a := min(p, p/(p− 1)), b := max(p, p/(p− 1))である. 特に,

E(BR(‖·‖G), spannG,L
p(Y, ν)) ≤ 21+1/asG

R

n1/b
.

証明. c ≥ 0に対して G(c) := {wg ∈| |w| ≤ c, g ∈ G}とおく. このとき,

convnG(c) ⊂ spannG(c) = spannGである. したがって, f ∈ Xに対して,

‖f − spannG‖X ≤ ‖f − convnG(‖f‖G)‖X

である. 一方, すぐ上の補題より, ‖f‖G < ∞のとき f ∈ cl(conv(G(‖f‖G)))であ
る. また, ‖f‖X ≤ sG‖f‖GよりG(‖f‖G) ⊂ B(f, 2sG‖f‖G)である. よって, 定理
7.2.2と定理 7.2.5より主張は成り立つ.

以上の結果は直接的にニューラルネットによる近似レートを述べたものではな
いが, 活性化関数Ψ : R → RおよびW ⊂ Rr, B ⊂ Rに対してG = Gr(Ψ,W,B) :=

{x 7→ Ψ(wTx + b) | w ∈ W, b ∈ B}とおくとき, Ψ,W,B や問題とする関数空
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間に適当な条件を加えれば定理の仮定 (Gが有界)をみたすようにできる. また,

bj ∈ B, cj ∈ R, wj ∈ W に対して,

f(x) =
m∑
j=1

cjΨ(wT
j x+ bj) (x ∈ Rr)

とおくと,

f(x) =
∑
cj>0

cjΨ(wT
j x+ bj) +

∑
cj≤0

cjΨ(wT
j x+ bj)

=
∑
cj>0

|cj|Ψ(wT
j x+ bj) +

∑
cj≤0

|cj|(−Ψ(wT
j x+ bj))

であるので,

‖f‖G = inf{c > 0 | f/c ∈ cl(conv(G ∪ −G))} ≤
m∑
j=1

|cj|

であることを注意しておく.

次に近似誤差の下限に関する定理を紹介しよう.

定理 7.2.12 (Makovoz 1996 [24] theorem4). 　
sigmoidal関数Ψ : R → RはΨ = χ[0,∞)であるか, Lipschitz連続且つある η, C > 0

が存在して
|Ψ(t)− χ[0,∞)(t)| ≤ C|t|−η (∀t ∈ R \ {0})

となるとする. このとき, G := Gr(Ψ,Rr,R)とおけば, 開凸集合D ⊂ Rrと ξ > 0

に対して定数C(D, ξ) > 0が存在して, 任意の整数 n ≥ 1に対して

E(B1(‖·‖G), spannG,L
2(D)) ≥ C(D, ξ)n−1/2−1/r−ξ.

さて, 以上の結果は冪レートの結果であった. 最後に指数レートの結果を述べ
よう.

定理 7.2.13 (Kůrková-Sanguineti 2008 [18]). 　
XをHilbert空間とする. また, G ⊂ Xを空でない有界集合とし, sG = supg∈G‖g‖X
とおく. このとき, 任意の f ∈ convGに対して, τf ∈ [0, 1)が存在して, 任意の整数
n ≥ 1について

‖f − convnG‖X ≤
√
τn−1
f (s2G − ‖f‖2X)

が成り立つ.

証明.
∑m

j=1 aj = 1, aj > 0, gj ∈ Gにより f =
∑m

j=1 ajgj と表す. m = 1な
ら τf = 0として成立するのでm > 1としてよい. また, ある j について f = gj
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となる場合も除いてよい. G′ := {g1, . . . , gm}とおく. 各 n = 1, . . . ,mに対して
fn ∈ convnG

′, ρn ∈ (0, 1)が存在して

‖f − fn‖2X ≤ (1− ρ2n)
n−1(s2G − ‖f‖2X)

が成り立つことを nに関する帰納法で示す. まず, gj1 ∈ G′を

‖f − gj1‖X = min
g∈G′

‖f − g‖X

なるものとし f = gj1とおけば,

‖f − f1‖2X =
m∑
j=1

aj‖f − f1‖2X ≤
m∑
j=1

aj‖f − gj‖2X

= ‖f‖2X − 2〈f,
m∑
j=1

ajgj〉+
m∑
j=1

aj‖gj‖2X

= ‖f‖2X − 2‖f‖2X +
m∑
j=1

aj‖gj‖2X

≤ s2G − ‖f‖2X

となる. よって, ρ1 ∈ (0, 1)を任意に取れば n = 1の場合は成り立つ. 次に n− 1で
成り立つとする. fn−1 = fならば fn = fn−1, ρn = ρn−1と取ればよいので fn−1 6= f

とする. このとき,

m∑
j=1

aj〈f − fn−1, f − gj〉 = 〈f − fn−1, f −
m∑
j=1

ajgj〉 = 〈f − fn−1, f − f〉 = 0

であるので, 次のいずれかが成り立つ (m > 1に注意).

(1) ∃g ∈ G′, 〈f − fn−1, f − g〉 < 0.

(2) ∀g ∈ G′, 〈f − fn−1, f − g〉 < 0.

(2)はあり得ないことを示そう. fn−1 ∈ convn−1G
′であるので,

fn−1 =
n−1∑
k=1

bkgjk (
n−1∑
k=1

bk = 1, bk > 0, gj1 ∈ G′)

と表される. 従って, (2)が成り立つならば,

‖f − fn−1‖2X = 〈f − fn−1, f −
n−1∑
k=1

bkgjk〉

=
n−1∑
k=1

bk〈f − fn−1, f − gjk〉 = 0
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であるので f = fn−1となる. これは f 6= fn−1に反する. よって, (2)はあり得ない.

ゆえに (1)が成り立つ. そこで gjn ∈ G′を 〈f − fn−1, f − gjn〉 < 0を満たすものと
する. そして, f 6= fn−1, gjnに注意して

ρn := min

{
ρn−1,−

〈f − fn−1, f − gjn〉
‖f − fn−1‖X‖f − gjn‖X

}
∈ (0, 1)

とおく. また, αn ∈ [0, 1]に対して

fn = αnfn−1 + (1− αn)gjn ∈ convnG
′

とおく. 以下, αnをうまく取ることで fn, ρnが条件を満たすようにできることを示
す. qn = −〈f − fn−1, f − gjn〉 > 0, rn = ‖f − gjn‖X > 0とおき, 各 k = 1, . . . , nに
ついて ek := ‖f − fk‖X とおくと,

e2n = ‖αn(f − fn−1) + (1− αn)(f − gjn)‖2X
= α2

ne
2
n−1 + 2αn(1− αn)〈f − fn−1, f − gjn〉+ (1− αn)

2‖f − gjn‖2X
= α2

ne
2
n−1 − 2αn(1− αn)qn + (1− αn)

2r2n

= α2
n(e

2
n−1 + 2qn + r2n)− 2αn(qn + r2n) + r2n

となる. 従って,

de2n
dαn

= 2αn(e
2
n−1 + 2qn + r2n)− 2(qn + r2n)

である. よって, e2n−1 + 2qn + r2n > 0より e2nは

αn =
qn + r2n

e2n−1 + 2qn + r2n
∈ [0, 1]

で最小値をとる. この αnが求めるものである. 実際, そのとき

e2n =
(qn + r2n)

2

e2n−1 + 2qn + r2n
− 2

(qn + r2n)(qn + r2n)

e2n−1 + 2qn + r2n
+ r2n

=
−q2n − 2qnr

2
n − r4n + e2n−1r

2
n + 2qnr

2
n + r4n

e2n−1 + 2qn + r2n

=
−q2n + e2n−1r

2
n

e2n−1 + 2qn + r2n

であり, ρn = min {ρn−1, qn/(en−1rn)}より ρnen−1rn ≤ qnであるので,

e2n ≤
−ρ2ne2n−1r

2
n + e2n−1r

2
n

e2n−1 + 2qn + r2n
<

(1− ρ2n)e
2
n−1r

2
n

r2n
= (1− ρ2n)e

2
n−1

≤ (1− ρ2n)(1− ρ2n−1)
n−2(s2G − ‖f‖2X) ≤ (1− ρ2n)

n−1(s2G − ‖f‖2X)
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となる (最後の不等号は ρn ≤ ρn−1による). よって nで成立する.

さて, ρf := min{ρn | n = 1, . . . ,m}とおく. すると, n = 1, . . . ,mに対して

‖f − convnG‖2X ≤ ‖f − fn‖2X ≤ (1− ρn)
n−1(s2G −‖f‖2X) ≤ (1− ρf )

n−1(s2G −‖f‖2X)

となり, n > mに対しては ‖f − convnG‖X = 0となるので τf = 1− ρ2f が求める定
数である.

8 まとめと今後の課題
まとめ

活性化関数が非多項式かつ局所有界で Riemann積分可能の場合に feedforward

型ニューラルネットワークが万能近似能力を持つなど, ニューラルネットワーク
の万能近似定理について, 複数の結果を記号を統一して解説した. また, その近似
レートの問題において, 近似する空間として Sobolev空間を取った場合を扱った.

さらに, その場合には次元の呪いという, 所望の精度を達成するために必要な中間
ユニット数が入力の次元に関して指数関数的に増大する現象が発生することを説
明した. そして, 次元の呪いから解放される空間としてBarron spaceの概念を導入
し, Barron spaceのひとつとして「G-variationに関して有界な空間」を紹介した.

今後の課題

本論文で触れることができなかったことに, Deep narrow networkの万能近似定
理 [16]や深層ニューラルネットワークの近似レート (Yarotsky 2016 [35]など)が
ある. また, Barron spaceに関しては, Barron自身の結果やごく最近のWeinan et

al.[6], Siegel, Xu[31]の結果をまとめることができなかった. 今後は, こうした深層
ニューラルネットワークやBarron spaceの近年の進展をまとめたい. さらに, 近年
注目を集めている, 日本の研究者が創始したニューラルネットワークの積分表現理
論 (Murata 1996 [25]や Sonoda, Murata 2015 [32]など)の解説を試みたい.
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9 付録

9.1 測度の基本性質

本節では, 測度の基本性質を証明する. まず, 可測空間, 測度の定義を述べよう.

定義 9.1.1 (可測空間). 　
集合XとXの部分集合系Mの組 (X,M)が可測空間であるとは,

(1) ∅ ∈ M.

(2) ∀E ∈ M, X \ E ∈ M.

(3) 任意のMの元の列 (En)n∈Nについて
⋃

n∈NEn ∈ M.

が成り立つことをいう.

注意 9.1.2. (X,M)を可測空間とすると, Mは可算個までの共通部分をとる操作
に関して閉じている. 実際, (En)n∈NをMの元の列とすると,

∞⋃
n=1

En = X \

(
∞⋃
n=1

(X \ En)

)
∈ M.

定義 9.1.3 (測度, 測度空間). 　
(X,M)を可測空間とするとき, 写像 µ : M → [0,∞]が (X,M)上の測度である
とは,

(1) µ(∅) = 0.

(2) Mの元の列 (En)n∈NがEn ∩ Em = ∅ (n 6= m)を満たすならば,

µ

(⋃
n∈N

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

が成り立つことをいう. このとき, 三つ組 (X,M, µ)を測度空間という.

補題 9.1.4. (X,M, µ)を測度空間とするとき, 以下が成り立つ.

(1) A,B ∈ MがB ⊂ Aを満たすとき, µ(B) ≤ µ(A).

(2) A,B ∈ MがB ⊂ Aを満たすときµ(B) <∞ならばµ(A\B) = µ(A)−µ(B).

(3) Mの元の列 (An)
∞
n=1に対して,

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An).
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(4) Mの元の列 (An)
∞
n=1がAn ⊂ An+1 (∀n)を満たすならば,

lim
n→∞

µ(An) = µ

(
∞⋃
n=1

An

)
.

(5) Mの元の列 (An)
∞
n=1がAn ⊃ An+1 (∀n)を満たすとき µ(A1) <∞ならば

lim
n→∞

µ(An) = µ

(
∞⋂
n=1

An

)
.

(1)を測度の単調性, (3)を測度の劣加法性, (4), (5)を測度の連続性という.

証明. 　
(1): µ(A) = µ((A \B) ∪B) = µ(A \B) + µ(B) ≥ µ(B).

(2): (1)の証明において µ(B)を両辺から引けばよい.

(3): B1 = A1とし, Bn+1 = An+1 \
⋃n

j=1Ajとする. このとき,

∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

An

であり, n 6= mならばBn ∩Bm = ∅である. したがって,

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)

=
∞∑
n=1

µ(Bn)

≤
∞∑
n=1

µ(An) (∵ (1)).

(4):A0 = ∅とし, Bn := An − An−1とおく. すると, B∈Mで, n 6= mに対して
Bn ∩ Bm = ∅となる. さらに,

⋃∞
n=1An =

⋃∞
n=1Bnである. したがって, 測度の完

全加法性より,

µ(
∞⋃
n=1

An) = µ(
∞⋃
n=1

Bn)

=
∞∑
n=1

µ(Bn)

=
∞∑
n=1

(µ(An)− µ(An−1)) (∵ (2))

= lim
n→∞

(µ(An)− µ(A0))

= lim
n→∞

µ(An).
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(5): (µ(An))
∞
n=1は非負な単調減少列なので極限が存在すること, また, µ(A1) <∞

より µ(
⋂∞

j=1Aj) ≤ µ(An) < ∞ (∀n)であることに注意する. いま, Cn := X \ An

とおくと, Cn ∈ Mであり, Cn ⊂ Cn+1 (∀n)であるから,

µ(X)− µ

(
∞⋂
n=1

An

)
= µ

(
X \

∞⋂
n=1

An

)
(∵ (2))

= µ

(
∞⋃
n=1

X \ An

)
= lim

n→∞
µ(X \ An) (∵ (4))

= lim
n→∞

(µ(X)− µ(An)) (∵ (2))

= µ(X)− lim
n→∞

µ(An)

となる. よって, 求める等式を得る.

9.2 単関数近似定理

本節では非負値可測関数が単調増加な非負単関数列で近似できることを示す. こ
こで可測空間 (X,M)上の単関数とは,

f =
m∑
j=1

cjχEj
(m ∈ N, cj ∈ R, Ej ∈ M)

と表される関数のことをいう. ただし χEでEの定義関数を表す.

定理 9.2.1 (単関数近似定理). 　
f ≥ 0を可測空間 (X,M)上の可測関数とする. このとき, n = 1, 2, . . .に対して,

An
k := f−1([(k − 1)/2n, k/2n)) (k = 1, . . . , 2nn),

An
0 := f−1([n,∞)),

φn :=
2nn∑
k=1

k − 1

2n
χAn

k
+ nχAn

0

と定義すると, 任意の x ∈ Xに対して,

0 ≤ φ1(x) ≤ φ2(x) ≤ · · · ≤ φn(x) ≤ · · · ≤ f(x),

f(x) = lim
n→∞

φn(x)

が成り立つ.
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証明. 任意に x ∈ Xを取る. また, 任意に nを取る. このとき, φn(x) ≤ φn+1(x)を
示そう. まず f(x) ≥ n + 1の場合は, φn(x) = n ≤ n + 1 = φn+1(x)で成立する.

次に f(x) < nのときは, f(x) ∈ [(k − 1)/2n, k/2n)なる k ∈ {1, . . . , 2nn}が取れる.

すると,
2k − 2)

2n+1
≤ f(x) ≤ 2k − 1

2n+1

または,
2k − 1)

2n+1
≤ f(x) ≤ 2k

2n+1

である. 前者なら φn(x) = (k − 1)/2n = 2(k − 1)/2n+1 = φn+1(x)で成立する.

後者なら φn(x) = (k − 1)/2n = 2(k − 1)/2n+1 ≤ (2k − 1)/2n+1で成立する. 最
後に n ≤ f(x) < n + 1の場合は, (k − 1)/2n+1 ≤ f(x) < k/2n+1なる k ∈ {1 +

2n+1n, . . . , 2n+1(n+ 1)}が取れる. したがって,

φn(x) = n ≤ (k − 1)/2n+1 = φn+1(x)

となって成立する. 次に φn(x) → f(x)を示す. 任意の ε > 0に対して, f(x) > N

かつ 1/2N < εなるN が取れる. このとき, n ≥ nに対して,

k − 1

2n
≤ f(x) <

k

2n

なる k ∈ {1, . . . , 2nn}がとれ, φn(x) = (k − 1)/2nとなるので,

0 ≤ f(x)− φn(x) ≤
1

2n
<

1

2N
< ε

となる. よって φn(x) → f(x)である. 同時に φn(x) ≤ f(x)も示された.

9.3 Lebesgue積分の基本定理

本節では Lebesgue積分論の基本定理を説明する. 詳しい解説や証明は猪狩 [44]

などを参照されたい. まず積分の定義を述べる.

定義 9.3.1. (X,M, µ)を測度空間とする. 非負単関数 f : X → [0,∞), つまり
a1, . . . , ak ≥ 0とE1, . . . , Ek ∈ Mにより f =

∑k
j=1 ajχEj

と表される f に対しては

∫
X

fdµ =

∫
X

f(x)dµ(x) :=
k∑

j=1

ajµ(Ej)

と定義する. 非負の可測関数 f : X → [0,∞)に対しては∫
X

f(x)dµ(x) := sup

{∫
X

φdµ 0 ≤ φ ≤ f, φは単関数
}
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と定義する. 可測関数 f : X → Rに対しては
∫
X
|f(x)|dµ(x) <∞である場合に∫

X

f(x)dµ(x) :=

∫
X

f+(x)dµ(x)−
∫
X

f−(x)dµ(x)

と定義する. ここで f+ = max(0, f), f− = max(0,−f)である.

次に収束定理について述べる.

定理 9.3.2 (単調収束定理). 　
(Ω,F , µ)を測度空間とする. (fn)は (Ω,F , µ)上の非負値可測関数列で関数 f : Ω →
Rに対して

f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ fn(x) → f(x) (∀x ∈ Ω)

を満たすとすると,

lim
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ

が成り立つ.

定理 9.3.3 (優収束定理). 　
(Ω,F , µ)を測度空間とする. (fn)が (Ω,F , µ)上の可測関数列で,関数 fに各点収束
し, かつある (Ω,F , µ)上の可積分関数 gが存在して任意の n, xに対して ‖fn(x)‖ ≤
g(x)が成り立つならば, f は可積分で,

lim
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ

が成り立つ.

定理 9.3.4 (積分記号下の微分). 　
(Ω,F , µ)を測度空間とし a < bとする. f : Ω × (a, b) → Rは次の二条件を満たす
とする.

(1) 各 t ∈ (a, b)について f(·, t) : Ω 3 x 7→ f(t, x) ∈ Rが L1(Ω,F , µ)に属し, 各
点 (x, t)において (∂tf)(x, t)が存在する.

(2) 0 ≤ g ∈ L1(Ω,F , µ)が存在して |(∂tf)(x, t)| ≤ g(x) (∀x ∈ Ω, t ∈ (a, b)).

このとき, F (t) :=
∫
Ω
f(x, t)dµ(x)は (a, b)上で微分可能であって,

F ′(t) =

∫
Ω

∂f

∂t
(x, t)dµ(x).

証明. t0 ∈ (a, b)を固定し t0に収束する数列 tn ∈ (a, b), tn 6= t0を取り, x ∈ Ωに対
して

hn(x) :=
f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0
(n = 1, 2, . . . , )
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とおく. このとき各 xについて (∂tf)(x, t0) = limn→∞ hn(x)であり, 平均値の定理
より

|hn(x)| ≤ sup
t∈(a,b)

∣∣∣∣∂f∂t (x, t)
∣∣∣∣ ≤ g(x)

である. よって, 優収束定理より

lim
n→∞

F (tn)− F (t0)

tn − t0
= lim

n→∞

∫
Ω

hn(x)dµ(x) =

∫
Ω

∂f

∂t
(x, t0)dµ(x).

ゆえに数列 (tn)の任意性から定理は示された.

最後に Fubiniの定理について説明しよう.

定義 9.3.5 (σ-有限測度空間). 　
測度空間 (X,M, µ)が σ-有限であるとは, En ∈ M (n = 1, 2, . . .)が存在して
µ(En) <∞且つX =

⋃
n∈NEnとなることをいう.

定義 9.3.6 (直積可測空間). 　
(X,M), (Y,N )を可測空間とする. X × Y 上の σ-加法族M⊗N を次のように定
める.

M⊗N := σ [{E × F | E ∈ M, F ∈ N}]

このとき, 可測空間 (X × Y,M⊗N )を (X,M), (Y,N )の直積可測空間という.

定義 9.3.7 (直積測度空間). 　
(X,M, µ), (Y,N , ν)を σ-有限な測度空間とする. このとき, 直積可測空間 (X ×
Y,M⊗N )上の測度 µ⊗ νで

(µ⊗ ν)(E × F ) = µ(E)ν(F ) (E ∈ M, F ∈ N )

を満たすものが一意的に存在する. µ⊗ νを µ, νの直積測度といい, 測度空間 (X ×
Y,M⊗N , µ⊗ ν)を (X,M, µ), (Y,N , ν)の測度空間という.

定理 9.3.8 (Tonelliの定理). 　
(X,M, µ), (Y,N , ν)を σ-有限な測度空間とする. このとき, (X × Y,M⊗N 上の
可測関数 f ≥ 0に対して次が成り立つ.

(1) F1(x) :=
∫
Y
f(x, y)dν(y)はX上の可測関数であり, F2(y) :=

∫
X
f(x, y)dµ(x)

は Y 上の可測関数である.

(2) さらに,∫
X×Y

f(x, y)d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫
X

F1(x)dµ(x) =

∫
Y

F2(y)dν(y).
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定理 9.3.9 (Fubiniの定理). 　
(X,M, µ), (Y,N , ν)を σ-有限な測度空間とする. f ∈ L1(X × Y,M⊗N , µ⊗ ν)に
対して次が成り立つ.

(1) µ-a.e.xで f(x, ·) ∈ L1(Y,N , ν)且つ ν-a.e.yで f(·, y) ∈ L1(X,M, µ).

(2) µ-a.e.xで定義される F1(x) :=
∫
Y
f(x, y)dν(y)について F ∈ L1(X,M, µ).

また, ν-a.e.y に対して定義される F2(y) :=
∫
X
f(x, y)dµ(x)について F2 ∈

L1(Y,N , ν)となる.

(3) さらに,∫
X×Y

f(x, y)d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫
X

F1(x)dµ(x) =

∫
Y

F2(y)dν(y).

9.4 Hahn-Banachの拡張定理

本節ではHahn-Banachの定理の主張の説明をし, 本論文で用いたいくつかの事
実をHahn-Banachの定理から導出する.

定義 9.4.1 (劣線形汎関数). 　
V をR上の線形空間とする. 写像 p : V → Rが劣線形であるとは, 以下の 2つの条
件が成り立つことを言う:

(1) ∀λ > 0,∀x ∈ V, p(λx) = λp(x)

(2) ∀x, y ∈ V, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

例えば, ノルム空間においてノルムは劣線形汎関数である. Hahn-Banachの定
理は線形部分空間上の線形汎関数は劣線形汎関数に支配されているのであればそ
の支配を崩さずに全空間に拡張できるという主張である. 正確には以下の通りで
ある.

定理 9.4.2 (Hahn-Banachの拡張定理). 　
V をR上の線形空間, W ⊂ V を線形部分空間, p : V → Rを劣線形汎関数とする
とき, 線形汎関数 f : W → Rが ∀x ∈ W, f(x) ≤ p(x) をみたすならば, 線形汎関数
F : V → Rであって, W 上で F = f となり, V 上で F ≤ pとなるものが存在する.

証明. 宮島 [36]を参照されたい.

この定理から次の形のHahn-Banachの拡張定理が導ける.

定理 9.4.3 (Hahn-Banachの拡張定理 2). 　
V をノルム空間とし, W ⊂ V を部分線形空間とする. このとき, W 上の有界線形
汎関数 f : W → Rに対して, V 上の有界線形汎関数 F で

F (x) = f(x) (x ∈ W ), ‖F‖ = ‖f‖

を満たすものが存在する.
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証明. x ∈ V に対して p(x) = ‖f‖‖x‖とおく. 明らかに pは劣線形汎関数であ
り, f(x) ≤ p(x) (x ∈ W )である. 従って, Hahn-Banachの拡張定理より F (x) =

f(x) (x ∈ W )かつ F (x) ≤ p(x) (x ∈ V )なる線形汎関数 F : V → Rが取れる. こ
のとき

−F (x) = F (−x) ≤ p(−x) = p(x) = ‖f‖‖x‖ (x ∈ V )

であるので F は有界で ‖F‖ ≤ ‖f‖である. また,

|f(x)| = |F (x)| ≤ ‖F‖‖x‖ (x ∈ W )

であるので ‖f‖ ≤ ‖F‖であるので ‖f‖ = ‖F‖である.

本論文で用いるHahn-Banachの拡張定理の系を述べよう.

系 9.4.4. V をR上のノルム空間, W ⊂ V を線形部分空間とする. このとき, ある
x0 ∈ V が d := d(x0,W ) = infx∈W‖x− x0‖ > 0を満たすならば,

F (x) = 0 (x ∈ W ), F (x0) = 1, ‖F‖ =
1

d

を満たす有界線形汎関数 F : V → Rが存在する.

証明. X := W + Rx0とおき, f : X ∈ w + ax0 7→ a ∈ Rとおく. f はwell-defined

である. 実際, w1 + ax0 = w2 + bx0とすると, (b− a)x0 = w1 − w2 ∈ W であるの
で d(x0,W ) > 0より a = bでなければならない. 明らかに f は線形汎関数であり
f(x) = 0 (x ∈ W )かつ f(x0) = 1を満たす. そして, x ∈ W,aR \ {0}に対して,

‖x+ ax0‖ = |a|
∥∥∥∥(−1

a
x)− x0

∥∥∥∥ ≤ |a|d

であるので |f(x + ax0)| = |a| = ‖x + ax0‖/dである. よって, f は有界であり
‖f‖ ≤ 1/dである. また, d = limn→∞‖x0 − xn‖なるW の元の列 (xn)を取れば,

1 = f(−xn + x0) ≤ ‖f‖‖x0 − xn‖ → ‖f‖d

であるので 1/d ≤ ‖f‖である. よって ‖f‖ = 1/dであるので, Hahn-Banachの拡
張定理 2より, 有界線形汎関数 F : V → Rであって

F (x) = f(x) (x ∈ X), ‖F‖ = ‖f‖ =
1

d

なるものが存在する. この F が求めるものである.

系 9.4.5. 　
V をR上のノルム空間, W ⊂ V を線形部分空間とする. もしW の V における閉
包W が V と一致しなければ, V 上の有界線形汎関数 f 6= 0で, f = 0 (on W )なる
ものが存在する.

81



証明. x0 ∈ V \W とすると d(x0,W ) > 0である. 従って, すぐ上の系から f(x0) =

1, f(x) = 0 (x ∈ W )なる線形汎関数 f : V → Rが取れる. x ∈ W に対して xに収
束する列 xn ∈ W を取れば,

|f(x)| = |f(x)− f(xn)| = |f(x− xn)| ≤ ‖f‖‖x− xn‖ → 0

であるから f(x) = 0 (x ∈ W )である. よってこの f が求めるものである.

系 9.4.6. 　
x 6= 0ならば f(x) = ‖x‖X かつ ‖f‖ = 1なる有界線形汎関数 f : X → Rが存在
する.

証明. W = {0}とおけば x0 = xとして系 9.4.4の仮定が満たされる. ゆえに,

d = d(x,W ) = ‖x‖とおくと, 有界線形汎関数 F : V → Rで

F (x0) = 1, ‖F‖ =
1

d

を満たすものが取れる. よって, f = ‖x‖F が求めるものである.

9.5 Riesz-Markov-角谷の表現定理

本節ではまず符号付き測度及びそれによる積分の定義を非負値の測度の知識を
前提にして述べる. その後, 符号付きBorel測度の定義を述べ, Riesz-Markov-角谷
の表現定理の主張を述べる. 証明については宮島 [36]の第 7章を参照されたい.

定義 9.5.1 (符号付き測度). 　
(Ω,F)を可測空間とする. 写像 φ : F → R が次の条件をみたすときを φを (Ω,F)

上の符号付き測度と呼ぶ: F の元の列 (An)が互いに素であるならば,

φ(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

φ(An)

となる.

以下の事実に基づき符号付き測度による積分を定義する.

命題 9.5.2. 　
φを可測空間 (Ω,F)上の符号付き測度とするとき, A ∈ F に対して,

φ+(A) = supφ(B) | B ∈ F , B ⊂ A,φ−(A) = − inf φ(B) | B ∈ F , B ⊂ A

とおくと, φ+, φ−は (Ω,F)上の有限測度となり, φ = φ+ − φ− が成立する.
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定義 9.5.3. 　
φを可測空間 (Ω,F)上の符号付き測度とするとき, f ∈ L1(Ω,F , φ+)∩L1(Ω,F , φ−)

に対して, φに関する f の積分を以下で定める.∫
Ω

fdφ :=

∫
Ω

fdφ+ −
∫
Ω

fdφ−

次に正則符号付きBorel測度の定義を述べる.

定義 9.5.4 (正則符号付きBorel測度). 　
位相空間 (Ω,F)上の符号付き測度 φ : F → R は φ+, φ−がともに (Ω,F)上の正則
Borel測度になるとき, (Ω,F)上の正則符号付き測度と呼ばれる.

なお, 文脈から推察可能な場合は Sに入っている位相を明示せず単に S上の正
則符号付き測度と呼ぶこともある. 以上の定義のもと以下が成り立つ.

定理 9.5.5 (Riesz-Markov-角谷の表現定理). 　
SをコンパクトHausdorff空間とし, C(S)をS上の実数値連続関数全体の集合とす
るとき, 任意の有界線形汎関数 φ : C(S) → Rに対して, S上の正則符号付きBorel

測度 µであって,

∀f ∈ C(S), φ(f) =

∫
S

fdµ

をみたすものが一意的に存在する.

9.6 Stone-Weierstrassの定理

本節では Stone-Weierstrassの定理という, 連続関数空間における一様収束の意
味での稠密性に関する定理の主張を述べる. 証明は宮島 [36]または新井 [41]の付
録を参照されたい. なお, 本節では S をコンパクト Hausdorff空間とし, C(S,K)

で S上のK-値連続関数全体の集合を表す (K = R,Cとする). C(S,K)は ‖f‖ =

sup{f(x) | x ∈ S}によりK上のノルム空間になる.

定義 9.6.1 (C(S,K)の部分代数). 　
A ⊂ C(S,K)が部分代数であるとは, Aが C(S,K)のK上の線形部分空間であり,

かつ任意の f, g ∈ Aについて積 fgがAの元になることをいう.

C(S,K)の部分集合Aが与えられたとき, Aを含む (包含関係の意味で)最小の部
分代数が存在する (Aを含む部分代数全体の共通部分を取ればよい). それをAで
生成された部分代数と呼ぶ. Stone-Weierstrassの定理は生成された部分代数の稠
密性について述べたものである.
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定理 9.6.2 (Stone-Weierstrassの定理 (実数形)). 　
A ⊂ C(S,R)が次の 2つの条件をみたしているとする.

(1)恒等的に 1を取る関数 1はAに属する.

(2)任意の相異なる x, y ∈ Sに対して, f(x) 6= f(y)なる f ∈ Aが存在する.

このとき Aが生成する部分代数の閉包は C(S,R)と一致する. すなわち, 任意の
f ∈ C(S,R)と ε > 0に対して, Aが生成する部分代数の元 gで, |f − g| < εをみた
すものが取れる.

系 9.6.3. K ⊂ Rをコンパクト集合とするとき, 1変数のR係数多項式関数をK上
に制限したもの全体の集合をAとおくと, 明らかにAは上の 2条件をみたすので
Stone-Weierstrassの定理からAが生成する部分代数の閉包はC(K,R)と一致する.

ところがAは部分代数なのでAが生成する部分代数はAになる. よって, K上の
実数値連続関数は多項式により一様近似できる.

定理 9.6.4 (Stone-Weierstrassの定理 (複素数形)). 　
A ⊂ C(S,C)が次の 2つの条件をみたしているとする.

(1)恒等的に 1を取る関数 1はAに属する.

(2)任意の相異なる x, y ∈ Sに対して, f(x) 6= f(y)なる f ∈ Aが存在する.

(3)f ∈ A⇒ f ∈ A

このとき Aが生成する部分代数の閉包は C(S,C)と一致する. すなわち, 任意の
f ∈ C(S,C)と ε > 0に対して, Aが生成する部分代数の元 gで, |f − g| < εをみた
すものが取れる.

系 9.6.5. K ⊂ Rn をコンパクト集合とし, m ∈ Zn に対して em : K 3 x 7→
exp(i〈m,x〉) ∈ Cとおく. このとき A := span{em}m∈Zn とおくと, 明らかに A

は上の 3条件をみたすので Stone-Weierstrassの定理からAが生成する部分代数の
閉包は C(S)と一致する. ところがAは部分代数なのでAが生成する部分代数は
Aになる. よって, K上の複素数値連続関数はAの元により一様近似できる.

Riesz-Markov-角谷の定理と Stone-Weierstrassの定理から次のことがわかる.

系 9.6.6. K ⊂ Rnをコンパクト集合とし, µを部分空間K上の正則符号付きBorel

測度とすると, (
∀m ∈ Zn,

∫
K

exp(i 〈x,m〉)dµ(x) = 0

)
⇒ µ = 0

が成り立つ.
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証明. 任意に f ∈ C(K)と εをとる. すぐ上の系より ck ∈ C,mk ∈ Zn (k =

1, . . . , N)が存在して,

∀x ∈ K,

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑
k=1

ckemk
(x)

∣∣∣∣∣ < ε

となる. よって,

|
∫
K

f(x)dµ(x)| = |
∫
K

f(x)−
N∑
k=1

ckemk
(x)dµ(x)|

≤
∫
K

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑
k=1

ckemk
(x)

∣∣∣∣∣ d|µ|(x) ≤ |µ|(K)ε

となる. ε > 0は任意なので
∫
K
f(x)dµ(x) = 0である. ところが, K上の正則符号

付きBorel測度 ν = 0もこれを満たす. よって, Riesz-Markov-角谷の定理の一意性
の部分により µ = ν = 0である.

9.7 畳み込み積の性質

本節では, C∞
0 (R)とL1

loc(R)の畳み込みがC∞(R)になること, L1(RN)とLp(RN)

の畳み込みが Lp(RN)になることを示す.

命題 9.7.1. 1 ≤ p < ∞とする. このとき, φ ∈ L1(Rn)とし f ∈ Lp(Rn)とすると
φ ∗ f ∈ Lp(Rn)であり,

‖φ ∗ f‖Lp ≤ ‖φ‖L1‖f‖Lp .

証明. p = 1の場合をまず考える. このとき,∫
Rn

|(φ ∗ f)(x)|dx =

∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

φ(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣ dx
=

∫
Rn

∫
Rn

|φ(x− y)||f(y)|dydx

=

∫
Rn

∫
Rn

|φ(x− y)||f(y)|dxdy (Fubiniの定理)

=

∫
Rn

‖φ‖L1|f(y)dy

= ‖φ‖L1‖f‖L1

であるので成立する. 次に p > 1とし 1/p+1/q = 1とする. すると, 任意の x ∈ Rn
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に対して, Hölderの不等式 (命題 9.11.2)より

|(φ ∗ f)(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

φ(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣
≤
∫
Rn

|φ(x− y)|1−1/p|φ(x− y)|1/p|f(y)|dy

≤
(∫

Rn

|φ(x− y)|dµ(y)
)1/q (∫

Rn

|φ(x− y)||f(y)|pdy
)1/p

= ‖φ‖1/qL1

(∫
Rn

|φ(x− y)||f(x− y)|pdy
)1/p

であるから,∫
X

∣∣∣∣∫
Rn

φ(x− y)f(y)dx

∣∣∣∣p dx
≤
∫
Rn

‖φ‖p/qL1

∫
Rn

|φ(x− y)||f(x− y)|pdydx

= ‖φ‖p/qL1

∫
Rn

∫
Rn

|φ(x− y)||f(y)|dxdy (∵ Fubiniの定理)

= ‖φ‖p/qL1

∫
Rn

|f(y)|p‖φ‖L1dy

= ‖φ‖pL1‖f‖pLp <∞ (∵ 1 + p/q = p)

となる. よって, φ ∗ f ∈ Lp(Rn)であり,

‖φ ∗ f‖Lp ≤ ‖φ‖L1‖f‖Lp .

命題 9.7.2. φ ∈ C∞
0 (R)とし f ∈ L1

loc(R)とすると φ ∗ f ∈ C∞(R)であり, 任意の
整数 k ≥ 0に対して (φ ∗ f)(k) = φ(k) ∗ f となる.

証明. K = suppφとおく. 任意の整数 k ≥ 0に対して supp(φ(k)) ⊂ K であるこ
とに注意する. 命題を kについての帰納法で示そう. k = 0では自明. kで成立
すると仮定する. 任意に x0 ∈ Rを取り a < bを x0 ∈ [a, b]となるように取る.

K ′ = [a, b] − K = {x − y | x ∈ [a, b], y ∈ K}とおくとK ′はコンパクトであり,

x ∈ (a, b)に対して

(φ(k) ∗ f)(x) =
∫
R
φ(k)(x− y)f(y)dy =

∫
K′
φ(k)(x− y)f(y)dy

となる. いま, g(x, y) = φ(k)(x− y)f(y) (x ∈ (a, b), y ∈ K ′)とおけば,∣∣∣∣∂g∂x(x, y)
∣∣∣∣ =M |f(y)| (x ∈ (a, b), y ∈ K ′)
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となる. ここで, M = supt∈R |φ(k+1)(t)| < ∞である. f はK ′上可積分であるので
積分記号下の微分 (付録の定理 9.3.4)より (a, b)上で

F (x) := (φ ∗ f)(k)(x) = (φ(k) ∗ f)(x) =
∫
K′
φ(k)(x− y)f(y)dy =

∫
K′
g(x, y)dy

は微分可能で,

F ′(x) =

∫
K′

∂g

∂x
(x, y)dy =

∫
K′
φ(k+1)(x− y)f(y)dy = (φ(k+1) ∗ f)(x)

となる. よって, (φ ∗ f)(k+1) = φ(k+1) ∗ f である. これで示せた.

9.8 Rn上の有限Borel測度の正則性

本節では (Rn,BRn)上の有限測度が次の意味で正則であることを示す.

定義 9.8.1 (正則Borel測度). 　
位相空間 (X,O)上の Borel測度 µは以下の条件をみたすとき正則であると言わ
れる:

∀A ∈ BX , µ(A) = inf{µ(U) | U ⊃ A, open} = sup{µ(K) | K ⊂ A, cpt.}.

ただし, 位相空間上の Borel σ-加法族, および Borel測度の定義は以下の通りで
ある.

定義 9.8.2 (生成される σ-加法族). 　
Xを集合とし, A0 ⊂ P(X)とする (P(X)はXの部分集合全体の集合). このとき,

A0で生成される σ-加法族 σ[A0]を

σ[A0] :=
⋂

{A | A ⊃ A0,AはX上のσ-加法族 }

と定義する. 明らかに σ[A0]はX上の σ-加法族である.

定義 9.8.3 (Borel σ-加法族, Borel測度). 　
(X,O)を位相空間とする. このとき, X上のBorel σ-加法族BXをBX = σ[O]と定
義する. そして, X上のBorel測度とは, 可測空間 (X,BX)上の測度のことをいう.

注意 9.8.4. Borel σ-加法族は閉集合全体の集合Dから生成される. 実際, O ⊂ A
なる σ-加法族AはE ∈ A ⇒ X \E ∈ AをみたすのでD ⊂ Aをみたし, D ⊂ Aな
る σ-加法族AはE ∈ A ⇒ X \ E ∈ AをみたすのでO ⊂ Aをみたす.

補題 9.8.5. (X, d)を距離空間とし, A ⊂ Xは空でないとする. このとき, x ∈ Xに
対して

dist(x,A) := inf{d(x, y) | y ∈ A}

と定義すると, X 3 x 7→ dist(x,A) ∈ Rは連続である. また, x ∈ X に対して
dist(x,A) = 0とx ∈ cl(A)は同値である. 特に, Aが閉集合であるとき, dist(x,A) =

0と x ∈ Aは同値である.
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証明. 任意の x1, x2 ∈ X, y ∈ Aに対して

dist(x1, A) ≤ d(x1, y) ≤ d(x1, x2) + d(x2, y)

であるので, dist(x1, A)− d(x1, x2) ≤ d(x2, y)となる. そこで, 左辺が yに依存して
いないことに注意して yに関して下限を取ると

dist(x1, A)− d(x1, x2) ≤ dist(x2, A)

が得られる. よって, dist(x1, A) − dist(x2, A) ≤ d(x1, x2)となる. x1と x2の役割
を交換すると, dist(x2, A)− dist(x1, A) ≤ d(x2, x1)が得られる. 以上から,

|dist(x1, A)− dist(x2, A)| ≤ d(x1, x2)

となり, これより連続性が従う. 次に x ∈ X に対して dist(x,A) = 0とする. する
と, 任意の nに対して, d(x, yn) < 1/nなる yn ∈ Aが取れる. このとき, yn → xで
あるので x ∈ cl(A)となる. x ∈ cl(A)のとき d(x,A) = 0となることについては上
の議論を逆向きにすればよい.

命題 9.8.6. 距離空間 X 上の有限 Borel測度 µは次の意味で正則である: 任意の
A ∈ BX に対して,

µ(A) = sup{µ(C) | C ⊂ A,Cは閉集合 }
= inf{µ(U) | U ⊃ A,U は開集合 }

が成立する.

証明. A ∈ BX かつ

µ(A) = sup{µ(C) | C ⊂ A,Cは閉集合 }
= inf{µ(U) | U ⊃ A,U は開集合 }

なる集合 A全体の集合をRとおく. すると, RはX 上の σ-加法族である. まず,

∅ ∈ Rは明らか. 次に, A ∈ RとするとX \A ∈ Rであることを示す. 任意に ε > 0

をとる. 閉集合C ⊂ Aと開集合 U ⊃ Aを

µ(A) < µ(C) + ε, µ(A) > µ(U)− ε

をみたすように取る. すると, X \ C ⊃ X \ Aは開集合であるので,

µ(X \ A) = µ(X)− µ(A)

> µ(X)− µ(C)− ε

= µ(X \ C)− ε

≥ inf{µ(E) | E ⊃ X \ A,Eは開集合 } − ε

88



となり, X \ U ⊂ X \ Aは閉集合なので,

µ(X \ A) = µ(X)− µ(A)

< µ(X)− µ(U) + ε

= µ(X \ U) + ε

≤ sup{µ(E) | E ⊂ X \ A,Eは閉集合 }+ ε

となる. よって, ε > 0の任意性によって X \ A ∈ Rとなる. 次にRの元の列
(An)

∞
n=1に対して

⋃∞
n=1An ∈ Rとなることを示す. そのために ε > 0を任意にと

り, 各 nに対して, 開集合 Unと閉集合CnをCn ⊂ An ⊂ Unかつ

µ(Un)− µ(An) <
ε

2n
, µ(An)− µ(Cn) <

ε

2n

となるようにとる. すると, U :=
⋃∞

n=1 Un ⊃
⋃∞

n=1An =: Aは開集合であり,

µ(U)− µ(A) = µ
(
(
⋃

Un) \ (
⋃

An)
)

≤ µ
(⋃

(Un \ An)
)

≤
∑

µ(Un \ An)

=
∑

(µ(Un)− µ(An))

≤
∑ ε

2n
= ε

となる. また, C =
⋃
Cnとおくと, 測度の連続性から

µ(
⋃

Cn) = lim
N→∞

µ

(
N⋃

n=1

Cn

)

である. したがって, あるNについてDN =
⋃N

n=1Cnとおくと, µ(C)−µ(DN) < ε

となる. このとき, DN ⊂ Aは閉集合であり,

µ(A)− µ(DN) < µ(A)− µ(C) + ε

≤ µ(
⋃

(An \ Cn)) + ε

≤
∑

(µ(An)− µ(Cn)) + ε

≤
∑ ε

2n
+ ε = 2ε

となる. 以上から
⋃
An ∈ Rとなる.

さて, Rが σ-加法族であるので, すべてのXの閉集合がRに含まれることを示せ
ばBX ⊂ Rとなることがわかる. そこで, A ⊂ Xを空でない閉集合とする. このと
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き, Un = {x ∈ X | dist(x,A) < 1/n}とおけば, x 7→ dist(x,A)の連続性から Unは
開集合であって, Aは閉集合であるから,

∞⋂
n=1

Un = {x ∈ X | d(x,A) = 0} = A

となる. しかも, U1 ⊃ U2 ⊃ · · · ⊃ Un ⊃ · · · であるから, 測度の連続性より
µ(A) = limn→∞ µ(Un) = infn µ(Un)となる. さらに Un ⊃ Aであるから,

µ(A) ≤ inf{µ(U) | U ⊃ A,U は開集合 } ≤ inf
n
µ(Un) = µ(A)

となる. また, Aは閉集合なので µ(A) = sup{µ(C) | C ⊂ A,Cは閉集合 }となる.

よって, A ∈ Rである.

系 9.8.7. Rn上の有限Borel測度 µは正則である. つまり任意のA ∈ BRに対して,

µ(A) = sup{µ(K) | K ⊂ A,Cはコンパクト }
= inf{µ(U) | U ⊃ A,U は開集合 }

が成立する.

証明. Rnにおいて有界閉集合とコンパクト集合は一致することに注意する. Rnは
距離空間であるのですぐ上の命題より

µ(A) = sup{µ(C) | C ⊂ A,Cは閉集合 }

である. そこで, 任意の ε > 0に対して, 閉集合 C ⊂ Aで µ(A) − ε < µ(C)

なるものが取れる. このとき, 0 ∈ Rn 中心の半径 nの閉球を B(0;n)と表すと,

Cn = C∩B(0;n)は有界閉集合であるのでコンパクトである. そして, C1 ⊂ C2 ⊂ · · ·
であり, C =

⋃
Cnであるので, 測度の連続性より µ(C) = limn→∞µ(Cn)となる. し

たがって, µ(C)− µ(CN) < εなるN が取れる. ゆえに,

µ(A) < µ(C) + ε < µ(CN) + 2ε ≤ sup{µ(K) | K ⊂ A,Cはコンパクト }+ 2ε

となる. よって, ε > 0の任意性より

µ(A) ≤ sup{µ(K) | K ⊂ A,Cはコンパクト }

となる. これで示せた.

9.9 C0(Rn)のLp空間における稠密性

本節では, Rn上の正則 Borel測度 µであって任意のコンパクト集合K ⊂ Rnに
対して µ(K) < ∞となるものについて, C0(Rn)が Lp(Rn,BRn , µ)において稠密で
あることを証明する.
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補題 9.9.1. U ⊂ Rnを開集合とし, ∅ 6= K ⊂ U をコンパクト集合とする. このと
き, 開集合 V ⊂ RnでK ⊂ V ⊂ cl(V ) ⊂ U かつ cl(V )がコンパクトになるものが
存在する.

証明. 各 x ∈ U に対して, B(x; 2εx) ⊂ U なる εx > 0をとる. このとき, K ⊂
U =

⋃
x∈U B(x; εx)となる. K はコンパクトなのである x1, . . . , xk についてK ⊂⋃k

j=1B(xj; εxj
)となる. そこで, V =

⋃k
j=1B(xj; εxj

)とおけば, V は開集合で,

K ⊂ V かつ,

cl(V ) ⊂
k⋃

j=1

cl(B(xj; εxj
)) ⊂

k⋃
j=1

B(xj; 2εxj
) ⊂ U

である. cl(V )のコンパクト性も上の関係からわかる.

定義 9.9.2. 次のように定義する.

C0(Rn) := {f ∈ C(Rn) | supp(f)はコンパクト }.

補題 9.9.3. U ⊂ Rnを開集合とし, ∅ 6= K ⊂ U をコンパクト集合とする. このと
き, ある φ ∈ C0(Rn)が存在して次の (1), (2), (3)をみたす.

(1) ∀x ∈ K, φ(x) = 1

(2) 0 ≤ φ ≤ 1

(3) suppφ ⊂ U

証明. K ⊂ V ⊂ cl(V ) ⊂ U かつ cl(V )がコンパクトになるような開集合 V ⊂ Rn

をとる. このとき, K ∩ (Rn \ V )であるので, 前節の補題 9.8.5より, 任意の x ∈ Rn

に対して, dist(x,K) = 0かつ dist(x,Rn \ V ) = 0となることはない. したがって,

dist(x,K) + (x,Rn \ V ) > 0である. このことに注意して,

φ(x) =
dist(x,Rn \ V )

dist(x,K) + dist(x,Rn \ V )

と定義する. すると, 明らかに 0φ ≤ 1であり, distの連続性から φ ∈ C(Rn)で
ある. また, x ∈ K に対して, dist(x,K) = 0だから φ(x) = 1である. そして,

{x ∈ Rn | φ(x) = 0} = Rn \ V であるので, {x ∈ Rn | φ(x) 6= 0} = V である. よっ
て, suppφ = cl(V ) ⊂ U である. そして, この関係から suppφのコンパクト性がわ
かるので φ ∈ C0(Rn)である.

命題 9.9.4. 1 ≤ p <∞とし, µを (Rn,BRn)上の正則測度で任意のコンパクト集合
K ⊂ Rnに対して µ(K) < ∞となるものとする. このとき, Lp(Rn,BRn , µ)におい
て C0(Rn)は Lp距離で稠密である. すなわち, 任意の f ∈ Lp(Rn,BRn , µ)と ε > 0

に対して, g ∈ C0(Rn)が存在して,

dpµ(f, g) = ‖f − g‖Lp =

(∫
Rr

|f − g|pdµ
)1/p

< ε

となる.
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証明. まず, f = χE (E ∈ BRr)の場合を考える. fp = f ∈ L1であるので, µ(E) <

∞である. すると, µの正則性よりµ(U) < µ(E)+εなる開集合U ⊃ Eとµ(E)−ε <
µ(K)なるコンパクト集合 ∅ 6= K ⊂ Eが取れる. いま, K ⊂ U に対して, すぐ上
の補題を適用して φ ∈ C0(Rn)を取る. このとき, µ(K) < ∞より µ(U \ K) =

µ(U)− µ(K) = µ(U)− µ(E) + µ(E)− µ(K) < 2εであることに注意すると,∫
Rn

|χE − φ|pdµ =

∫
U

|χE − φ|pdµ (∵ suppφ ⊂ U,E ⊂ U)

=

∫
U\K

|χE − φ|pdµ (∵ K ⊂ E,φ ≡ 1 (on K))

≤
∫
U\K

2pdµ = 2pµ(U \K) < 2p+1ε

となる. よって, この場合は成立する. 次に f ≥ 0の場合を考える. このとき, 単関
数近似定理より非負単関数列 φnが存在して, 各点 xで 0 ≤ φ1(x) ≤ φ2(x) ≤ · · · ≤
φn(x) → f(x)となる. すると, |f − φn|p ≤ 2pfp ∈ L1であるので, 優収束定理より

dpµ(f, φn)
p =

∫
(f − φn)

pdµ→ 0

となる. そこで, ある非負単関数 φ =
∑n

j=1 cjχEj
について dpµ(f, φ) < εとな

る. ここで, すぐ上で示したことより, 各 χEj
に対して適当に gi ∈ C0(Rr)を選

ぶと, dpµ(χEj
, gi) < ε/nmaxj{|cj|}とできる. ゆえに, g =

∑n
j=1 cjgj とおくと,

g ∈ C0(Rr)であり,

‖φ− g‖Lp ≤
n∑

j=1

|cj|‖χEj
− gj‖Lp <

n∑
j=1

|cj|ε/n max
1≤j≤n

{|cj|} ≤ ε

となる. よって, ‖f − g‖Lp ≤ ‖f −φ‖Lp + ‖φ− g‖Lp < 2εとなる. 一般の f ∈ Lpに
ついては f = f+ − f−, f± ≥ 0と分解することで f ≥ 0の場合に帰着される.

この定理を使うと次のことが示せる.

命題 9.9.5. 1 ≤ p < ∞とし, µを (Rn,BRn)上の Lebesgue測度とする. このとき,

f ∈ Lp(Rn,BRn , µ)に対して,

‖f(· − h)− f(·)‖Lp(µ) → 0 (h→ 0).

証明. ε > 0を任意に取る. 定理 9.9.4より φ ∈ C0(Rn)で ‖f − φ‖Lp < εなるもの
が取れる. φはRn上一様連続なのである δ > 0があって

∀x, y ∈ Rn, |x− y| < δ ⇒ |φ(x)− φ(y)| < ε

(2µ(supp(φ))1/p
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となる. ゆえに, 任意の 0 < h < δ に対して, Lebesgue測度の平行移動不変性
(µ(E + h) = µ(E))より,∫

Rn

|φ(x− h)− φ(x)|pdµ(x) =
∫
(supp(φ)+h)∪supp(φ)

|φ(x− h)− φ(x)|pdµ(x)

≤ εp

2µ(supp(φ))
(µ((supp(φ) + h)) + µ(supp(φ)))

=
εp

2µ(supp(φ))
2µ(supp(φ)) = εp

となる. ゆえに, 任意の 0 < h < δに対して, Lebesgue測度の平行移動不変性 (す
ぐ下の注意)より

‖f(· − h)− f(·)‖Lp(µ)

≤ ‖f(· − h)− φ(· − h)‖Lp(µ) + ‖φ(· − h)− φ(·)‖Lp(µ) + ‖φ− f‖Lp(µ)

≤ 2‖φ− f‖Lp(µ) + ε ≤ 2ε

となる.

注意 9.9.6. 上の証明で可測関数 f ≥ 0に対して∫
Rn

f(x− h)dµ(x) =

∫
f(x)dµ(x)

となることを使った. これを示すには fに収束する単調増加単関数列φjを取る (単
関数近似定理). φj =

∑mj

k=1 cj,kχEj,k
と表すと

φj(x− h) =

mj∑
k=1

cj,kχEj,k+h(x)

となるので, Lebesgue測度の平行移動不変性より∫
Rn

φj(x− h)dµ(x) =

mj∑
k=1

cj,kµ(Ej,k + h) =

mj∑
k=1

cj,kµ(Ej,k) =

∫
Rn

φj(x)dµ(x)

となる. ゆえに単調収束定理より∫
Rn

f(x)dµ(x) = lim
j→∞

∫
Rn

φj(x)dµ(x)

= lim
j→∞

∫
Rn

φj(x− h)dµ(x)

=

∫
Rn

f(x− h)dµ(x).
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9.10 Lusinの定理

本節では Lusinの定理を証明する. そのためにまずEgorovの定理を証明しよう.

定理 9.10.1 (Egorovの定理). 　
(X,M, µ)を有限測度空間とする. 可測関数列 (fn : X → R)n∈Nが可測関数 f :

X → Rに概収束する (つまり, fn → f (µ-a.e.))ならば, 任意の ε > 0に対して
E ∈ Mが存在して µ(E) < εかつX \ E上で一様に fn → f となる.

証明. はじめに fnが f に各点収束する場合を考える. k ∈ Nに対して

En(k) := {x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ 1

k
} (n ∈ N)

とおき, Fn(k) :=
⋃∞

j=nEj(k)とおくと, Fn(k) ⊃ Fn+1(k) (∀n)であり, fn → f よ
り
⋂∞

n=1 Fn(k) = ∅である. 従って, µ(X) < ∞に注意すると, 測度の連続性より
µ(Fn(k)) → µ(∅) = 0 (n→ ∞)である. ゆえに, 任意の ε > 0に対して, k ∈ Nごと
に適当な nk ∈ Nが存在して µ(Fnk

(k)) < ε/2k+1となる. そこでE =
⋃∞

k=1 Fnk
(k)

とおくと,

µ (E) =
∞∑
k=1

µ (Fnk
(k)) ≤

∞∑
k=1

ε

2k+1
< ε

となる. また,任意の δ > 0に対して 1/k0 < δなる k0 ∈ Nを取ると,任意のn ≥ nk0

に対して

∀x ∈ X \ E =
∞⋂
k=1

∞⋂
j=nk

{
x ∈ X | |fj(x)− f(x)| < 1

k

}
, |fn(x)− f(x)| < 1

k0
< δ

となる. よって, X \ E上で一様に fn → f となる. 次に概収束する場合であるが,

µ(X \F ) = 0なるF ∈ M上で各点収束するとすれば, 上で示したことから任意の
ε > 0に対してA ∈ Mが存在して µ(F ∩A) < εかつ F \ (F ∩A)上で一様収束す
る. よって, E = (X \ F ) ∪ (F ∩A)とおけば µ(E) ≤ µ(X \ F ) + µ(F ∩A) < εか
つX \ E ⊂ F \ (F ∩ A)上で一様収束する.

定理 9.10.2 (Lusinの定理). 　
µを位相空間X上の有限正則Borel測度とする. このとき,任意の可測関数 f : X →
Rと ε > 0に対して, コンパクト集合K ⊂ Xが存在して, µ(K) > µ(X)− εかつ f

はK上連続となる.

証明. f ≥ 0として証明すれば十分である. 実際, それが示されれば, f = f+ − f−

と分解するとき, コンパクト集合K+, K− ⊂ X が存在して µ(X \K±) < ε/2かつ
f±はK±上連続となるから, K = K+ ∩K−が所望のものになる.

さて, f ≥ 0とする. まず fが単関数である場合を考える. この場合, a1, . . . , ak ≥ 0

と互いに素な可測集合E1, . . . , Ekにより f =
∑k

j=1 ajχEj
と表される. すると, µが
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有限正則測度であることよりコンパクト集合Kj ⊂ Xが存在してµ(Ej \Kj) < ε/k

となる. K1, . . . , Kkは互いに素で f はKj 上定数であるからK =
⋃k

j=1Kj が求め
るものである. 次に一般の f ≥ 0について考える. 単関数近似定理より f に収束す
る非負値単関数列 (φn)n∈Nが取れる. 上で示したことから各 n ∈ Nに対してコン
パクト集合Kn ⊂ Xが存在して µ(X \Kn) < ε/2n+1かつKn上 φnは連続となる.

そこでK =
⋂∞

n=1Knとおくと

µ(X \K) ≤
∞∑
n=1

µ(X \Kn) < ε/2

となる. Egorovの定理よりコンパクト集合K0 ⊂ Kで µ(K \K0) < ε/2かつK0上
で一様にφn → f となるものが取れる. 従って, 任意の nについてφnはK0上連続
であるので, f はK0上連続である. そして,

µ(X \K0) ≤ µ(X \K) + µ(K \K0) < ε

となるのでK0が求めるものである.

系 9.10.3. µをRr上の有限 Borel測度とする. このとき, 任意の f ∈ Mrと ε > 0

に対して, コンパクト集合K ⊂ Rrが存在して, µ(K) > µ(Rr) − εかつK上の関
数 f |Kは連続となる.

証明. Rr上の有限Borel測度は正則であるから上の定理より従う.

9.11 Clarksonの不等式

本節ではClarksonの不等式について述べる. 参考文献は [3], [42], [9]である. 歴
史的にはClarksonの不等式はLp空間が一様凸であることを示すために 1936年の
Clarkson[3]により初めて証明された. まず, 0 < p < ∞のときの Lp空間における
基本的な不等式について述べよう. 本節では特に断らなければ (X,M, µ)で測度空
間を表す.

補題 9.11.1. (1) 1 ≤ p <∞とすると,

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp) (∀a, b ≥ 0).

(2) 0 < p < 1とすると,

(a+ b)p ≤ ap + bp (∀a, b ≥ 0).

(3) 1 ≤ p <∞, q = p/(p− 1)とすると,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(∀a, b ≥ 0).
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(4) 0 < p < 1, q = p/(p− 1)とすると,

ap

p
+
bq

q
≤ ab (∀a ≥ 0, b > 0).

証明. (1): t ∈ [0, 1]に対して f(t) = (1 + t)p/(1 + tp)とおくと,

f ′(t) = p
(1 + t)p−1

(1 + tp)
− ptp−1 (1 + t)p

(1 + tp)2

=
p(1 + t)p−1

(1 + tp)2
((1 + tp)− tp−1(1 + t)))

=
p(1 + t)p−1

(1 + tp)2
(1− tp−1) ≥ 0

である. ゆえに f(1) = 2p−1が fの最大値である. よって, 任意の t ∈ [0, 1]に対して

(1 + t)p ≤ 2p−1(1 + tp)

である. これより所望の不等式を得る (a/bまたは b/aを考えればよい).

(2): 上の f について 0 < p < 1より f ′(t) ≤ 0となるから f(0) = 1が最大値にな
る. これより従う.

(3) t ∈ [0,∞)に対して f(t) = tp/p+ bq/q − btとおくと,

f ′(t) = tp−1 − b

であるので t = b1/(p−1)で f は最小値をとる.

f(b1/(p−1)) =
bp/(p−1)

p
+
bq

q
− bp/(p−1) =

bq

p
+
bq

q
− bq = 0

であるので,

0 = f(b1/(p−1)) ≤ f(a) =
ap

p
+
bq

q
− ab

である. よって成立する.

(4): t ∈ [0,∞)に対して f(t) = t1/p − t/p− 1/qとおくと,

f ′(t) =
1

p
t1/p−1 − 1

p
=

1

p
(t1/p−1 − 1)

である. ゆえに, 1/p− 1 > 0より 0 ≤ t < 1のとき f ′(t) ≤ 0であり, 1 < t <∞の
とき f ′(t) ≥ 0である. そして f ′(1) = 0であるので,

f(1) = 1− 1/p− 1/q = 0

が f の最小値である (1/p+ 1/q = 1に注意). よって,

0 = f(1) ≤ f(ap/bq) =
a

bq/p
− ap

pbq
− 1

q
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であるから, 両辺に bqをかけると,

0 ≤ abq−q/p − ap

p
− bq

q

となる. q/p = q − 1であるのでこれで所望の不等式が得られた.

命題 9.11.2 (Hölderの不等式). 　
(1): 1 ≤ p <∞とし, q = p/(p− 1)とする. このとき, 可測関数 f, g : X → Rに対
して,

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

(2): 0 < p < 1とし, q = p/(p − 1)とする. このとき, f ∈ Lp(X,M, µ), g ∈
Lq(X,M, µ)に対して,

‖f‖p‖g‖q ≤ ‖fg‖1

が成り立つ. ただし, r < 0に対して |0|r = +∞と解釈し, h ∈ Lr(X,M, µ)である
とは, hが可測関数であり,

‖h‖rr :=
∫
X

|h|rdµ <∞

であることと定義する (このとき特に µ-a.e.で |h| > 0であり, ‖h‖r > 0である).

証明. 　
(1): ‖f‖p = 0ならば f = 0 (a.e.)となるので ‖f‖p > 0としてよい. 同様に ‖g‖q > 0

としてよい. さらに, このとき f ∈ Lp(X,M, µ), g ∈ Lq(X,M, µ)としてよい. ま
ず 1 < p <∞の場合を考える. x ∈ Xに対して a = |f(x)|/‖f‖p,b = |g(x)|/‖g‖qと
おいて, すぐ上の補題の (3)を適用すると,

|f(x)||g(x)|
‖f‖p‖g‖q

≤ |f(x)|p

p‖f‖pp
+

|g(x)|q

q‖g‖q

となる. よって, 両辺を積分して 1/p+ 1/q = 1を使えば所望の不等式が得られる.

次に p = 1の場合を考える. このとき, µ-a.e.xに対して |f(x)g(x)| ≤ |f(x)|‖g‖∞
が成り立つので両辺を積分すれば所望の不等式を得る.

(2): ‖f‖p > 0としてよい. このとき, a = |f(x)|/‖f‖p, b = |g(x)|/‖g‖qとおき, す
ぐ上の補題の (4)を適用すると, µ-a.e.x ∈ Xに対して

|f(x)|p

p‖f‖pp
+

|g(x)|q

q‖g‖qq
≤ |f(x)||g(x)|

‖f‖p‖g‖q

となる. したがって, 両辺を積分すれば所望の不等式を得る.

97



命題 9.11.3 (Minkowskiの不等式). 　
0 < p < 1とする. このとき, f, g ∈ Lp(X,M, µ)に対して,

‖f + g‖pp ≤ ‖|f |+ |g|‖pp ≤ ‖f‖pp + ‖g‖pp,
‖f‖p + ‖g‖p ≤ ‖|f |+ |g|‖p.

証明. 補題 9.11.1(2)より,

|f(x) + g(x)|p ≤ (|f(x)|+ |g(x)|)p ≤ |f(x)|p + |g(x)|p

であるので積分することで第一の不等式を得る. 次に第二の不等式については a.e.x

で f(x), g(x) 6= 0と仮定してよいので, a.e.xに対して

(|f(x)|+ |g(x)|)p = (|f(x)|+ |g(x)|)p−1|f(x)|+ (|f(x)|+ |g(x)|)p−1|g(x)|

であるから, Hölderの不等式より

‖|f |+ |g|‖pp = ‖(|f |+ |g|)p−1f‖1 + ‖(|f |+ |g|)p−1g‖1
≥ ‖(|f |+ |g|)p−1‖q(‖f‖p + ‖g‖p)
= ‖|f |+ |g|‖p/qp (‖f‖p + ‖g‖p)

となる. なお, (|f | + |g|)p−1 ∈ Lq(X,M, µ)については第一の不等式からわかる.

よって,

‖|f |+ |g|‖p = ‖|f |+ |g|‖p−p/q
p ≥ ‖f‖p + ‖g‖p.

補題 9.11.4. 1 < p ≤ 2とし, q = p/(p− 1)とすると,

(1 + x)q + (1− x)q ≤ 2(1 + xp)q−1 (∀x ∈ [0, 1]).

証明. 任意に 0 < x < 1を取り,

fx(s) := (1 + s1−qx)(1 + sx)q−1 + (1− s1−qx)(1− sx)q−1 (s ∈ [0, 1])

とおく. 1 < p ≤ 2より 0 < xp−1 < 1であり, (q − 1)(p− 1) = 1より

fx(x
p−1) = (1 + x0)(1 + xp)q−1 + (1− x0)(1− xp)q−1 = 2(1 + xp)q−1

である. また, fx(1) = (1 + x)q + (1 − x)q である. よって, s ∈ (0, 1)に対して
f ′
x(s) ≤ 0が成り立つことを示せば,

(1 + x)q + (1− x)q = fx(1) ≤ fx(x
p−1) = 2(1 + xp)q−1
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がわかる. さて, s ∈ (0, 1)に対して,

f ′
x(s) = (1− q)s−qx(1 + sx)q−1 + (q − 1)x(1 + s1−qx)(1 + sx)q−2

− (1− q)s−qx(1− sx)q−1 − (q − 1)x(1− s1−qx)(1− sx)q−2

= (q − 1)x

[
(1 + sx)q−2(−s−q(1 + sx) + (1 + s1−qx))

+ (1− sx)q−2(s−q(1− sx)− (1− s1−qx))

]
= (q − 1)x(1− s−q)[(1 + sx)q−2 − (1− sx)q−2]

である. 1 < p ≤ 2より 2 ≤ q <∞であるので, s ∈ (0, 1)に対して, 1− s−q < 0か
つ (1 + sx)q−2 − (1− sx)q−2 > 0である. よって, f ′

x(s) ≤ 0である.

補題 9.11.5. 以下の不等式が成り立つ.

(1) 1 < p ≤ 2とし, q = p/(p− 1)とすると,

|z + w|q + |z − w|q ≤ 2(|z|p + |w|p)q−1 (∀z, w ∈ C).

(2) 2 ≤ p <∞とし, q = p/(p− 1)とすると,

|z + w|q + |z − w|q ≥ 2(|z|p + |w|p)q−1 (∀z, w ∈ C).

証明. (1): z, w = 0のときは成り立つので z, w 6= 0とする. 0 < |z| ≤ |w|とし
てよい. このとき, z/w = r exp(iθ), 0 < r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2πと表せる. ゆえに,

q/(q − 1) = pに注意すると, 所望の不等式を得るためには任意の θ ∈ [0, 2π]に対
して

|1 + r exp(iθ)|q + | − 1 + r exp(iθ)|q ≤ 2(rp + 1)q−1

が成り立つことを示せば十分である. θ = 0の場合はすぐ上の補題から成り立つ.

そのほかの θについて見るために,

f(θ) : = |1 + r exp(iθ)|q + | − 1 + r exp(iθ)|q

= ((1 + r cos(θ))2 + r2 sin2(θ))q/2 + ((−1 + r cos(θ))2 + r2 sin2(θ))q/2

= (1 + 2r cos(θ) + r2)q/2 + (1− 2r cos(θ) + r2)q/2

とおく. f(0)が f の最大値であることを示せば証明は完了する. 対称性から θ ∈
[0, π/2]の場合を示せば十分である. θ ∈ [0, π/2]に対して

f ′(θ) =
q

2
(−2r sin(θ))(1 + 2r cos(θ) + r2)

q
2
−1

+
q

2
(2r sin(θ))(1− 2r cos(θ) + r2)

q
2
−1

= qr sin(θ)
(
(1− 2r cos(θ) + r2)

q
2
−1 − (1 + 2r cos(θ) + r2)

q
2
−1
)
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である. さらに, 1 < p ≤ 2より q ≥ 2であるから cos(θ) ≥ 0より

(1− 2r cos(θ) + r2)
q
2
−1 − (1 + 2r cos(θ) + r2)

q
2
−1 ≤ 0

である. よって, f ′(θ) ≤ 0である. これより f は θ = 0で最大値をとる.

(2): 1 < q ≤ 2かつ p = q/(q − 1)である. したがって, (1)より,

|z + w|p + |z − w|p ≤ 2(|z|q + |w|q)p−1 (∀z, w ∈ C).

ゆえに, q(p − 1) = pに注意すると, 任意の u, v ∈ Cに対して z = (u + v)/2, w =

(u− v)/2とおくことで,

|u|p + |v|p ≤ 2
1

2p
(|u+ v|q + |u− v|q)p−1 = 21−p(|u+ v|q + |u− v|q)p−1

となる. p− 1 = 1/(q − 1)であるから,

21/(q−1)(|u|p + |v|p) ≤ (|u+ v|q + |u− v|q)1/(q−1)

となる. よって, 両辺を q − 1乗することで所望の不等式を得る.

定理 9.11.6 (Clarksonの不等式 1). 　
(X,M, µ)を測度空間とする. p ∈ (1,∞), q = p/(p− 1)とする. このとき, 任意の
f, g ∈ Lp(X,M, µ)に対して,

(1) 1 < p ≤ 2ならば,

‖f + g‖qp + ‖f − g‖qp ≤ 2
(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)q−1

.

(2) 2 ≤ p <∞ならば,

‖f + g‖qp + ‖f − g‖qp ≥ 2
(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)q−1

.

注意 9.11.7. 上の定理で p = 2の場合は内積空間の中線定理に他ならない. これら
の不等式は Lp空間がHilbert空間に近い性質を持つことを含意する [39].

証明. (1): p < 2としてよい. q(p− 1) = pに注意する. 0 < p− 1 < 1であるから
Minkowskiの不等式より,

‖|f + g|q + |f − g|q‖p−1 ≥ ‖|f + g|q‖p−1 + ‖|f − g|q‖p−1

= ‖f + g‖p/(p−1)
p + ‖f − g‖p/(p−1)

p

= ‖f + g‖qp + ‖f + g‖qp
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である. 一方, (q − 1)(p− 1) = 1および補題 9.11.5(1)より,

‖|f + g|q + |f − g|q‖p−1 ≤ ‖2(|f |p + |g|p)q−1‖p−1

= 2

(∫
X

(|f |p + |g|p)(q−1)(p−1)dµ

)1/(p−1)

= 2
(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)q−1

である. よって, 所望の不等式を得る.

(2): q(p− 1) = pに注意する. p− 1 ≥ 1であるから 三角不等式より,

‖|f + g|q + |f − g|q‖p−1 ≤ ‖|f + g|q‖p−1 + ‖|f − g|q‖p−1

= ‖f + g‖p/(p−1)
p + ‖f − g‖p/(p−1)

p

= ‖f + g‖qp + ‖f + g‖qp

である. 一方, (q − 1)(p− 1) = 1および補題 9.11.5(2)より,

‖|f + g|q + |f − g|q‖p−1 ≥ ‖2(|f |p + |g|p)q−1‖p−1

= 2

(∫
X

(|f |p + |g|p)(q−1)(p−1)dµ

)1/(p−1)

= 2
(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)q−1

である. よって, 所望の不等式を得る.

次にClarksonにより示されたもうひとつの不等式を示していく.

補題 9.11.8. (1) 1 < p ≤ 2とすると,

xp + yp ≥ (x2 + y2)p/2 (∀x, y ≥ 0).

(2) 2 ≤ p <∞とすると,

xp + yp ≤ (x2 + y2)p/2 (∀x, y ≥ 0).

証明. (1): 関数 f : [0, 1] 3 t 7→ (tp + 1)− (1 + t2)p/2 ∈ Rが非負であることを示せ
ばよいが, 1 < p ≤ 2より s 7→ sp/2−1は単調減少であるので,

f ′(t) = ptp−1 − p

2
(2t)(1 + t2)p/2−1 ≥ ptp−1 − pttp−1 = 0

となる. よって, f(0) = 0と合わせて f ≥ 0である.

(2): (1)の証明中の f について, 2 ≤ p <∞より s 7→ sp/2−1が単調増加であること
から,

f ′(t) = ptp−1 − p

2
(2t)(1 + t2)p/2−1 ≤ ptp−1 − pttp−1 = 0

となるので f ≤ 0である. これよりわかる.
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補題 9.11.9. 以下の不等式が成り立つ.

(1) 1 < p ≤ 2とすると,

2p−1(|z|p + |w|p) ≤ |z + w|p + |z − w|p ≤ 2(|z|p + |w|p) (∀z, w ∈ C).

(2) 2 ≤ p <∞とすると,

2p−1(|z|p + |w|p) ≥ |z + w|p + |z − w|p ≥ 2(|z|p + |w|p) (∀z, w ∈ C).

証明. (1): 第一の不等式については, 1 < p ≤ 2より s 7→ sp/2が凹関数であること
および Cにおける中線定理と補題 9.11.8(1)から

|z + w|p + |z − w|p ≤ (|z + w|2 + |z − w|2)p/2

= (2(|z|2 + |w|2))p/2

= 2p/22p/2
(
|z|2

2
+

|w|2

2

)
≤ 2p

1

2
(|z|p + |w|p)

となるので成り立つ. 第二の不等式は第一の不等式において z = u+ v, w = u− v

とすることで得られる.

(2): 第一の不等式については, Cにおける中線定理と補題 9.11.8(2)および r ≥
1, a, b ≥ 0に対する不等式 (a+ b)r ≤ 2r−1(ar + br)より,

|z + w|p + |z − w|p ≤ (|z + w|2 + |z − w|2)p/2

= (2(|z|2 + |w|2))p/2

≤ 2p/22p/2−1(|z|p + |w|p)
= 2p−1(|z|p + |w|p)

となるので成り立つ. 第二の不等式は第一の不等式において z = u+ v, w = u− v

とすることで得られる.

定理 9.11.10 (Clarksonの不等式 2). 　
(X,M, µ)を測度空間とする. p ∈ (1,∞), q = p/(p− 1)とする. このとき, 任意の
f, g ∈ Lp(X,M, µ)に対して,

(1) 1 < p ≤ 2ならば,

‖f + g‖pp + ‖f − g‖pp ≤ 2(‖f‖pp + ‖g‖pp).

(2) 2 ≤ p <∞ならば,

‖f + g‖pp + ‖f − g‖pp ≥ 2
(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)
.

102



証明. 前補題を f(x), g(x)に対して適用して全体を積分すればよい.

次の不等式の証明は [19]による.

定理 9.11.11 (Clarksonの不等式). 　
(X,M, µ)を測度空間とする. p ∈ (1,∞), q = p/(p − 1), a = min{p, q}とすると,

任意の f, g ∈ Lp(X,M, µ)に対して,

‖f + g‖ap + ‖f − g‖ap ≤ 2(‖f‖ap + ‖g‖ap).

証明. まず 1 < p ≤ 2の場合を考える. このとき, p ≤ 2 ≤ q < ∞であるので
a = min{p, q} = pである. したがって, 定理 9.11.10(1)より,

‖f + g‖ap + ‖f − g‖ap = ‖f + g‖pp + ‖f − g‖pp
≤ 2(‖f‖pp + ‖g‖pp)
= 2(‖f‖ap + ‖g‖ap)

である. 次に 2 ≤ p < ∞の場合を考える. このとき, 1 < q ≤ 2 ≤ pであるので
a = min{p, q} = qである. 定理 9.11.6(2)において, f = u+ v, g = u− vとおくこ
とで,

2q−1
(
‖u‖qp + ‖v‖qp

)
≥
(
‖u+ v‖pp + ‖u− v‖pp

)q−1

を得る. (p− 1)(q − 1) = 1であるから, 両辺を p− 1乗して

‖u+ v‖pp + ‖u− v‖pp ≤ 2
(
‖u‖qp + ‖v‖qp

)p−1

を得る. 一方, 補題 9.11.1(1)より任意の r ∈ [1,∞), x, y ≥ 0に対して, (x + y)r ≤
2r−1(xr + yr)であるから, q(p− 1) = pに注意すると,

‖u+ v‖pp + ‖u− v‖pp = ‖u+ v‖q(p−1)
p + ‖u− v‖q(p−1)

p

≥ 1

2p−2

(
‖u+ v‖qp + ‖u− v‖qp

)p−1

である. よって,(
‖u+ v‖qp + ‖u− v‖qp

)p−1 ≤ 2p−1
(
‖u+ v‖qp + ‖u− v‖qp

)p−1

であるので, a = qより

‖u+ v‖ap + ‖u− v‖ap ≤ 2
(
‖u+ v‖ap + ‖u− v‖ap

)
.
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9.12 Jackson評価

本節では Jackson評価の証明を与える. 本節を書くにあたって参照した文献は,

Mhaskar[10], Mhaskar, Micchelli[11], Schultz[29], 猪狩 [43]である. まず次の不等
式を示す.

定理 9.12.1 (積分形のMinkowskiの不等式). 　
1 ≤ p < ∞とし (X,M, µ), (Y,N , ν)を σ-有限な測度空間とする. このとき, 直積
可測空間X × Y 上の可測関数 f ≥ 0に対して,{∫

X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)

}1/p

≤
∫
Y

(∫
X

f(x, y)pdµ(x)

)1/p

dν(y).

証明. p = 1の場合は Fubini-Tonelliの定理より明らか. 1 < p <∞とする.

F (x) :=

∫
Y

f(x, y)dν(y)

とおくと, F はX上の可測関数である (Fubini-Tonelliの定理を参照されたい). そ
して, Fubini-Tonelliの定理とHölderの不等式より∫

X

F (x)pdµ(x) =

∫
X

F (x)p−1

∫
Y

f(x, y)dν(y)dµ(x)

=

∫
X

∫
Y

F (x)p−1f(x, y)dν(y)dµ(x)

=

∫
Y

∫
X

F (x)p−1f(x, y)dµ(x)dν(y)

≤
∫
Y

(∫
X

F (x)q(p−1)dµ(x)

)1/q (∫
X

f(x, y)pdµ(x)

)1/p

dν(y)

=

(∫
X

F (x)pdµ(x)

)1/q ∫
Y

(∫
X

f(x, y)pdµ(x)

)1/p

dν(y)

となるので
(∫

X
F (x)pdµ(x)

)1/q
で両辺を割れば所望の不等式を得る.

系 9.12.2. 1 ≤ p < ∞とし (X,M, µ), (Y,N , ν)を σ-有限な測度空間とする. この
とき, Y 上の可測関数 g ≥ 0と直積可測空間X × Y 上の可測関数 f ≥ 0に対して,{∫

X

(∫
Y

g(y)f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)

}1/p

≤
∫
Y

g(y)

(∫
X

f(x, y)pdµ(x)

)1/p

dν(y).

9.12.1 一般 Jackson核の性質

定義 9.12.3 (三角多項式). N = 0, 1, 2, . . .に対して,∑
|α|≤N

cα exp(iα
Tx) (cα ∈ C, x ∈ Rd)
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と表される関数を高々N 次の d変数三角多項式という. ここで α ∈ Zdであり,

|α| = |α1|+ · · ·+ |αd|

である. また, |α| = N を満たすある α ∈ Zdに対して cα 6= 0となるならばN 次の
d変数三角多項式という.

定義 9.12.4 (Dirichlet核). 　
N = 0, 1, . . .に対して次の関数をN 次のDirichlet核という.

DN(x) :=
sin
(
N + 1

2

)
sin x

2

(x ∈ R)

命題 9.12.5. 次の式が成り立つ.

DN(x) = 1 + 2
N∑

n=1

cos(nx) =
N∑

n=−N

exp(inx) (x ∈ R).

特にN 次のDirichlet核はN 次の 1変数三角多項式である.

証明. 複素数 z 6= 1に対して,

1 + 2
N∑

n=1

zn =
1 + z − 2zn+1

1− z

であるので z = exp(ix)とおき右辺の分母分子に exp(−ix/2)をかけると

cos(x/2)−
[
cos
(
N + 1

2

)
x+ i sin

(
N + 1

2

)
x
]

−i sin(x/2)

となる. よって, 実部を比較することで所望の等式を得る.

定義 9.12.6 (Fejér核). 　
N = 0, 1, 2, . . .に対して次の関数をN 次の Fejér核という.

FN(x) :=
1

N + 1

[
sin 1

2
(N + 1)x

sin 1
2
x

]2
命題 9.12.7. 次の式が成り立つ.

FN(x) = 1 + 2
N∑

n=1

(
1− n

N + 1

)
cosnx =

N∑
n=−N

(
1− |n|

N + 1

)
exp(inx)

特にN 次の Fejér核はN 次の 1変数三角多項式である.
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証明. DN(x) =
∑N

n=−N exp(inx)を使うと,

N∑
n=−N

(
1− |n|

N + 1

)
exp(inx) =

1

N + 1
(D0(x) +D1(x) + ·+DN(x))

がわかる. したがって, DN の定義より

N∑
n=−N

(
1− |n|

N + 1

)
exp(inx)

=
1

N + 1

1

2 (sin(x/2))2

(
N∑

n=0

2 sin(n+
1

2
)x · sin(x/2)

)

=
1

N + 1

1

2 (sin(x/2))2

(
N∑

n=0

(cosnx− cos(n+ 1)x)

)
=

1

N + 1

1

2 (sin(x/2))2
(1− cos(N + 1)x)

=
1

N + 1

1

2 (sin(x/2))2
2 sin

(
N + 1

2
x

)
= FN(x)

となる.

定義 9.12.8 (一般 Jackson核). 　
N = 1, 2, 3, . . .と r = 2, 3, 4, · · · に対して次の関数を一般 Jackson核という.

JN,r(x) :=
1

cN,r

[
sin N

2
x

sin 1
2
x

]2r
.

ここに定数 cN,rは
1

2π

∫ π

−π

JN,r(x)dx = 1

となるように選ぶ.

注意9.12.9. 一般Jackson核はN−1次のFejér核をr乗したものなので高 r々(N−1)

次の 1変数三角多項式である.

一般 Jackson核の定数 cN,rについて次が成り立つ.

命題 9.12.10. r = 2, 3, 4, · · · に対して,(
2

π

)2r

N2r−1 ≤ cN,r ≤ π2r−1

(
1

22r
+

1

2r − 1

)
N2r−1 (∀N = 0, 1, 2, . . .).
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証明.

f(x) =

[
sin N

2
x

sin 1
2
x

]2r
とおくと定義から

cN,r =
1

π

∫ π

0

f(x)dx

である. 2x/π ≤ sinx ≤ x (0 ≤ x ≤ π/2)より,

cN,r =
1

π

(∫ 1/N

0

f(x)dx+

∫ π

1/N

f(x)dx

)

≤ 1

π

(∫ 1/N

0

(
Nx/2

x/π

)2r

dx+

∫ π

1/N

(
1

x/π

)2r

dx

)

≤ 1

π

((
πN

2

)2r ∫ 1/N

0

1dx+ π2r

∫ ∞

1/N

1

x2r
dx

)

= π2r−1

(
N2r−1

22r
+
N2r−1

2r − 1

)
である. また,

cN,r ≥
1

π

∫ π/N

0

f(x)dx ≥ 1

π

∫ π/N

0

(
2
π
N
2
x

x/2

)2r

dx

=
1

π

(
2
π
N
2
x

x/2

)2r
π

N
=

(
2

π

)2r

N2r−1.

この命題より一般 Jackson核 JN,rについて次の評価が成り立つことがわかる.

命題 9.12.11. N = 1, 2, 3, . . .と r = 2, 3, 4, . . .に対して次が成り立つ.

JN,r(x) ≤
(π
2

)4r
N (|x| ≤ π),

JN,r(x) ≤
(
π2

2x

)2r

N−2r+1 (|x| ≤ π).

証明. 第一の不等式は cN,rの下からの評価と 2x/π ≤ sinx ≤ x (0 ≤ x ≤ π/2)より

JN,r(x) =
1

cN,r

(
sin N

2
x

sin x
2

)2r

≤ 1

N2r−1

(π
2

)2r( N
2
x

1
π
x

)2r

=
(π
2

)4r
N

となり成立する. 第二の不等式は同様に

JN,r(x) ≤
1

N2r−1

(π
2

)2r ( 1
1
π
x

)2r

=

(
π2

2x

)2r

N−2r+1.
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補題 9.12.12. N = 2, 3, . . .と r = 2, 3, 4, . . .に対して, q = 0, 1, . . . , 2r − 2ごとに
定数Cq > 0が存在して

1

π

∫ π

0

xqJN,r(x)dx ≤ Cq
1

N q

となる. さらに定数CqとしてCq ≤ 2−4r+q+2π4r−1を満たすものが取れる.

証明. 命題 9.12.11より

1

π

∫ π

0

xqJN,r(x)dx =
1

π

(∫ 2/N

0

xqJN,r(x)dx+

∫ π

2/N

xqJN,r(x)dx

)

≤ 1

π

(∫ 2/N

0

xq
(π
2

)4r
Ndx+

∫ ∞

2/N

xq
(
π2

2x

)2r

N−2r+1dx

)

=
π4r−1

24r

(
N

∫ 2/N

0

xqdx+ 22rN−2r+1

∫ ∞

2/N

xq−2rdx

)

=
π4r−1

24r

(
N

q + 1

(
2

N

)q+1

+
22rN−2r+1

2r − q − 1

(
2

N

)1+q−2r
)

=
π4r−1

24r

(
2q+1

q + 1
+

2q+1

2r − q − 1

)
1

N q
≤ π4r−12−4r+q+2 1

N q
.

9.12.2 差分, 滑率の性質

定義 9.12.13 (差分, 滑率). 　
関数 f : R → Rと r = 1, 2, 3, . . .および h ∈ Rに対して

∆r
h(f)(x) :=

r∑
k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ kh) (x ∈ R)

を f の r階の差分という. また, f が 2π周期の周期関数で I = (−π, π) ⊂ Rと
p ∈ [1,∞]に対して f ∈ Lp(I)のとき

ωr(f)p,I(t) := sup
0<h≤t

‖∆r
h(f)‖Lp(I) (t > 0)

を f の r階の滑率 (modulus of smoothness)という.

命題 9.12.14. 関数 f : R → Rと h ∈ Rに対して次が成り立つ.

∆1
h(∆

r−1
h (f)) = ∆r

h(f) = ∆r−1
h (∆1

h(f)) (r = 1, 2, 3, . . .)

となる. ただし, ∆0
h(f) = f とする.
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証明. rに関する帰納法. r = 1での成立は明らか. rで成立すると仮定すると,(
r

k

)
+

(
r

k − 1

)
=

(
r + 1

k

)
であるから,

∆r
h(∆

1
h(f))(x) =

r∑
k=0

(
r

k

)
(−1)r−k∆1

h(f)(x+ kh)

=
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−k[f(x+ (k + 1)h)− f(x+ kh)]

=
r∑

k=1

(−1)r+1−k

((
r

k

)
+

(
r

k − 1

))
f(x+ kh)

+ (−1)r+1f(x) + f(x+ (r + 1)h)

=
r+1∑
k=0

(
r + 1

k

)
(−1)r+1−kf(x+ kh) = ∆r+1

h (f)(x).

よって, 第二の等式は成立する. 同様に

∆1
h(∆

r
h(f))(x) = ∆r

h(f)(x+ h)−∆r
h(f)(x)

=
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ (k + 1)h)−

r∑
k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ kh)

= ∆r+1
h (f)(x)

であるから第一の等式も成立する.

命題 9.12.15. 関数 f : R → Rと整数 n ≥ 1, h ∈ R, r = 1, 2, 3, . . .に対して次の等
式が成り立つ.

∆r
nh(f)(x) =

n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

∆r
h(f)(x+ k1h+ · · ·+ krh) (x ∈ R).

証明. rに関する帰納法による. まず,

n−1∑
k1=0

∆1
h(f)(x+k1h) =

n−1∑
k=0

[f(x+(k+1)h−f(x+kh)] = f(x+nh)−f(x) = ∆1
nh(f)(x)

であるから r = 1で成立する. 次に rで成立すると仮定すると, ∆r+1
nh = ∆1

nh∆
r
nhで
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あるから,

∆r+1
nh (f)(x)

= ∆1
nh

(
n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

∆r
h(f)(·+ k1h+ · · ·+ krh)

)
(x)

=
n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

[∆r
h(f)(x+ nh+ k1h+ · · ·+ krh)−∆r

h(f)(x+ k1h+ · · ·+ krh)]

=
n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

n−1∑
kr+1=0

[
∆r

h(f)(x+ k1h+ · · ·+ krh+ (kr+1 + 1)h)

−∆r
h(f)(x+ k1h+ · · ·+ krh+ kr+1h)

]

=
n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

n−1∑
kr+1=0

∆1
h (∆

r
h(f)(·+ k1h+ · · ·+ krh+ kr+1h)) (x)

=
n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

n−1∑
kr+1=0

∆r+1
h (f)(x+ k1h+ · · ·+ krh+ kr+1h).

命題 9.12.16. I = (−π, π) ⊂ Rとおく. 周期 2πの周期関数 f : R → Rであって,

ある p ∈ [1,∞]について f ∈ Lp(I)となるものに対して次の不等式が成り立つ.

ωr(f)p,I(nt) ≤ nrωr(f)p,I(t), ωr(f)p,I(λt) ≤ (λ+ 1)rωr(f)p,I(t) (λ > 0).

証明. すぐ上の命題より

wr(f)p,I(nt) = sup
0<h≤nt

‖∆r
h(f)‖Lp(I) = sup

0<h≤t
‖∆r

nh(f)‖Lp(I)

≤ sup
0<h≤t

n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

‖∆r
h(f)(·+ k1h+ · · ·+ krh)‖Lp(I)

となる. ゆえに p = ∞の場合は f の周期性より成立する. 次に p < ∞とする. f

の周期性 (およびすぐ下の注意)より

‖∆r
h(f)(·+ k1h+ · · ·+ krh)‖pLp(I)

=

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ kh+ k1h+ · · ·+ krh)

∣∣∣∣∣
p

dx

=

∫ π+k1h+···+krh

−π+k1h+···+krh

∣∣∣∣∣
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ kh)

∣∣∣∣∣
p

dx

=

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ kh)

∣∣∣∣∣
p

dx = ‖∆r
h(f)‖

p
Lp(I) .
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である. よって,

wr(f)p,I(nt) ≤ sup
0<h≤t

n−1∑
k1=0

· · ·
n−1∑
kr=0

‖∆r
h(f)(·+ k1h+ · · ·+ krh)‖Lp(I)

= nr sup
0<h≤t

‖∆r
h(f)‖Lp(I) = nrωr(f)p,I(t).

第二式については n < λ ≤ n+ 1なる整数 nをとると, 前半より

wr(f)p,I(λt) ≤ wr(f)p,I((n+ 1)t) ≤ (n+ 1)rωr(f)p,I(t) ≤ (λ+ 1)rωr(f)p,I(t).

注意 9.12.17. 周期 2aの関数 f : R → Rと b ∈ Rに対して∫ a+b

−a+b

f(x)dx =

∫ a

−a

f(x)dx

である. 実際,∫ a+b

−a+b

f(x)dx =

∫ a

−a+b

f(x)dx+

∫ a+b

a

f(x)dx

=

∫ a

−a+b

f(x)dx+

∫ −a+b

−a

f(x+ 2a)dx

=

∫ a

−a+b

f(x)dx+

∫ −a+b

−a

f(x)dx =

∫ a

−a

f(x)dx.

命題 9.12.18. I = (−π, π)とおく. 周期 2πの周期関数 f : R → Rであって, ある
p ∈ [1,∞]について f ∈ Lp(I)であるものに対して,

‖∆r
t (f)‖Lp(I) ≤ wr(f)p,I(|t|) (|t| < π).

証明. t ≥ 0のときは定義より明らかである. t ∈ (−π, 0)とする. f の周期性より

‖∆r
t (f)‖Lp(I) =

∥∥∥∥∥
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(·+ kt)

∥∥∥∥∥
Lp(I)

=

∥∥∥∥∥
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(·+ (k − r)t)

∥∥∥∥∥
Lp(I)

=

∥∥∥∥∥
r∑

k=0

(
r

r − k

)
(−1)kf(x+ k(−t))

∥∥∥∥∥
Lp(I)

=

∥∥∥∥∥(−1)−r

r∑
k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(·+ k(−t))

∥∥∥∥∥
Lp(I)

= ‖∆r
−t(f)‖Lp(I) ≤ wr(f)p,I(|t|).
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9.12.3 Lpかつ 2π周期で 1変数の場合

補題 9.12.19. 関数 g : R → Rはある正の整数 kについて 2π/k周期の関数である
とする. このとき, kで割り切れない任意の整数 lについて∫ π

−π

g(t) cos(lt)dt =

∫ π

−π

g(t) sin(lt)dt = 0.

証明. gは 2π周期関数でもあるので,∫ π

−π

g(t) exp(ilt)dt =

∫ π+2π/k

−π+2π/k

g(s+ 2π/k) exp(il(s+ 2π/k))ds

= exp(2πil/k)

∫ π+2π/k

−π+2π/k

g(s) exp(ils)ds

= exp(2πil/k)

∫ π

−π

g(s) exp(ils)ds

である. exp(2πil/k) 6= 1であるので所望の等式を得る.

補題 9.12.20. r ≥ 2とする. 整数 n ≥ 1に対してm(n, r) = bn/rc + 1とおき
Kn,r := Jm(n,r),rとおく (ただし, bxcは xを超えない最大の整数を表し, JN,rは一
般 Jackson核である). すると, 定数Cr > 0が存在して∫ π

0

tqKn,r(t)dt ≤ Cr
1

nq
(q = 0, 1, . . . , 2r − 2)

となる. また, 周期 2πの周期関数 f : R → Rで f ∈ L1(I)なるものに対して

Sn,r(f)(x) :=

∫ π

−π

(∆r
t (f)(x) + f(x))Kn,r(t)dt

と定めると, Sn,r(f)は高々n次の三角多項式である.

証明. (前半)：補題 9.12.12より定数 Cr > 0が存在して q = 0, 1, . . . , 2r − 2に対
して ∫ π

0

tqKn,r(t)dt =

∫ π

0

tqJm(n,r),r(t)dt ≤ Cr
1

m(n, r)q
≤ Cr

rq

nq

となる. したがって, 改めてCrr
2r−2をCrとおくことにすれば∫ π

0

tqKn,r(t)dt ≤ Cr
1

nq
(q = 0, 1, . . . , 2r − 2)

となる.

(後半)：一般Jackson核の定義よりKn,r = Jm(n,r),rは高 r々(m(n, r)−1) = rbn/rc ≤
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n次の三角多項式であり, 偶関数であるのでKn,r(t)は 1, cos(t), cos(2t), . . . , cos(nt)

の線形結合で表される. ゆえに Sn,r(f)(x)は∫ π

−π

f(x+ kt) cos(lt)dt (k = 0, . . . , r, l = 1, . . . , n)

の線形結合で表される. k = 0のとき上の式は定数である. k = 1, . . . , rに対して
は t 7→ f(x + kt)は 2π/k周期なのですぐ上の補題より kで割り切れない任意の
l = 1, . . . , nについて ∫ π

−π

f(x+ kt) cos(lt)dt = 0

となる. また, kで割り切れる任意の l = 1, . . . , nについてはm = l/kとおくと∫ π

−π

f(x+ kt) cos(lt)dt

=

∫ x+kπ

x−kπ

f(u) cos

(
l(u− x)

k

)
1

k
du (u = x+ kt)

=

∫ x+kπ

x−kπ

1

k
f(u)(cos(mu) cos(mx) + sin(mu) sin(mx))du

=

(∫ x+kπ

x−kπ

1

k
f(u) cos(mu)du

)
cos(mx) +

(∫ x+kπ

x−kπ

1

k
f(u) sin(mu)du

)
sin(mx)

=

(∫ kπ

−kπ

1

k
f(u) cos(mu)du

)
cos(mx) +

(∫ kπ

−kπ

1

k
f(u) sin(mu)du

)
sin(mx)

となる. よって, m ≤ nに注意すれば Sn,r(f)が高々n次の三角多項式であること
がわかる.

定理 9.12.21. I = (−π, π)とおき, r ≥ 2, p ∈ [1,∞]とする. このとき, 次をみ
たす定数 C が存在する: 周期 2πの周期関数 f : R → Rであって, あるについて
f ∈ Lp(I)であるものに対して

‖Sn,r(f)− f‖Lp(I) ≤ Cωr(f)p,I

(
1

n

)
(n = 1, 2, 3, . . .)

となる.

証明. すぐ上の補題の前半より, nに依存しない定数Cが存在して∫ π

−π

Kn,r(t)(n|t|+ 1)rdt = 2

∫ π

0

Kn,r(t)(n|t|+ 1)r ≤ C

となる. まず p = ∞の場合を考える.∫ π

−π

Kn,r(t)dt = 1
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であることに注意すれば, 任意の x ∈ Iに対して命題 9.12.16より

|Sn,r(f)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ π

−π

[∆r
t (f)(x) + f(x)]Kn,r(t)dt−

∫ π

−π

f(x)Kn,r(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ π

−π

∆r
t (f)(x)Kn,r(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

−π

|∆r
t (f)(x)Kn,r(t)|dt

≤
∫ π

−π

‖∆r
t (f)(x)‖L∞(I)Kn,r(t)dt ≤

∫ π

−π

Kn,r(t)ωr(f)∞,I(|t|)dt

≤
∫ π

−π

Kn,r(t)ωr(f)∞,I

(
n|t| 1

n

)
dt

≤ ωr(f)∞,I

(
1

n

)∫ π

−π

Kn,r(t)(n|t|+ 1)rdt ≤ Cωr(f)∞,I

(
1

n

)
.

次に 1 ≤ p <∞の場合を考える. 積分形のMinkowskiの不等式および命題 9.12.16

より
‖Sn,r(f)− f‖Lp(I)

=

(∫ π

−π

∣∣∣∣∫ π

−π

∆r
t (f)(x)Kn,r(t)dt

∣∣∣∣p dx)1/p

≤
∫ π

−π

Kn,r(t)‖∆r
t (f)‖Lp(I)dt ≤

∫ π

−π

Kn,r(t)ωr(f)p,I(|t|)dt

≤ ωr(f)p,I

(
1

n

)∫ π

−π

Kn,r(t)(n|t|+ 1)rdt ≤ Cωr(f)p,I

(
1

n

)
.

9.12.4 Lpかつ 2π周期で多変数の場合

この節では多変数の場合を扱う.

補題 9.12.22. I = (−π, π)とおき, 1 ≤ p ≤ ∞とする. また, T をLp(I)からLp(I)

への有界線形写像とする. このとき, f ∈ Lp(Id)に対して f の i番目の変数以外を
固定して得られる 1変数関数に T を作用させたものを Tif とかくことにする. つ
まり, x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd ∈ Iに対して関数 fiを

fi : I 3 x→ f(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xd) ∈ R

により定め (Tif)(x1, . . . , xd) := (Tfi)(xi)と定義する. すると Tif ∈ Lp(Id)である.

証明.

‖Tif‖Lp(Id) = ‖‖Tif‖Lp(I)‖Lp(Id−1) ≤ ‖‖T‖‖fi‖Lp(I)‖Lp(Id−1) = ‖T‖‖f‖Lp(Id).
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補題 9.12.23. I = (−π, π)とおき, 1 ≤ p ≤ ∞とする. また, T をLp(I)からLp(I)

への有界線形写像とする. このとき, f ∈ Lp(Id)に対して, εi := ‖f − Tif‖Lp(Id)と
おき, N = 1, . . . , dに対して TN = TNTN−1 · · ·T1とおくと,

‖f − TNf‖Lp(Id) ≤
N∑
i=1

εi‖T‖N−i.

証明. N に関する帰納法. N = 1での成立は明らか. N で成立するとすると,

‖f − TN+1f‖Lp(Id) ≤ ‖f − TN+1f‖Lp(Id) + ‖TN+1f − TN+1T
Nf‖Lp(Id)

= ‖f − TN+1f‖Lp(Id) + ‖‖TN+1(f − TNf)‖Lp(I)‖Lp(Id−1)

≤ εN+1 + ‖‖T‖‖f − TNf‖Lp(I)‖Lp(Id−1)

= εN+1 + ‖T‖‖f − TNf‖Lp(Id)

≤ εN+1 + ‖T‖
N∑
i=1

εi‖T‖N−i =
N+1∑
i=1

εi‖T‖N+1−i

となるのでN + 1でも成立する.

命題 9.12.24. I = (−π, π)とおき, r, d ≥ 1とする. n = 1, 2, 3, . . .に対して

Kd
n,r := Jb n

rdc+1,r

とおく. このとき, 周期 2πの周期関数 f : R → Rであって, ある p ∈ [1,∞]につい
て f ∈ Lp(I)であるものに対して,

Sd
n,r(f)(x) :=

∫ π

−π

(∆r
t (f)(x) + f(x))Kd

n,r(t)dt

と定めると, Sd
n,r(f)は周期 2πの周期関数であって Lp(I)に属し,

‖Sd
n,r(f)‖Lp(I) ≤ (2r + 1)‖f‖Lp(I) (n = 1, 2, 3, . . .).

証明. 補題 9.12.20と同様にして Sd
n,r(f)は三角多項式であることがわかるので周

期 2πの周期関数である. 不等式を示そう. まず p = ∞の場合を考える. このとき,

任意の x ∈ [−π, π]に対して

|Sd
n,r(f)(x)| ≤

∫ π

−π

|∆r
t (f)(x) + f(x)|Kd

n,r(t)dt

≤

(
r∑

k=0

(
r

k

)
+ 1

)
‖f‖L∞(I)

∫ π

−π

Kd
n,r(t)dt = (2r + 1) ‖f‖L∞(I)
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となるのでよい. 次に p < ∞の場合を考える. このとき, 積分形のMinkowskiの
不等式より

‖Sd
n,r(f)‖Lp(I) ≤

∫ π

−π

Kd
n,r(t)

(∫ π

−π

|∆r
t (f)(x) + f(x)|pdx

)1/p

dt

≤
∫ π

−π

Kd
n,r(t)

(
r∑

k=0

(
r

k

)
+ 1

)
‖f‖Lp(I)dt = (2r + 1) ‖f‖Lp(I)

となる.

命題 9.12.25. I = (−π, π)とおき, 1 ≤ p ≤ ∞, r ≥ 2とする. f : Rd → Rは各変
数ごとに周期 2πの周期関数で f ∈ Lp(I)であるとする. このとき, x = (x1, . . . , xd)

に対して

Sd
n,r,j(f)(x) :=

∫ π

−π

[
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x1, . . . , xj + kt, . . . , xd) + f(x)

]
Kd

n,r(t)dt

とおき, k = 1, . . . , dに対してSk = Sd
n,r,kS

d
n,r,k−1 · · ·Sd

n,r,1とおくと, Sdfは高々n次
の d変数三角多項式であり,

‖f − Sdf‖Lp(Id) ≤
d∑

j=1

‖f − Sd
n,r,jf‖Lp(Id)(2

r + 1)d−j.

証明. k = 1, . . . , dに対し Skf は各変数ごとに 2π周期関数であり, xk+1, . . . , xdを
固定するとき Skf は x1, . . . , xkの関数として高々kbn/dc次の k変数三角多項式で
あることを帰納法で示す. まず S1f が各変数ごとに 2π周期関数であることは f の
周期性と Sn,r,1の定義より明らか. そして x2, . . . , xdを固定するとき f の周期性よ
り補題 9.12.20と同様にSn,r,1(f)(x1, . . . , xd)は x1の関数として高々bn/dc次の 1変
数三角多項式である. 次に kで成り立つと仮定する. Sk+1f の周期性は Skf の周期
性より従う. x1, . . . , xi, xk+2, . . . , xdを固定する. Skf の周期性より補題 9.12.20と
同様に Sk+1f は xk+1の関数として

cos(mxk+1), sin(mxk+1) (m = 0, . . . , bn/dc)

の線形結合で表されることがわかる. そして, その係数のうち x1, . . . , xkに依存す
る部分は補題 9.12.20の証明から∫ mπ

−mπ

1

k
(Skf)(x1, . . . , xk, u, xk+2, . . . , xd) cos(ju)du (j = 0, . . . , bn/dc),∫ mπ

−mπ

1

k
(Skf)(x1, . . . , xk, u, xk+2, . . . , xd) cos(ju)du (j = 0, . . . , bn/dc)
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である. 一方, 帰納法の仮定より Skf は x1, . . . , xkの関数として高々kbn/dc次の k

変数三角多項式であるので

(Skf)(x1, . . . , xk, u, xk+2, . . . , xd) =
∑

|α|≤k⌊n/d⌋

c(α)u,xk+2,...,xd
exp(i(α1x1 + · · ·+ αixk))

と表される. よって,

cos(mx) =
exp(imx) + exp(−imx)

2
, sin(mx) =

exp(imx)− exp(−imx)
2

であることに注意すれば Sk+1f は x1, . . . , xk+1の関数として

exp(i(α1x1 + αk+1xk+1)) (|α| ≤ (k + 1)bn/dc)

の線形結合で表される. これで k + 1の成立が示された. このことより前半の主張
は成立する. 後半の主張については前命題と補題 9.12.23より従う.

9.12.5 Sobolev空間の元の場合

本小節では, r ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞に対して定数 Cr,p > 0が存在して, 周期 2πの周
期関数 f : R → Rで任意の有界開区間 J ⊂ Rについて f ∈ W r,p(J)であるものに
対して

ωr(f)p,I

(
1

n

)
≤ Cr,p

1

nr
‖f (r)‖Lp(I) (n = 1, 2, 3, . . .) (1)

となることを示していく (ただし I = (−π, π)である). これが示されれば次のこと
がわかる.

定理 9.12.26. I = (−π, π)とおき, 1 ≤ d < ∞, 1 ≤ p ≤ ∞, r ≥ 2とする. このと
き, 次をみたす定数Cが存在する. f : Rd → Rが各変数ごとに周期 2πの周期関数
かつ任意の有界開区間 J ⊂ Rについて f ∈ W r,p(J)であるならば,

En,p(f) := inf{‖T − f‖Lp(Id) | T は高 n々次の d変数三角多項式 }

≤ C
1

nr

d∑
j=1

∥∥∂rj f∥∥Lp(Id)
(n = 1, 2, 3, . . .).

証明. 命題 9.12.25より Sdf は高々n次の d変数三角多項式であり,

‖f − Sdf‖Lp(Id) ≤
d∑

j=1

‖f − Sd
n,r,jf‖Lp(Id)(2

r + 1)d−j.

となる. f, Sd
n,r,jf を xjの関数とみなすとき定理 9.12.21と同様にして定数Cjが存

在して

‖f − Sd
n,r,j‖Lp(I) ≤ Cωr(f)p,I

(
1

n

)
(n = 1, 2, 3, . . .)
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となる. したがって, (1)より

‖f − Sdf‖Lp(Id) ≤
d∑

j=1

‖f − Sd
n,r,jf‖Lp(Id)(2

r + 1)d−j

≤ (2r + 1)d
d∑

j=1

‖‖f − Sd
n,r,jf‖Lp(I)‖Lp(Id−1)

≤ (2r + 1)dC
d∑

j=1

∥∥∥∥ωr(f)p,I

(
1

n

)∥∥∥∥
Lp(Id−1)

≤ C ′ 1

nr

d∑
j=1

∥∥∥∥∥∂rj f∥∥Lp(I)

∥∥∥
Lp(Id−1)

= C ′ 1

nr

d∑
j=1

∥∥∂rj f∥∥Lp(Id)

となる. これで示せた.

さらにこのことから次のこともわかる.

定理 9.12.27. 1 ≤ d <∞, 1 ≤ p ≤ ∞, r ≥ 2とする. このとき, nに依存しない定
数Cが存在して, 任意の f ∈ W r,p((−1, 1)d)に対して

En,p(f) := inf{‖P − f‖Lp((−1,1)d) | T は高 n々次の d変数多項式 }

≤ C
1

nr
‖f‖W r,p((−1,1)d) (n = 1, 2, 3, . . .).

証明. 次をみたす有界線形作用素が存在する (拡張作用素. 宮島 [37]を参照).

T : W r,p((−1, 1)d) → W r,p(Rd), (Tf)(x) = f(x) (∀x ∈ (−1, 1)d).

0 ≤ φ ∈ C∞
0 (Rd)を (−1, 1)d上で 1をとり (−3/2, 3/2)dの外で 0をとるものとする.

x ∈ Rdに対して g(x) := φ(x)(Tf)(x)とおく. そして x = (x1, . . . , xd) ∈ Rdに対
して

h(x) := g(2 cos(x1), . . . , 2 cos(xd))

とおく. すると, (−3/2, 3/2)dの外で g = 0ゆえ, 任意の空でない有界開区間 J ⊂ R
について hは各変数ごとに 2π周期の周期関数かつ h ∈ W r,p(J)である. したがっ
て, 特に, 命題 9.12.25よりSdhは高々n次の d変数三角多項式である. また, hは各
変数ごとに偶関数であるので命題 9.12.25の証明より Sdhは次のように表される:

(Sdh)(x) =
∑
|α|≤n

cα

d∏
j=1

cos(αjxj) (cα ∈ R).

ここで整数 k ≥ 0に対して高々k次の 1変数多項式 Tkが存在して

Tk(2 cos x) = cos(kx) (∀x ∈ R)
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となる (Chebyshev多項式). そこで高々n次の d変数多項式 Pf を

Pf (t) =
∑
|α|≤n

cα
∏

Tαj
(tj)

で定め, Φ(x) = (2 cos(x1), . . . , 2 cos(xd))とおくと, P (Φ(x)) = (Sdh)(x)となる.

よって, 変数変換と定理 9.12.26の証明より

‖f − Pf‖Lp((−1,1)d) ≤ ‖g − Pf‖Lp((−2,2)d) ≤ C‖g ◦ Φ− Pf ◦ Φ‖Lp((−π,π)d)

= ‖h− Sdh‖Lp((−π,π)d) ≤
C ′

nr

d∑
j=1

‖∂rjh‖Lp((−π,π)d)

≤ C ′′

nr
‖g‖W r,p((−2,2)d) (∵ ∀x /∈ (−3/2, 3/2)d, g(x) = 0)

≤ C ′′

nr
‖Tf‖W r,p((−2,2)d) ≤

C ′′

nr
‖T‖‖f‖W r,p((−1,1)d)

となる.

さて, 小節のはじめに述べたことを以下で示していこう.

命題 9.12.28. R上の関数Mr (r = 1, 2, 3, . . .)を次のように帰納的に定める.

M1 := χ[0,1], Mr(x) := (Mr−1 ∗M1)(x) =

∫
R
Mr−1(x− y)M1(y)dy

すると, suppMr ⊂ [0, r], 0 ≤Mr ≤ 1となる.

証明. r = 1での成立は明らか. r − 1で成立すると仮定する. すると,

0 ≤Mr(x) =

∫
R
Mr−1(x− y)M1(y)dy ≤

∫
[0,1]

1dy = 1 (∀x)

であり, x ∈ (−∞, 0) ∪ (r,∞)とすると y ∈ [0, 1]に対して x− y /∈ [0, r − 1]である
のでMr(x) = 0である.

命題 9.12.29. I = (−π, π) ⊂ Rとおき, r = 1, 2, 3, . . .に対して,

Mr(x, h) :=
1

h
Mr

(x
h

)
(x ∈ R, h > 0)

と定める. このとき, f : R → Rを周期 2πの周期関数で, 任意の有界開区間 J ⊂ R
について f ∈ W r,p(J)であるものとすると, 任意の x ∈ Iについて

h−r∆r
h(f)(x) = h−r

r∑
k=0

(
r

k

)
(−1)r−kf(x+ kh) =

∫
R
f (r)(x+ t)Mr(t, h)dt

が成り立つ.
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証明. rに関する帰納法による. まず r = 1のときは,周期 2πの周期関数 f : R → R
で任意の有界開区間 J ⊂ Rについて f ∈ W r,p(J)であるものに対して∫

R
f (1)(x+ t)M1(t, h)dt =

∫
R
f (1)(x+ t)h−1χ[0, 1](h

−1t)dt

=

∫
[0,h]

f (1)(x+ t)dt = f(x+ h)− f(x)

だから成立する. r− 1で成立するとする. 周期 2πの周期関数 f : R → Rで任意の
有界開区間 J ⊂ Rについて f ∈ W r,p(J)であるものを任意に取る. このとき∆1

h(f)

は周期 2πの周期関数で, 任意の有界開区間 J ⊂ Rについて f ∈ W r,p(J)であるの
で帰納法の仮定より

h−r∆r
h(f, x) = h−1h−(r−1)∆r−1

h (∆1
h(f))(x)

= h−1

∫
R
(∆1

h(f))
(r−1)(x+ t)Mr−1(t, h)dt

= h−1

∫
R

(
f (r−1)(x+ h+ t)− f (r−1)(x+ t)

)
Mr−1(t, h)dt

= h−1

∫
R

(∫ h

0

f (r)(x+ v + t)dv

)
Mr−1(t, h)dt

= h−1

∫
R

(∫ h

0

f (r)(x+ v + uh)dv

)
Mr−1(u)du

=

∫
R

(∫ 1

0

f (r)(x+ (v + u)h)dv

)
Mr−1(u)du

=

∫ 1

0

(∫
R
f (r)(x+ (v + u)h)Mr−1(u)du

)
dv

=

∫ 1

0

(∫
R
f (r)(x+ wh)Mr−1(w − v)dw

)
dv

=

∫
R

(
f (r)(x+ wh)

∫ 1

0

Mr−1(w − v)dv

)
dw

=

∫
R
f (r)(x+ wh)Mr(w)dw

=

∫
R
f (r)(x+ t)Mr

(
t

h

)
1

h
dt

=

∫
R
f (r)(x+ t)Mr(t, h)dt.

注意 9.12.30. 上の命題の証明で Sobolev空間の元に対する微分積分学の基本定理
を用いた. この証明は例えば宮島 [37]の命題 3.4を参照されたい.
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定理 9.12.31. I = (−π, π) ⊂ Rとおく. r ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞に対して定数 Cr,p > 0

が存在して, 周期 2πの周期関数 f : R → Rで任意の有界開区間 J ⊂ Rについて
f ∈ W r,p(J)であるものに対して

ωr(f)p,I(t) = sup
0<h≤t

‖∆r
h(f)‖Lp(I) ≤ Cr,pt

r‖f (r)‖Lp(I) (∀t ∈ (0, 2π/r)).

証明. 命題 9.12.29より x ∈ Iに対して

∆r
h(f)(x) = hr

∫
R
f (r)(x+ t)Mr(t, h)dt

であるので, r, pのみに依存する定数Cr,p > 0が存在して∥∥∥∥∫
R
f (r)(·+ t)Mr(t, h)dt

∥∥∥∥
Lp(I)

≤ Cr,p‖f (r)‖Lp(I) (∀h ∈ (0, 2π/r))

となることを示せばよい. まず p = ∞の場合は∫
R
f (r)(x+ t)Mr(t, h)dt =

∫
R
f (r)(x+ t)Mr

(
t

h

)
1

h
dt

=

∫
R
f (r)(x+ wh)Mr(w)dw.

であることと suppMr ⊂ [0, r]より∥∥∥∥∫
R
f (r)(·+ t)Mr(t, h)dt

∥∥∥∥
L∞(I)

≤ r‖f (r)‖L∞(I)

となり成立する. 次に p <∞の場合を考える. Minkowskiの不等式 (系 9.12.2)より(∫
I

∣∣∣∣∫
R
f (r)(x+ t)Mr(t, h)dt

∣∣∣∣p dx)1/p

≤
(∫

I

(∫
R
|f (r)(t)|Mr(t− x, h)dt

)p

dx

)1/p

≤
∫
R
|f (r)(t)|

(∫
I

Mr(t− x, h)pdx

)1/p

dt

である. ここで, ∫
I

Mr(t− x, h)pdx =

∫ π

−π

1

h
Mr

(
t− x

h

)p

dx

=

∫ t+π
h

t−π
h

Mr(y)
pdy
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であり suppMr ⊂ [0, r]であるので t ∈ (−∞,−π] ∪ [π + rh,∞)のとき∫
I

Mr(t− x, h)pdx = 0

である. よって, h ∈ (0, 2π/r)に注意すれば,∫
R
|f (r)(t)|

(∫
I

Mr(t− x, h)pdx

)1/p

dt

=

∫ 3π

−π

|f (r)(t)|

(∫ t+π
h

t−π
h

Mr(y)
pdy

)1/p

dt

≤
∫ 3π

−π

|f (r)(t)|
(∫ r

0

1dy

)1/p

dt = 2r1/p
∫ π

−π

|f (r)(t)|dt

となる. これで p = 1の場合の成立はわかる. 1 < p < ∞の場合は 1/p + 1/q = 1

とするとHölderの不等式より∫ π

−π

|f (r)(t)|dt ≤
(∫ π

−π

1qdt

)q (∫ π

−π

|f (r)(t)|pdt
)p

だから成立する.

系 9.12.32. I = (−π, π) ⊂ Rとおく. r ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞に対して定数 Cr,p > 0

が存在して, 周期 2πの周期関数 f : R → Rで任意の有界開区間 J ⊂ Rについて
f ∈ W r,p(J)であるものに対して

ωr(f)p,I

(
1

n

)
≤ Cr,p

nr
‖f (r)‖Lp(I) (n = 1, 2, 3, . . .).

証明. Nr,p ∈ Nを十分大きく取ればn ≥ Nr,pに対して 1/n ∈ (0, 2π/r)となる. よっ
て, すぐ上の定理より

ωr(f)p,I

(
1

n

)
≤ Cr,p

nr
‖f (r)‖Lp(I) (∀n ≥ Nr,p).

となる. そこでCr,pを必要に応じて大きくすれば n = 1, . . . , Nr,pについても

ωr(f)p,I

(
1

n

)
≤ Cr,p

nr
‖f (r)‖Lp(I)

となる. これで示せた.

9.13 Baireのカテゴリー定理

本節では完備距離空間におけるBaireのカテゴリー定理について述べる.
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定理 9.13.1 (Baireのカテゴリー定理). 　
(X, d)を完備距離空間とし, (Vn)n∈NをXにおいて稠密な開集合からなる列とする.

このとき
⋂

n∈N VnはXにおいて稠密である.

証明. 任意の x0 ∈ Xと r0 ∈ (0,∞)に対し,

B(x0, r0) ∩
⋂
n∈N

Vn 6= ∅ (∗)

が成り立つことを示せばよい. x0 ∈ X = V1よりB(x0, r0)∩V1 6= ∅である. よって,

B(x1, r1) ⊂ B(x0, r0) ∩ V1, 0 < r1 ≤
r0
2

なる閉球 B(x1, r1) = {x ∈ X : d(x, x1) ≤ r1}が取れる. x1 ∈ X = V2 より
B(x1, r1) ∩ V2 6= ∅ であるから,

B(x2, r2) ⊂ B(x1, r1) ∩ V2, 0 < r2 ≤
r0
22

なる閉球B(x2, r2)が取れる. 同様のことを繰り返せば閉球の列 (B(xn, rn))n∈Nで,

B(xn, rn) ⊂ B(xn−1, rn−1) ∩ Vn, 0 < rn ≤ r0
2n

(∀n ∈ N) (∗∗)

を満たすものが取れる. このとき,⋂
n∈N

B(xn, rn) ⊂
⋂
n∈N

B(xn−1, rn−1) ∩
⋂
n∈N

Vn ⊂ B(x0, r0) ∩
⋂
n∈N

Vn

である. よって (∗)を示すためには
⋂

n∈NB(xn, rn) 6= ∅を示せばよい. m > n なる
任意の n,m ∈ Nに対して (∗∗)より,

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + . . .+ d(xn+1, xn) ≤ rm−1 + . . .+ rn ≤ 2
r0
2n

である. これより (xn)n∈NはCauchy列であるので, Xの完備性よりあるx ∈ Xに収
束する. x ∈

⋂
n∈NB(xn, rn)が成り立つことを示そう. 任意の n ∈ Nと ϵ ∈ (0,∞)

に対して, m ≥ nかつ d(xm, x) < ϵを満たすm ∈ Nを取れば, xm ∈ B(x, ϵ) ∩
B(xn, rn) 6= ∅である. よって ϵの任意性より x ∈ B(xn, rn)であり, n ∈ Nの任意
性より x ∈

⋂
n∈NB(xn, rn)である.

系 9.13.2. X を空でない完備距離空間, (Fn)n∈N を X の閉集合からなる列とし,

X =
⋃

n∈N Fnとする. このときある n ∈ Nに対して Fnは内点を持つ.

証明. 任意の n ∈ Nに対して Fnが内点を持たないと仮定する. このとき, Vn :=

X \ Fn (∀n ∈ N)とおけば, (Vn)n∈NはXにおいて稠密な開集合からなる列である.

実際, ある x ∈ Xと ε > 0に対してB(x, ε) ∩ Vn = ∅とするとB(x, ε) ⊂ Fnとなり
Fnが内点を持たないことに矛盾する. よって, Baireのカテゴリ定理より

⋂
n∈N Vn

はXにおいて稠密である. ところが
⋂

n∈N Vn = X \
⋃

n∈N Fn = ∅であるからこれ
はXが空でないことに矛盾する.

123



9.14 C∞級関数が多項式と一致するための必要十分条件

本節では開区間上のC∞級関数がR係数多項式と一致するための必要十分条件
について述べる. 以下では, ある開区間上で値が一致する二つのR係数多項式は多
項式として等しいという事実を断りなく用いる. さて, 簡単な必要十分条件として
は, ある整数N ≥ 0が存在してN 階微分が恒等的に 0となるというものがあるが,

実は次の定理が成立する. なお, 以下の証明は [5]を参考にした.

定理 9.14.1. fを開区間 (c, d)上のC∞級関数とする. このとき, 多項式 pが存在し
て (c, d)上 f = pとなるための必要十分条件は, 任意の x ∈ (c, d)に対してある整
数Nx ≥ 0が存在して f (Nx)(x) = 0となることである.

証明. 必要性は明らかである. 十分性を示す. 十分小さいすべての ε > 0について
ある多項式 pが存在して [c+ ε, d− ε]上 f = pとなることを示せばよいので, はじ
めから [c, d]上で C∞級として示せばよい (端点での導値は片側微分の意味で考え
る). 開集合G ⊂ [c, d]を次のように定義し F := [c, d] \Gとおく.

G := {x ∈ [c, d] | xの [c, d]における開近傍 U と多項式 pが存在して U 上 f = p}

F = ∅となることを示せばよい. 実際,そのときG = [c, d]であり,ある多項式 p1, p2
と δ > 0があって [c, c + 2δ)上 f = p1かつ (d − 2δ, d]上 f = p2となる. そして,

a = c+δ, b = d−δとおき, [a, b] ⊂ (c, d)の各元xに対してxを含む開区間 Ix ⊂ (c, d)

と多項式 pxで Ix上 f = pxなるものを取る. このとき [a, b] ⊂
⋃

x∈[a,b] Ixであるので
[a, b]のコンパクト性より有限個のx1, . . . , xn ∈ [a, b]が存在して [a, b] ⊂ Ix1∪· · ·∪Ixn

となる. そこで I0 = [c, c + 2δ), I1 = Ix1 , . . . , In = Ixn , In+1 = (d − 2δ, d]とおくと
[c, d] =

⋃n+1
k=0 Ikとなる. よって [c, d]の連結性より多項式として

p1 = px1 = · · · = pxn = p2

がわかり [c, d]上 f = p1となる. よって, F = ∅を示せばよい. 以下では F 6= ∅と
仮定して矛盾を導く.

(Step1):F が孤立点を持たないことを示す. x0 ∈ F が孤立点であるとして矛盾を
導く.

(1):x0 = dの場合. ある b ∈ (c, d)が存在して (a, x0) ⊂ Gとなる. このとき, ある
δ > 0と多項式 P が存在して (a, a+ δ) ⊂ (a, x0)上 f = P となる. そこで

y0 := sup{y ∈ (a, x0] | ∀x ∈ (a, y), f = P}

とおくと y0 = x0となる. 実際, y0 < x0とすると y0 ∈ (a, x0) ⊂ Gであるので, あ
る ε > 0と多項式Qが存在して (y0 − ε, y0 + ε) ⊂ (a, x0]上で f = Qとなる. 一
方, y0の定義から y − ε < z ≤ y0で (a, z)上で f = P となるものが取れる. 従っ
て, (y − ε, z)上で P = f = Qとなるので多項式として P = Qである. よって,
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(a, y0 + ε)上で f = Qとなるがこれは y0の定義に反する. 以上から (a, x0]上で
f = P となる. よって, (a.x0]は x0の [c, d]における開近傍であるので x0 ∈ Gとな
る. これは不合理.

(2):x0 = cの場合. (1)と同様に矛盾が導かれる.

(3):x0 ∈ (c, d)の場合. ある a, b ∈ (c, d)が存在して [a, x0), (x0, b] ⊂ Gとなる. こ
のとき, (1)の証明と同様にある多項式 P が存在して (a, x0]上で f = P となる. ま
た, ある多項式 P ′が存在して [x0, b)上で f = P ′となる. このとき P = P ′でな
ければならない. このことを示すためにまず, n := deg(P ) = deg(P ′) =: mを示
す. いま (a, x0]上で f は n次多項式なので f (k)(x0) = 0 (k ≥ n+ 1)である. 一方,

[x0, b)上で f はm次多項式なので f (m)(x0) 6= 0である. そこでもし n < mならば
0 = f (m)(x0) 6= 0となる. これは不合理であるので n ≥ mである. 同様に n ≤ m

なので n = mである. 次に x0中心の f のTaylor展開を考えると

P (x) = f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (x ∈ (a, x0])

P ′(x) = f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (x ∈ [x0, b))

となる. これより

P (x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (x ∈ R)

P ′(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (x ∈ R)

となるからP = P ′である. 以上から (a, b)上で f = P である. これは x0 ∈ Gを意
味する. ところが x0 ∈ F なのでこれは不合理. よって F は孤立点を持たない.

(Step2):整数N ≥ 0と長さ正の閉区間 I ⊂ (c, d)が存在して F ∩ I 6= ∅かつ F ∩ I
上 f (k) = 0 (∀k ≥ N)となることを示す. 整数 n ≥ 0に対して En := {x ∈ F |
f (n)(x) = 0}とおく. Enは F の閉集合であり, 定理の仮定より F =

⋃∞
n=0Enであ

る. いま F 6= ∅は閉区間 [c, d]の閉集合なので完備距離空間である. よって, Baire

のカテゴリー定理 (系 9.13.2)よりある整数N ≥ 0が存在して EN は内点を持つ.

ゆえに長さ正の閉区間 I ⊂ (c, d)が存在して ∅ 6= F ∩ I ⊂ EN となる. Step1より
F は孤立点を持たないので F ∩ Iも孤立点を持たない. ゆえに x ∈ F ∩ Iに対して
xn → xなる (F ∩ I) \ {x}の元からなる列 (xn)n∈Nが取れるので,

f (N+1)(x) = lim
n→∞

f (N)(xn)− f (N)(x)

xn − x
= lim

n→∞

0− 0

xn − x
= 0

となる. よって帰納的に F ∩ I上 f (k) = 0 (∀k ≥ N)となる.

(Step3):Step2のN と I について I 上で f (N) = 0となることを示す. これが示さ
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れれば I ⊂ Gであるので ∅ 6= F ∩ I = ∅なる矛盾に到達する. さて, Step2より
F ∩ I 上で f (N) = 0であるのでG ∩ I 6= ∅としてG ∩ I 上で f (N) = 0となること
を示せばよい. 任意に x0 ∈ G ∩ Iをとる. x0を含む開区間 (a, b) ⊂ G ∩ Iと多項式
pが存在して (a, b)上 f = pとなる. ここで

a0 = inf{y ∈ I | ∀x ∈ (y, b), f(x) = p(x)}

とおく. すると, a0 ∈ F ∩ Iである. 実際, a0 ∈ G∩ Iであるならば, I ⊂ (c, d)より
a0は端点ではないので, 多項式 p′と δ > 0が存在して (a0 − δ, a0 + δ) ⊂ G∩ I上で
f = p′となる. すぐわかるように (a0, a0 + δ)上で p′ = f = pであるので多項式と
して p = p′となり, 従って, (a0 − δ, b)上で f = pとなる. これは a0の定義に反す
る. よって a0 ∈ F ∩ I である. ゆえに, Step2より f (k)(a0) = 0 (∀k ≥ N)となる.

一方, (a0, b)上で f = pであるので deg(p) = mとおくと,

f(z) =
m∑
k=0

f (k)(a0)

k!
(z − a0)

k (z ∈ (a0, b))

となる. これと f (k)(a0) = 0 (∀k ≥ N)を合わせると

f(z) =
N−1∑
k=0

f (k)(a0)

k!
(z − a0)

k (z ∈ (a0, b))

となる. よって, f (N)(x0) = 0である.
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