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q級数と一言で言っても，その特徴は千差万別である．例えば 2つの q級数

P (q) = 1 +

∞∑
n=1

qn
2

(1− q)2(1− q2)2 · · · (1− qn)2
= 1 + q + 2q2 + 3q3 + 5q4 + 7q5 + · · ·

f3(q) = 1 +
∞∑

n=1

qn
2

(1 + q)2(1 + q2)2 · · · (1 + qn)2
= 1 + q − 2q2 + 3q3 − 3q4 + 3q5 + · · · .

は非常に似通った表示によって定義されている．前者は分割数の母関数であり，q1/24η(τ)−1とも表示され，
（q1/24を無視すれば）重さ−1/2の保型形式となることが知られている．その研究は非常に長い歴史を持ち，
例えば Dedekindによる保型変換則の研究 [20]や，Hardy–Ramanujanによる漸近挙動に関する研究 [28]
など，挙げればきりがないほどである．一方で後者の級数は Ramanujanのモックテータ関数と呼ばれる対
象で，仮に q1/24などで割ったとしても保型形式のような良い変換則は満たさない（Watson [60]による）．
そのためか，このモックテータ関数は 1920年に姿を現してから暫くの間，あまり積極的に研究されてこな
かったようにも見える．
転機となったのは 2002年の S. Zwegers [65, 66]の登場であろう．彼は Appell–Lerch和および不定値

テータ関数，有理型 Jacobi形式の理論の開拓に挑み，非正則である適当な修正項を加えることでモックテー
タ関数を（非正則な）保型形式にできることを発見した．これを契機として，Ramanujanのモックテータ
関数を含む実に多様な q級数が改めて注目されるようになり，保型形式との関わりの中で活発に研究される
ようになってきたのである．以来この 20年間の q級数を取り巻く研究は，千変万化の様相を呈している．
さて，本稿は 2022年 1月 27日RIMSにて行った講演 “Modular transformation formulas for homological

blocks”の報告記事であり，寺嶋氏と行った共同研究 [45]に基づいている．主題となるのは Rogers [56]に
端を発する「偽テータ関数」，Witten [61]，Reshetikhin–Turaev [54]によって導入された「量子不変量」，
そしてそれに由来して Zagier [64]によって導入された「量子モジュラー形式」であり，当研究の結果を一
言で述べると「Homological block（WRT関数）と呼ばれる新たな q 級数の保型変換則を得た」というこ
とになる．本稿の構成は以下の通りとする：前半では「量子モジュラー形式」に関するサーベイを行う．こ
こでは特に話題を限定せず，Zagier [64]が取り上げている内容の一部およびその後の発展について簡単に
まとめたい．そして後半において共同研究 [45]の内容について紹介することにする．

1 量子モジュラー形式
Zagier [64]によると，量子モジュラー形式とは，摂動的場の量子論に現れるような対象と同様の雰囲気を
持ち，結び目や 3次元多様体の量子不変量に由来するような，新しいタイプの保型形式的な関数である．便
利のために一つ定義を固定しようとすれば，以下のように定めることができる．
Definition 1.1 ([13, Definition 21.1]). ある集合 S ⊂ Q ∪ {i∞} に対し，関数 f : Q ∪ {i∞} \ S → C
が Γ < SL2(Z)に関する重さ k ∈ 1

2Z，（multiplier system εを持つ）量子モジュラー形式であるとは，各
γ =

(
a b
c d

)
∈ Γに対して定まる関数

hγ(x) := f(x)− ε−1(γ)(cx+ d)−kf

(
ax+ b

cx+ d

)
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が Rのある開集合上の実解析的関数（状況に応じて適切な連続性が課される）に延長されることをいう．
以下では，Zagierが取り上げている量子モジュラー形式の具体例の幾つかと，それら具体例のその後の

進展を眺めることで，その気持ちを理解することを目指す．以下，任意の複素数 aと |q| < 1および整数 n
に対し，q-Pochhammer記号を (a; q)∞ =

∏∞
n=0(1− aqn)および (a; q)n = (a; q)∞/(aqn; q)∞ で定める．

1.1 Ramanujanの σ関数とモックテータ関数の差異
1つ目の例は，Ramanujanの Lost Notebook [7]に登場する関数

σ(q) = 1 +

∞∑
n=1

q
n(n+1)

2

(−q; q)n
= 1 + q − q2 + 2q3 − 2q4 + q5 + · · · ,

および，Anderws–Dyson–Hickerson [9]によって導入された σ(q)と対をなす関数

σ∗(q) = 2

∞∑
n=1

(−1)nqn
2

(q; q2)n
= −2q − 2q2 − 2q3 + 2q7 + 2q8 + · · ·

である．例えば Ramanujanによって次の等式が知られている（証明は Andrews [7]による）．

σ(q) = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n−1qn(q; q)n−1, (1.1)

∞∑
n=0

(
(−q; q)∞ − (−q; q)n

)
= (−q; q)∞

(
− 1

2
+

∞∑
n=1

qn

1− qn

)
+

1

2
σ(q), (1.2)

この表示 (1.1)を見るだけでも，最初に紹介した 2つの q級数 P (q), f3(q)との大きな違いを読み取るこ
とができる．まず関数 P (q)は本質的に Dedekindのエータ関数であり，各カスプにおいて極を持つことが
知られている（つまり，q → ζ と 1の冪根に近づけるときに，P (q)が発散する）．次に，それに類して導
入されたモックテータ関数の一つの特徴付けが，次の 3条件であったことを思い出そう．
Definition 1.2 ([66, Chapter 4]および [13, Definition 9.1]). q 級数 F (q)が次の条件を満たすとき，Ra-
manujanの意味でのモックテータ関数であるという．
(i) 次を満たす 1の冪根 ζ が無限個存在する：qを半径に沿って ζ へ近づけるときに，F (q)が発散する．
(ii) 各 1の冪根 ζ に対し，弱正則モジュラー形式Mζ(q)と αζ ∈ Qが存在して，次が成り立つ．

F (q)− qαζMζ(q) = O(1) (q → ζ).

(iii) 任意の ζ に対して条件 (ii)を満たすような，単一の弱正則モジュラー形式M は存在しない．
Ramanujanが最後の手紙 [8, Section 14]で観察しWatson [60]が示しているように，もしくは上の特

徴付けが示唆するように，f3(q)も P (q)と同様に無数のカスプにおいて極を持つ（またそれこそがモック
テータ関数の一つの特徴でもある）．
Remark 1.3. Zagier [63]の意味でのモックモジュラー形式（調和Maass形式の正則部分，特にRamanujan
のモックテータ関数）が Definition 1.2の条件 (iii)を満たすことは，2013年に Griffin–Ono–Rolen [25]に
よって示された．一方で，Definition 1.2の 3条件を満たしていても，モックモジュラー形式，すなわち，調
和Maass形式の正則部分でないような関数が存在することが Rhoades [55]によって確かめられている．
一方で σ(q)の表示 (1.1)においては，q = ζ において右辺の和が有限和となるため，関数 σ(q)は各カス

プにおいて（計算可能な）有限値を取る．この意味で，関数 σ(q)は P (q)や f3(q)と異なる特徴を持つ関数
であると言える．また偶数位数を持つ 1の冪根 ζ に対して，(1.2)の極限 q → ζ を考えると，

σ(ζ) = −2

∞∑
n=0

(−ζ; ζ)n (1.3)

という等式も得られる．これは Section 1.5で紹介する “strange identity” の手本となるような等式である．
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1.2 σ関数の量子モジュラー性
関数 σ∗(q)についても (1.1)と同様の表示

σ∗(q) = −2

∞∑
n=0

qn+1(q2; q2)n

が Cohen [19]によって示されており，さらに次の主張が成り立つ．
Lemma 1.4 ([64]). 1の冪根 ζ に対し，σ(ζ) = −σ∗(ζ−1)が成り立つ．
この「カスプで有限値を取る」という特徴を用いて，関数 f : Q → C を f(x) = eπix/12σ(e2πix) =

−eπix/12σ∗(e−2πix)で定めるとき，Zagier [64]は次のことを観察し，証明している．
Proposition 1.5. Γ < SL2(Z)を

(
1 1
0 1

)
,
(
1 0
2 1

)で生成される部分群とするとき，関数 f(x)は Γに関する重
さ 1の量子モジュラー形式である．特に f(x+ 1)− eπi/12f(x) = 0であり，関数

h(x) :=
1

2x+ 1
f

(
x

2x+ 1

)
− eπi/12f(x)

は x = −1/2を除いて R上の C∞ 級関数に延長される．
次の図は Zagier [64]によるものである．f(x)がてんでんばらばらな値を取る一方で，コサイクル h(x)

は非常に滑らかに振る舞うことが観察できる．この不思議な現象は，Definition 1.1のような量子モジュラー
形式の定義を考える一つの動機であるといえよう．

Figure 1: 左図は f(x)の実部に関するプロット，右図は h(x)の実部と虚部のプロット．共に，x ∈ [−1.7, 1.1]
の範囲で，分母が 100以下の有理数に対して値をプロットしている．

1.3 σ関数と偽不定値テータ関数
この σ(q)について，もう少しだけ研究を紹介したい．Andrews–Dyson–Hickerson [9]と Cohen [19]は関数
σ(q)と σ∗(q)の係数について研究を行なっている．鍵となるとは，次の偽不定値テータ関数表示である．

σ(q) =
∑
n≥0
|j|≤n

(−1)n+jq
n(3n+1)

2 −j2(1− q2n+1), (1.4)

σ∗(q) = 2
∑
n≥0

2j≥3n+1

(−1)n+jqj
2−n(3n+1)

2 (1 + q2(j−n)). (1.5)

これは [9, Section 4]のように q級数の変形を用いて直接的に示すこともできるが，ここでは Baileyの補題
を用いたより一般的な証明の概略を紹介したい．
Lemma 1.6 ([11]). 複素数列 (αn)n, (βn)n, (γn)n, (δn)n, (un)n, (vn)n が

βn =

n∑
k=0

αkun−kvn+k, γn =

∞∑
k=n

δkuk−nvk+n
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を満た（し，かつ以下の証明中の和の順序交換ができるような適切な収束性を満た）すとき，次が成り立つ．
∞∑

n=0

αnγn =

∞∑
n=0

βnδn.

Proof. 直接計算により，
∞∑

n=0

αnγn =

∞∑
n=0

αn

∞∑
k=n

δkuk−nvk+n =

∞∑
k=0

δk

k∑
n=0

αnuk−nvk+n =

∞∑
k=0

βkδk

の成立が分かる．
Lemma 1.6で un = 1/(q; q)n, vn = 1/(aq; q)n（a ∈ C）と取るとき，数列 α = (αn)n, . . . , δ = (δn)n は

βn =

n∑
k=0

αk

(q; q)n−k(aq; q)n+k
, γn =

∞∑
k=n

δk
(q; q)k−n(aq; q)k+n

(1.6)

を満たす．この数列の組 (α, β)，(γ, δ)のことをそれぞれ（aに関する）Bailey対，共役Bailey対と呼ぶ．
例えば複素数 ρ1, ρ2 ∈ Cと非負整数N ≥ 0に対し，

γn =
(aq/ρ1; q)N (aq/ρ2; q)N
(aq; q)N (qa/ρ1ρ2; q)N

(−1)n(ρ1; q)n(ρ2; q)n(q
−N ; q)n

(aq/ρ1; q)n(aq/ρ2; q)n(aqN+1; q)n

(
aq

ρ1ρ2

)n

qnN−n(n−1)
2 ,

δn =
(ρ1; q)n(ρ2; q)n(q

−N ; q)nq
n

(ρ1ρ2q−N/a; q)n

は共役 Bailey対をなすことが知られている．ここで n > N のとき，γn = δn = 0となることに注意する．
これは q-超幾何級数 3ϕ2 に関する q-Pfaff–Saalschütz和 ([23, (II.12)], [3, (3.3.12)])

∞∑
n=0

(a; q)n(b; q)n(q
−N ; q)nq

n

(q; q)n(c; q)n(abq1−N/c; q)n
=

(c/a; q)N (c/b; q)N
(c; q)N (c/ab; q)N

を用いることで簡単に示される．この共役 Bailey対 (γ, δ)に対し Lemma 1.6を適用することで次を得る．
Theorem 1.7 (Baileyの補題 [4]). Bailey対 (α, β)に対し，

α′
n =

(ρ1; q)n(ρ2; q)n

(
aq

ρ1ρ2

)n
(aq/ρ1; q)n(aq/ρ2; q)n

αn,

β′
n =

n∑
j=0

(ρ1; q)j(ρ2; q)j(aq/ρ1ρ2; q)n−j

(
aq

ρ1ρ2

)j
(q; q)n−j(aq/ρ1; q)n(aq/ρ2; q)n

βj

とおくと，この (α′, β′)もまた Bailey対をなす．すなわち，次の等式が成り立つ．

β′
n =

n∑
k=0

α′
k

(q; q)n−k(aq; q)n+k
. (1.7)

これは (1.7)の右辺に α′
kの定義を代入して計算し，上で与えた共役Bailey対 (γ, δ)に対して Lemma 1.6

を適用することで確かめられる．Theorem 1.7の詳しい証明については [6, Section 3]を見ると良い．
Baileyの補題によると，Bailey対 (α, β)を一つ見つけるたびに 2つの和の間の等式が得られ，そして新

たな Bailey対 (α′, β′)が手に入る．Bailey [11]のアイデアは，適切な Bailey対を見出すことで，Rogers–
Ramanujan恒等式の（ある種の動的な）証明を行う，というものであった．実際どのように適用されるか
というと，Theorem 1.7において，a = 1, n, ρ1, ρ2 → ∞とするとき，

lim
ρ→∞

(ρ; q)j
ρj

= lim
ρ→∞

(1− ρ)(1− ρq) · · · (1− ρqj−1)

ρj
= (−1)jq

j(j−1)
2
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に注意すると，Bailey対 (α, β)を与えるたびに，等式
∞∑
j=0

qj
2

βj =
1

(q; q)∞

∞∑
k=0

qk
2

αk (1.8)

および新たな Bailey対

α′
n = qn

2

αn, β′
n =

n∑
j=0

qj
2

(q; q)n−j
βj (1.9)

が得られる．例えば数列 (βn)nを β0 = 1，βn = 0 (n > 0) と定義するとき，これと Bailey対をなすような
数列 (αn)nは α0 = 1, αn = (−1)nq

n(n−1)
2 (1 + qn) (n > 0) であることが分かる．このとき (1.9)より，新た

な Bailey対

α′
n = qn

2

αn =

{
1 if n = 0,

(−1)nq
n(3n−1)

2 (1 + qn) if n > 0,

β′
n =

n∑
j=0

qj
2

(q; q)n−j
βj =

1

(q; q)n

が得られるわけだが，この新たな Bailey対 (α′, β′)に対して等式 (1.8)を考えることで，
∞∑
j=0

qj
2

(q; q)j
=

1

(q; q)∞

(
1 +

∞∑
k=1

(−1)kq
k(5k−1)

2 (1 + qk)

)
=

1

(q; q)∞

∑
k∈Z

(−1)kq
k(5k−1)

2

=
(q5; q5)∞(q2; q5)∞(q3; q5)∞

(q; q)∞
=

1

(q; q5)∞(q4; q5)∞

が従う．これは第一 Rogers–Ramanujan恒等式である．ここで 3つ目の等号では Jacobi三重積を用いてい
る．Baileyの補題の歴史や Bailey対の更なる例については，[6, 59]や Sillsのテキスト [57]（高瀬幸一氏に
よる訳書「魅惑のロジャーズ・ラマヌジャン恒等式」も参照）に詳しい．
では (1.4)の証明を行う．(1.7)の両辺に (1− aq/ρ1)をかけて，a = 1, ρ1 = q, ρ2 → ∞, n → ∞とする

と，等式
∞∑
k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 (1− qk)αk =

∞∑
j=0

(−1)jq
j(j−1)

2 (q; q)jβj

を得る．あとは適切な Bailey対 (α, β)を見つければ良いのであるが，Andrews–Dyson–Hickerson [9]は幾
つかの q級数の変形を行うことで，

αn = cn − cn−1

(
cn = qn

2+n
∑

−n≤j≤n

(−1)jq−j2
)
, βn =

(−q)n

(q2; q2)n

が Bailey対をなすことを示し，その帰結として (1.4)を示している．
(1.4)で得られた σ(q)の表示を見ると，不定値二次形式に対する（偽）テータ関数のような見た目をし

ていることに気がつく．実際，Andrewsらはこの表示から次が直ちに従うことを指摘している．
Theorem 1.8 ([9, Theorem 2, Theorem 5]). 整数 n ≡ 1 (mod 24)に対し，

Pn := {u+ v
√
6 | u2 − 6v2 = n}/Z[

√
6]×

とおき（ここで，Z[
√
6]× = {±(5 + 2

√
6)r | r ∈ Z}は単数群である），

T (n) := #{u+ v
√
6 ∈ Pn | u+ 3v ≡ ±1 (mod 12)} −#{u+ v

√
6 ∈ Pn | u+ 3v ≡ ±5 (mod 12)}

を定める．このとき，

σ(q) =

∞∑
n=0

T (24n+ 1)qn, σ∗(q) =

∞∑
n=1

T (1− 24n)qn

が成り立つ．
この結果はその直後Cohen [19]によって，Maass波動形式およびArtin L関数の言葉で翻訳されている．

5



1.4 σ関数とその後の進展
上で紹介したAndrews–Dyson–Hickerson [9]とCohen [19]の研究の類似として，2015年Lovejoy–Osburn [42]
は新たに 12個の q級数を導入している．一つ紹介すると，

L1(q) =
∑

1≤k≤n

(q; q)n−1(−1)n+kq
n(n+1)

2 +
k(k+1)

2

(q; q)n−k(q; q)k−1(1− q2k−1)

という形をした二重級数である．この級数に対し，然るべき Bailey対 (α, β)を見つけることで，偽不定値
テータ関数表示

L1(q) =
∑
n≥1

−n≤j≤n−1

(
q8n

2−n−4j2−3j + q8n
2+n−4j2−3j

)
+

∑
n≥0

−n≤j≤n

(
q8n

2+7n+2−4j2−j + q8n
2+9n+3−4j2−j

)
(1.10)

を得ており，その系として，実二次体K = Q(
√
2)に関する等式

q−17L1(q
32) =

1

2

∑
a⊂OK

N(a)≡15 (mod 32)

qN(a)

を導いている．論文 [42]の最後には，関数 Li(q)たちの量子モジュラー性やMaass波動形式との関係につ
いての問題が提起されているが，これは最近 Bringmann–Nazaroglu [16]によって一つの回答が与えられて
いる．鍵となるのは，(1.4)や (1.10)で与えたような偽不定値テータ関数表示であり，Zwegers [66]による
不定値テータ関数の理論と Bringmann–Nazaroglu [15]による偽テータ関数の理論，そして Zwegers [67]に
よるモックMaassテータ関数1の理論をうまく組み合わせることによって，Maass波動形式との関係および
偽不定値テータ関数の保型変換則を記述し，その系として量子モジュラー性を明らかにしている．
また，Section 1.1において，σ(q)と Ramanujanのモックテータ関数は似て非なる対象である，という

ことを強調したが，モックテータ関数もある意味では量子モジュラー形式の枠組みで捉えることができる．
一つの方法はRamanujanの意味でのモックテータ関数（Definition 1.2）の定義に立ち返ったときに，各有
理数 x ∈ Qに対し，ある弱正則モジュラー形式Mζ(q)と有理数 αζ ∈ Qが存在して，極限

lim
q→ζ

(
F (q)− qαζMζ(q)

)
, (ζ = e2πix)

が存在する．例えば最初に紹介したモックテータ関数 f3(q)については，Ramanujan自身が最後の手紙 [8,
Section 14]の中で観察しているように，ζ が 1の原始 2k乗根ならば

f3(q)− (−1)kq1/24
η(τ)3

η(2τ)2
= O(1) (q → ζ)

が成り立つ．より正確には，Folsom–Ono–Rhoadesが次を示している．
Theorem 1.9 ([21]). 1の原始 2k乗根 ζ に対し，半径に沿った極限 q → ζ を考えると次が成り立つ．

lim
q→ζ

(
f3(q)− (−1)kq1/24

η(τ)3

η(2τ)2

)
= −4

k−1∑
n=0

ζn+1(−ζ; ζ)2n.

これはちょうど (1.1)や (1.3)に類する表示である．この右辺の関数と次に紹介する Kontsevich関数を
統一して拡張した 2変数関数

U(q; ζ) =

∞∑
n=0

(ζq; q)n(ζ
−1q; q)nq

n+1 (1.11)

もまた保型形式的な観点から様々な研究が行われている．それらのより詳しい進展や，unimodal列などの
組み合わせ的対象との関係性などについては，[21]や [13, Chapter 14, 21]，およびそこでまとめられてい
る参考文献を見ると良い．

1モックテータ関数が「正則関数だが保型性を持たない」対象だったことの類似として，モック Maass テータ関数は「Laplacian
の固有関数だが保型性を持たない」ような対象である．
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1.5 Kontsevichの関数
量子モジュラー形式を語る上で欠かせないのが，Kontsevichの関数

F (q) =

∞∑
n=0

(q; q)n

である．これまでに登場した級数とよく似ているが，この関数の大きな特徴の一つは，F (q)は Cの任意の
開部分集合上で収束しないが，qが 1の冪根の場合には和が有限となり値が定まることである．φ : Q → C
を φ(x) = eπix/12F (e2πix)と定めるとき，これが SL2(Z)に関する重さ 3/2の量子モジュラー形式になるこ
とが知られている．さらに Zagier [62]は，(1.2)に類した，保型形式とのより直接的な関係を明らかにして
いる．
Theorem 1.10 ([62, Theorem 2]).

∞∑
n=0

(
(q; q)∞ − (q; q)n

)
= (q; q)∞

(
− 1

2
+

∞∑
n=1

qn

1− qn

)
+

1

2
q−

1
24 η̃(q). (1.12)

ここで，η̃(q)は Dedekind η-関数

η(q) = q
1
24

∞∏
n=1

(1− qn) =

∞∑
n=0

(
12

n

)
q

n2

24

の「半」微分（Eichler積分）の定数倍

η̃(q) =

∞∑
n=0

n

(
12

n

)
q

n2

24 = q
1
24 (1− 5q − 7q2 + 11q5 + · · · )

である．
この等式 (1.12)は |q| < 1上で成立する等式であるが，ここで (1.3)を考えたときと同様に q を 1の冪

根 ζ へと極限を取ると，
φ(ζ) = −1

2
lim
q→ζ

η̃(q)

が得られる．つまり Kontsevichの関数とは本質的に Dedekind η-関数の Eichler積分 η̃(q)の 1の冪根への
極限値に他ならない．Zagier [62]はこうして得られた関係式のことを

F (q) = −1

2

∞∑
n=0

n

(
12

n

)
q

n2−1
24 (1.13)

と記し，strange identityと呼んでいる．「strange」の意味するところは，この等式の両辺が同時に意味
を持たず，1の冪根への極限によってのみ意味を持つ，という状況である．これは (1.3)において，σ(q)が
q = ζ でも有限値を定めていた状況とは異なっている．
Remark 1.11. 一般に半整数重さの保型形式の Eichler 積分，およびその量子モジュラー性については，
Bringmann–Rolen [17]において考察されている．また 1の冪根 q = ζ において，(1.11)で与えた関数を用
いて F (ζ) = U(ζ−1; 1)と表示できることが Bryson–Ono–Pitman–Rhoades [18]によって示されている．こ
れによって関数 U(q; ζ)を Kontsevich関数の二変数化とみなすことができる．
Remark 1.12. (1.2)と (1.12)を統一するような無限族

∞∑
n=0

(
(a; q)∞ − (a; q)n

)
= (a; q)∞

( ∞∑
n=1

qn

1− qn
+

∞∑
n=1

qna−1

1− qna−1
−

∞∑
n=0

aqn

1− aqn

)
+

∞∑
n=1

(−1)nq
n(n+1)

2

an(q/a; q)n

および更なる拡張が Andrews–Jiménez-Urroz–Ono [10]によって知られている（また [52, Section 10.3]に
もまとめられている）．
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1.6 Kontsevichの関数と色付き Jones多項式
この Kontsevich関数 F (q)は単に不思議な現象を伴うというだけでなく，結び目の不変量との関連からも
様々に研究が行われている．その一つが量子不変量の一つである色付き Jones多項式との関係である．具
体的な定義はここでは省略するが（和書であれば大槻 [51]，村上 [47]など），例えば右手型トレフォイル
T(2,3) に対するN 色 Jones多項式は

JN (T(2,3); q) = q1−N
N∑

n=0

q−nN (q1−N ; q)n

の表示を持つことが知られている（[35]およびその中の参考文献を参照）．すぐに気が付くように，1の（原
始）N 乗根 q = ζN において JN (T(2,3); ζN ) = ζN

∑∞
n=0(ζN ; ζN )n = ζNF (ζN )が成り立つ．これを拡張す

る形で，樋上 [29]および樋上–Lovejoy [35]は (2, 2t + 1)-トーラス結び目に対応するような Kontsevich型
の関数

Ft(q) = qt
∑

0≤k1≤···≤kt

(q; q)kt

t−1∏
i=1

qki(ki+1)

[
ki+1

ki

]
q

および (1.11)の拡張である

Ut(q; ζ) = q−t
∑

1≤k1≤···≤kt

(ζq; q)kt−1(ζ
−1q; q)kt−1q

kt

t−1∏
i=1

qk
2
i

[
ki+1 + ki − i+ 2

∑i−1
j=1 kj

ki+1 − ki

]
q

を導入し，トレフォイルの場合の一般化にあたる次を示している．
JN (T(2,2t+1); ζN ) = Ft(ζN ) = Ut(ζ

−1
N , 1).

但し，[nk]q = (q;q)n
(q;q)n−k(q;q)k

は q-二項係数である．さらに樋上は [30]において Ft(q)の量子モジュラー性や
(1.13)に類する strange identityも示している．つまり，

q−tFt(q)“ = ”− 1

2

∞∑
n=0

nχ
(0)
8t+4(n)q

n2−(2t−1)2

8(2t+1) (1.14)

である．ここで，

χ
(0)
8t+4(n) =


1 if n ≡ 2t− 1 or 6t+ 5 (mod 8t+ 4),

−1 if n ≡ 2t+ 3 or 6t+ 1 (mod 8t+ 4),

0 その他
とおいている．
最近 Lovejoy [41]は Baileyの補題を巧みに用いることによって，上記 strange identityの見直しを行っ

ている．また色付き Jones多項式の様々な表示を用いることで，(3, 2t)-トーラス結び目 [12]や二重ツイス
ト結び目K(m,p) [43, 44]に対する関数 F (q)の類似物の探索が行われている．さらに一般のトーラス結び目
T(s,t) に対する色付き Jones多項式 JN (T(s,t); ζN )の保型性についても，樋上–Kirillov [33, 34]による研究
がある（Eichler積分を用いる）．
Remark 1.13. 色付き Jones多項式とBailey対の関係について述べておく．葉廣 [27, (6.5)]（以下の表示は [32,
Appendix B]を参照）によって，結び目Kの色付き Jones多項式JN (K; q)に対し，あるCn(K; q) ∈ Z[q, q−1]
が存在して，

JN (K; q) =

∞∑
n=0

Cn(K; q)(q1+N ; q)n(q
1−N ; q)n

の形の展開が成り立つ．この表示は（この記事では紹介していないが）まさに Bailey対の条件 (1.6)を αn

について整理した形をしており，つまり，

αn =
(1− qn+1)(1− q2n+2)

(1− q)(1− q2)
(−1)nq

n(n−1)
2 Jn+1(K; q),

βn = q−nCn(K; q)

が a = q2 に関する Bailey対をなすことを示している．
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2 WRT不変量
ようやく本題に入るが，今回の研究 [45]で扱った対象は，WRT不変量 τK(M)と呼ばれる 3次元多様体
の量子不変量である．これはWitten [61]および Reshetikhin–Turaev [54]によって導入された不変量であ
り（Ohtsuki [50, Chapter 8]や Lickorish [40, Chapter 13]，邦訳「結び目理論概説」なども参照），特にこ
こでは，n本の特異ファイバーを持つ Seifertホモロジー球面M(= M(p1, . . . , pn)) = M(p1/q1, . . . , pn/qn)
に限定して話を進める．ここで，p1, . . . , pn ≥ 2とは pairwise coprimeな整数であり，整数 q1, . . . , qn を

p1 · · · pn
n∑

j=1

qj
pj

= 1

を満たすように取っている．M は次の S3内の絡み目 L0 ∪L1 ∪ · · · ∪Lnに沿った Dehn手術によって得ら
れる 3次元多様体である．

このとき，Lawrence–Rozansky [38, (4.2)]によってWRT不変量の明示的な式が以下で与えられている
（ここでの表記は [31, Proposition 1]を参照）．

τK(M) =
e

πi
4

2
√
2PK

e−
πi
2K Θ0+

πi
K

e
2πi
K − 1

2PK−1∑
k=0
K∤k

e−
πi

2KP k2

∏n
j=1

(
e

πik
Kpj − e

− πik
Kpj

)
(
e

πik
K − e−

πik
K

)n−2 ∈ C (K ∈ Z>0).

但し，P = p1 · · · pn,Θ0 = 3 − 1/P + 12
∑n

j=1 s(qj , pj)とおいており，また s(a, c)は Dedekind和 [53]で
あり，s(P/pj , pj) = s(qj , pj)の書き換えについては [53, (33c)]を用いている．

2021年，藤–岩木–村上–寺嶋 [22]はWRT関数と呼ばれる |q| < 1上で定義される q級数

ΦM (q) =
(−1)nq−

1
4Θ0

2(q
1
2 − q−

1
2 )

∑
(ε1,...,εn)∈{±1}n

ε1 · · · εn
∞∑

m=0

(
m+ n− 3

n− 3

)
q

P
4

(
2m+n−2+

∑n
j=1

εj
pj

)2

(2.1)

を導入し，次の極限公式を証明している．但し ζK = e2πi/K であり，極限は半径に沿ったものとする．
Theorem 2.1 ([22]). limq→ζK ΦM (q) = τK(M).

この定理により，WRT関数 ΦM (q)をWRT不変量の単位円盤 |q| < 1上への拡張と見ることができる
だろう．またAndersen–Misteg̊ard [2]は，Gukov–Pei–Putrov–Vafa [26]によって導入された homological
blockと呼ばれる不変量を用いて，同様の極限公式を（藤らとは異なる方法で）独立に示しており，また
WRT関数と homological blockが本質的に等しいことを指摘している．

2.1 保型性を捉える
Section 1では，いくつかの q級数の（量子）モジュラー性について紹介した．q級数の保型性を捉える方
法は様々であるが，一つの原理としては「然るべき変形によってテータ関数の表示に帰着させる」と良い．
例えば Ramanujanのモックテータ関数の保型性は，Andrews [5]によって Baileyの補題から不定値テータ
関数（不定値二次形式のテータ関数）表示が与えられ，Zwegers [66]によって不定値テータ関数の理論が構
築されたことで，その保型形式的な側面が解明された．Ramanujanの σ関数についても，やはり Baileyの
補題から (1.4)の偽不定値テータ関数（不定値二次形式のテータ関数であって和の範囲が部分的，もしくは
sgn-項を含む）表示を獲得したが，Bringmann–Nazaroglu [16]はこれを用いてMaass波動形式との関係を
明らかにしている．今回保型性を捉えたい目的のWRT関数 ΦM (q)は，既に偽テータ関数（正定値二次形
式のテータ関数であって和の範囲が部分的，もしくは sgn-項を含む）の形をしているため，とりあえずこ
れ以上の変形は必要なく，偽テータ関数の理論を整備することが目標となる．
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2.2 Poincaréホモロジー球面の場合
我々の研究の原型となるのは，Poincaré ホモロジー球面 M(2, 3, 5) の WRT 不変量に対する Lawrence–
Zagier [39]の研究である．まずはざっくりと彼らの研究を振り返っておく．Poincaréホモロジー球面に対
するWRT関数 ΦM (q)は

−2q
181
120 (q

1
2 − q−

1
2 )ΦM (q) =

∑
(ε1,ε2,ε3)∈{±1}3

ε1ε2ε3

∞∑
m=0

q
1

120 (60m+30+15ε1+10ε2+6ε3)
2

= −2q
1

120 +
1

2

∑
(ε1,ε2,ε3)∈{±1}3

ε1ε2ε3
∑

m≡ℓ (60)

sgn(m)q
m2

120 (2.2)

= −2q
1

120 + q
1

120

(
1 + q + q3 + q7 − q8 − q14 − q20 − · · ·

)
と表示することができる．但し，sgn(0) = 0とし，P = 2× 3× 5 = 30，

ℓ = ℓ(ε1, . . . , εn) ≡ P

n− 2 +

n∑
j=1

εj
pj

 (mod 2P ) (2.3)

とおいている．この右辺の級数は [39, p.102]に登場する Θ̃+(τ)と等しく，また Theorem 2.1の極限公式が
示されている．今，fM (x) = limq→e2πix ΦM (q)と定めることで，fM : Q → Cを得ることができるが，こ
の fM が（つまりWRT不変量が）量子モジュラー形式であることを示す，というのが Lawrence–Zagierの
一つの結果である．彼らのアイデアは次の通りである：上半平面H上の関数 Θ̃+(τ)（本質的に ΦM (q)のこ
とである）を重さ 3/2のテータ関数 Θ+(τ)の「半整数重さ」Eichler積分と見ることができる．このとき，
Θ̃+(τ)は古典的な意味での保型形式にはならないが，それと対をなすような下半平面 H− 上の関数（非正
則 Eichler積分とも呼ばれる）Θ∗

+(τ)を考えることができ，次を満たす．
• τ → xとしたときの Θ̃+(τ)と Θ∗

+(τ)の漸近挙動が一致する．
• Θ∗

+(τ)の下半平面 H− 上の保型変換則を，Θ+(τ)の積分を用いて記述できる．
したがって「よく分からない上半平面からの極限 limτ→x Θ̃+(τ)」を「よく分かる下半平面からの極限
limτ→x Θ

∗
+(τ)」に言い換えることで，双方の極限である fM (x)の保型性，つまり量子モジュラー性を記述

できるということである．そして一つの系として次を得ている．
Theorem 2.2 ([39, (18)]). WRT不変量 τM (K)に対し，K → ∞における次の漸近公式が成り立つ．

ζ
181
120

K (ζ
1/2
K − ζ

−1/2
K )τM (K) ∼ 2√

5

√
K

i

(
e2πiK

−1
120 sin

(π
5

)
+ e2πiK

−49
120 sin

(
2π

5

))
.

これはいわゆるWitten（Andersen）の漸近展開予想 [49, Conjecture 7.7], [1, Conjecture 1.1]の主要項
であり，eの指数に現れている {−1/120,−49/120}は Chern–Simons不変量と呼ばれる量である．
Remark 2.3. 一般の Seifertホモロジー球面M(p1, . . . , pn)に対しても，Lawrence–Zagierのアイデアを拡
張することで，樋上 [31]は Theorem 2.2の類似，すなわちWittenの漸近展開予想を証明している．そこ
ではWRT関数（homological block）とは異なる q級数が用いられている．

2.3 WRT関数と偽テータ関数
上半平面の問題を下半平面の問題へと言い換えることで得られた Lawrence–Zagierや樋上の結果を，直接
WRT関数 ΦM (q)の（上半平面での）保型性を示すことで再証明する，というのが松坂–寺嶋 [45]の位置付
けとなる．まず，テータ関数および偽テータ関数を定義する．
Definition 2.4. 正整数M > 0に対し，格子 L =

√
MZおよび双対格子 L′ = (1/

√
M)Zを取る．このと

き，各 k ∈ Z≥0 と µ ∈ L′/Lに対し，テータ関数，偽テータ関数をそれぞれ

θk,µ(τ) =
∑

n∈L+µ

nkq
n2

2 , θ̃k,µ(τ) =
∑

n∈L+µ

sgn(n)nkq
n2

2

で定める．
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Remark 2.5. 一般の格子と正定値二次形式に対しても同様に定義できるが，今回は 1次元格子しか用いな
い．また，例えば Vignéras [58]によると，L =

√
MZに対し，非正則なテータ関数

Θk,µ(τ) = v−
k
2

∑
n∈L+µ

Hk

(
n
√
v
)
q

n2

2 (τ = u+ iv)

は重さ k + 1/2の保型変換則を満たす．ここでHk(x)は
∞∑
k=0

Hk(x)
tk

k!
= e−2πt(2x+t)

で定義される Hermite多項式であり，最初の数項はH0(x) = 1,H1(x) = −4πx,H2(x) = 16π2x2 − 4π, . . .
で与えられる．θk,µ(τ)は Θk,µ(τ)の正則部分であるので，金子–Zagier [36]に則るならば，k ≥ 2のとき，
θk,µ(τ)は準テータ関数，θ̃k,µ(τ)は偽準テータ関数，と呼ぶべき対象であろうか．
このとき Poincaréホモロジー球面の場合と同様に，WRT関数を偽テータ関数を用いて次のように表示

することができる．
Lemma 2.6. ℓ = ℓ(ε1, . . . , εn)を (2.3)と同様に定義するとき，ある明示的な多項式 PM (q) ∈ Q[q±

1
4P ]お

よび有理数列 cε(k) ∈ Qが存在して，次が成り立つ．

(−1)n2q
1
4Θ0(q

1
2 − q−

1
2 )ΦM (q)− PM (q) =

1

2

∑
ε=(ε1,...,εn)∈{±1}n

ε1 · · · εn
n−3∑
k=0

(2P )k/2cε(k)θ̃k, ℓ√
2P

(τ). (2.4)

よって「ΦM (q)の保型変換則を得る」という問題は本質的に「θ̃k,µ(τ)の保型変換則を得る」ことに帰
着する．

2.4 偽テータ関数の保型変換則
k = 0の場合の偽テータ関数の保型変換則は，2019年に Bringmann–Nazaroglu [15]によって与えられてい
る．ここでは，彼らのアイデアを土台にして，k > 0の場合にも θ̃k,µ(τ)の保型変換則を記述するための筋
書きを紹介したい．
偽テータ関数の定義 Definition 2.4において保型性を崩している要因の一つは，sgn-項の存在である．

Bringmann–Nazarogluは Zwegers [66]の不定値テータ関数の構成を手本に「sgn-項をエラー関数で置き換
える」という形で，保型性の補完を行っている．まずエラー関数を

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−t2dt

によって定義する．

Figure 2: 左図は sgn(x)のグラフ，右図は erf(x)のグラフである．

このとき非負整数 k ≥ 0と (τ, w, x) ∈ H×H× Rに対し，
Fk,τ,w(x) =

√
i(w − τ)xk erf

(
−i
√
πi(w − τ)x

)
eπix

2τ (2.5)

を定義すると，次が成り立つ．
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Lemma 2.7. F を Fourier変換とするとき，ある明示的な多項式 cl,Hk
(τ), cl,Kk

(τ, τ ′)が存在して，

F(Fk,− 1
τ ,− 1

w
)(x) =

−(−i)1/2w−1/2

(−2πi)k

(
k∑

l=0

cl,Hk
(τ)Fl,τ,w(x) +

k−1∑
l=0

cl,Kk
(τ, w − τ)xleπix

2w

)
(2.6)

が成り立つ．また，二変数テータ関数を
Θ̃k,µ(τ, w) =

∑
n∈L+µ

Fk,τ,w(n) (2.7)

で定義するとき，任意の ϵ > 0に対し，

lim
t→∞

Θ̃k,µ(τ, τ + it+ ϵ)√
i(it+ ϵ)

= θ̃k,µ(τ)

が成り立つ．特に k = 0のとき，F(F0,− 1
τ ,− 1

w
)(x) = −(−i)1/2w−1/2F0,τ,w(x)である．

つまり偽テータ関数 θ̃k,µ(τ)の保型補完とは，
• 新たに w ∈ Hという変数を追加し，sgn-項をエラー関数に置き換えることで，偽テータ関数の和の中
身を「滑らかに」補完する (2.5)．

• Fourier変換 (2.6)を用いて，格子上の和 (2.7)に Poissonの和公式を適用することで，二変数テータ
関数の保型変換則

Θ̃k,µ

(
−1

τ
,− 1

w

)
=

−(−i)1/2√
M

w−1/2

(−2πi)k

∑
ν∈L′/L

e2πiµν

×

(
k∑

l=0

cl,Hk
(τ)Θ̃l,ν(τ, w) +

k−1∑
l=0

cl,Kk
(τ, w − τ)θl,ν(w)

) (2.8)

を得る．
• w = τ + it+ ϵ（ϵ > 0）とおき t → ∞と極限を取ることで，所望の偽テータ関数 θ̃k,µ(τ)を得る．こ
こで ϵの役割は，

√
i(w − τ)の branch cutとの位置付けである．

の 3つの要素からなっている．例えば k = 0のとき，

Θ̃0,µ

(
−1

τ
,− 1

w

)
=

−(−i)1/2w−1/2

√
M

∑
ν∈L′/L

e2πiµνΘ̃0,ν(τ, w)

であることから，w = τ + it+ ϵ（ϵ > 0）に沿って極限 w → i∞を考えることで，

lim
w→0

Θ̃0,µ

(
−1

τ
, w

)
=

−1√
M

∑
ν∈L′/L

e2πiµν θ̃0,ν(τ) (2.9)

を得る．注意として，π/4 < |ϕ| < 3π/4に対して，

erf(reiϕ) ∼ −e−ir2 sin 2ϕ

√
πeiϕ

1

r
e−r2 cos 2ϕ (r → ∞)

が成り立つため（例えば [24, 8.254]），単に w = 0を代入したときに現れる和∑n erf
(
−i

√
−πiτn

)
eπin

2τ

は絶対収束していないことに注意する．一つの見方は積分表示
Θ̃k,µ(τ, w)√
i(w − τ)

= −i sgn(Re(w − τ))

∫ w

τ

θk+1,µ(z)√
−i(z− τ)

dz (Re(w − τ) ̸= 0) (2.10)

を用いる方法で，このとき θ1,µ(τ)が重さ 3/2の保型性，すなわち

θ1,µ

(
−1

τ

)
=

(−iτ)3/2√
M

∑
ν∈L′/L

e2πiµνθ1,ν(τ)

を満たすことから，τ → 0において θ1,µ(τ)が指数関数的に減少し，(2.10)において k = 0, w → 0とした
積分が収束する．したがって，(2.9)の左辺の極限を計算し，式の形を整えることで次が得られる．
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Proposition 2.8. Re(τ) ̸= 0のとき，次が成立する．

θ̃0,µ

(
−1

τ

)
+ sgn(Re(τ))

(−iτ)1/2√
M

∑
ν∈L′/L

e2πiµν θ̃0,ν(τ) = −i

∫ i∞

0

θ1,µ(z)√
−i
(
z+ 1

τ

)dz.
k > 0のとき，一般に θk+1,µ(τ)は τ → 0において急減少するわけではないため同じ議論は機能しない

ように見えるが，今考えている Lemma 2.6の偽テータ関数の「和」においては，そのような非減少項がキャ
ンセルするため，同様の議論を適用することができる．しかし，ここで紹介するには技術的すぎるため詳細
は省略することにする．
Theorem 2.9 ([45]). Lemma 2.6，Lemma 2.7と同様の記号のもと，(2.4)の右辺を Ψ̂M (τ)と定義し，
j ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n− 3に対し，

ηj,k(τ) =
1

2

∑
ε=(ε1,...,εn)∈{±1}n

ε1 · · · εncε(k)
2P−1∑
ν=0

e2πi
ℓν
2P θj, ν√

2P
(τ),

η̃j,k(τ) =
1

2

∑
ε=(ε1,...,εn)∈{±1}n

ε1 · · · εncε(k)
2P−1∑
ν=0

e2πi
ℓν
2P θ̃j, ν√

2P
(τ)

とおく．このとき Re(τ) ̸= 0に対し，次の保型変換則が成り立つ．

Ψ̂M

(
−1

τ

)
= − sgn(Re(τ))(−iτ)1/2

n−3∑
k=0

(2P )
k−1
2

(−2πi)k

k∑
j=0

cj,Hk
(τ)

(
η̃j,k(τ) + i

∫ i∞

0

ηj+1,k(z)√
−i(z− τ)

dz

)
.

以上をまとめると，次の通りである．まず藤–岩木–村上–寺嶋 [22]が導入したWRT関数ΦM (q)はWRT
不変量 τM (K)の |q| < 1上への拡張であったが，それは Lemma 2.6において本質的に偽テータ関数の和に
分解された．Lawrence–Zagier [39]の研究から 20年たった現在では偽テータ関数もまた保型形式の枠組みで
捉えられるようになり，具体的には Zwegers, Bringmann–Nazarogluのアイデアを拡張することで，WRT
関数の保型変換則を記述することに成功した．

Theorem 2.9の系として，Witten（Andersen）の漸近展開予想の直接的な別証明を与えることができる．
Theorem 2.10 ([45]). Seifertホモロジー球面M(p1, . . . , pn)のWRT不変量 τM (K)に対し，K → ∞に
おける次の漸近公式が成り立つ．√

2

K
sin
( π

K

)
τM (K) ∼

2n−2Kn−3e−
2n−3

4 πiζ
− 1

4Θ0

K

(n− 2)!
√
P

2P∑
m=1

(−1)mne2πiK
−m2

4P Bn−2

( m

2P

) n∏
j=1

sin

(
πm

pj

)
.

ここで Bn(x)は n番目の Bernoulli多項式である．
この結果が樋上 [31, Proposition 4]と一致していることに注意しておく．本稿では簡単のために省略

しているが，K → ∞ に関する主要項だけでなく，漸近展開まで得られている．また，e の指数に現れ
ている {−m2/4P} は Chern–Simons 不変量である（Kirk–Klassen [37, Theorem 5.2] および Andersen–
Misteg̊ard [2, Propositoin 8]を参照）．
Remark 2.11. Gukov–Pei–Putrov–Vafa [26]の homological blockは，Seifertホモロジー球面に限らず，よ
り一般の plumbed多様体に対して定義されている．このときTheorem 2.1と同様に，homological blockの
1の冪根への極限が存在してWRT不変量と等しいか，という問題が考えられる．この問題については最近，
森–村上 [46]および村上 [48]が幾つかの条件のもとで解決している．一方で，Seifertホモロジー球面でな
い場合の homological blockの保型性については，Bringmann–Mahlburg–Milas [14]の研究があるものの，
まだまだ発展途上，見渡す限り千山万水である．
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