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特集／複素解析の探究

確率論と複素解析
SLE，Loewner方程式が見せる多様な側面

村 山 拓 也

1. はじめに

学部 3回当時の筆者は，複素解析の美しさに惹

かれていた．一方，確率論は数学らしくないと感

じていた．ランダム性をすなわち「滅茶苦茶な」

ものと思っていたのだ．そのため，両者が結びつ

くと知っていたく衝撃を受けた．確率論へ宗旨替

えした程である．

さて，副題の “SLE” は，統計物理に由来する

平面上のランダム曲線である．複素解析における

Loewner方程式に，確率論における Brown運動

を代入して定義される．このように三分野を跨い

だ研究について，いくつかの話題を紹介するのが

本稿の目的である．筆者の当時受けた衝撃が少し

でも伝われば幸いである．なお，数学的厳密さに

は元より目をつぶるが，重要な点では注意を喚起

するよう努めた．

2. 正則函数の等角性

複素解析の復習から始める．複素平面Cの領域
D で定義された函数 f : D → Cに対し，D の各

点 z で微分係数

f ′(z) =
df

dz
(z) := lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z

が存在するとき，f は D 上正則であるといわれ

る．このとき，各 z0 ∈ D の近傍で f(z) は一次

近似される：f(z) − f(z0) ≈ f ′(z0)(z − z0)．つ

まり，点 z0 および f(z0) の周りで局所的に見る

と，f は |f ′(z0)|倍の拡大および角 arg f ′(z0)だ

けの回転を表す．特に，f ′(z0) ̸= 0ならば，f は

任意の 2曲線の交角を変えない．これが正則函数

の等角性であった．

以下，二つの領域 D, D̃ に対して，D を D̃ の

上へと一対一に写す正則函数のことを D から D̃

への等角写像 ∗1）と呼ぶ．また，このような写像が

あるとき，Dは D̃と等角同値であるという．

3. 臨界現象の共形不変性

確率論に話を移そう．図 1は正方格子上の面パー

コレーションである．格子内の正方形（面）を確

率 pで黒に，確率 1− pで白に塗るという試行を

各面で独立に行って得られる模型である．確率論・

統計物理において盛んに研究されている．

パーコレーションの幾何学的性質は確率 pの値

に依る．“Percolation” （浸透）の名が意味する

ように，黒い面の成す連結クラスターが無限に遠

くまで「浸透」するか否かに興味がある．

定理 1 次のような値 pc ∈ (0, 1)が存在する：

1. p < pcならば，無限クラスターの存在する確

率は 0である．

*1） 各点での等角性（＝微分係数が消えない）は，等角写像

（＝函数が単射）であることを導かない．（逆は成り立つ．）こ

の意味で両者は整合しないが，本稿では慣習に倣う．
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図 1 左から p > pc,= pc, < pc の面パーコレーション．

2. p > pcならば，確率 1で無限クラスターが唯

一つ存在する．

定理 1が示すように，p = pcを境に系の性質は

がらっと変わる．これを相転移と呼ぶ．相転移は，

物理学において遍在する現象であり，系ごとの細

かな差異に依らない普遍的な法則に従うとされて

いる．

さて，定理 1は臨界点 p = pcについて何も言っ

ていない．この臨界現象が我々の主題の一つであ

る．その特徴は系の共形不変性にある．改めて図

1∗2）を見よう．中央が p = pcのときのパーコレー

ションである．白黒の面はとても乱雑に，そして

「均等に」出現している．このため，もし図のどこ

か一部を切り出し，拡大・回転で元の図と重ねても，

両者はおよそ同じように見えるだろう．このこと

を指して臨界パーコレーションの巨視的な統計法

則が共形不変であるという．一方，例えば p > pc

では黒い面が支配的で，下手な切り出し方をする

と最早黒い面しか残らない．つまり，p ̸= pcでの

共形不変性は期待できない．

局所的には拡大・回転に見える変換を共形変換と

呼ぶ．前節の復習によれば，共形変換は正則函数

あるいは等角写像である．ここに確率論と複素解

析との接点が生じる．また，共形不変性を広い意

味での自己相似性と捉えれば，フラクタルとの接

点も生じる．臨界パーコレーションのクラスター

はランダムフラクタルだというわけである．

*2） 図中の面が 100 × 100 と少ないので，以降の説明はピン

と来ないかもしれない．想像で補っていただきたい．

図 2 Tε 上の頂点パーコレーションとクラスター
境界（破線）．

4. クラスター境界のスケーリング極限

ランダムクラスターの巨視的な構造を理解す

るために以下のような問題を考える．上半平面

H := { z ∈ C ; ℑz > 0 } に格子幅 ε > 0 の三

角格子 Tε を描き，その上で臨界的な頂点パーコ

レーションを考える．（今度は，面ではなく頂点を

白黒に塗り分ける．）ただし実軸では，負の半直線

上の頂点を黒，正の半直線上の頂点を白に塗ると

予め指定しておく．図 2のように，原点を出発し

Tεの各辺の中点を通って黒い点を左手に見るよう

な折れ線，すなわち二色のクラスターを分離する

境界線を引く．

問題 1 この境界は ε ↓ 0の極限でどのようなラ

ンダム曲線（確率過程）に収束するか？

Schramm (2000) はこの問いに対し，複素解析

の古典的な技法を用いて解答を提示した．以下，二

節少々の紙幅を割いて，その概要を眺めていく．

議論の前に，問題 1 の設定について補足する．

上では説明の便宜も兼ね，単連結な領域の代表と

して上半平面 H を採った．単連結とは，領域の
内部に穴が開いていないことをいう．例えば円環
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{ z ∈ C ; 1 < |z| < 2 } には穴が開いているから，
単連結ではない．有名なRiemann写像定理 ∗3）

によれば，C内の単連結な真部分領域はすべてH
と等角同値である．よって，H で問題 1 を解き，

その結果を共形変換を通じて他の領域へと読み替

えればよい．この意味で Hを代表と考えている．
もちろん任意の単連結領域 D に対しても，そ

れを近似する三角格子 TD
ε を描き，境界を端点

aε, bε で白黒の弧に割れば，問題 1 と同様にク

ラスター境界の極限 γD,a,bを考えられる．端点は

aε, bε → a, b ∈ ∂Dとなるように選ぶ．初めに述べ

た設定では，aε ≡ 0, bε ≡ ∞である．このとき，共
形不変性の仮定は次のように述べられる ∗4）：境界が

端点 a, bで分割された単連結領域Dとその上の等

角写像 f とに対して，γf(D),f(a),f(b)
d
= f(γD,a,b)

（すなわち，両辺の確率変数の分布が等しい）．こ

の性質は第 6節で用いる．

5. Loewner微分方程式

一旦，パーコレーションなるランダムな対象を

忘れ，上半平面Hに単純曲線 ∗5）γ : [0, tγ) → Hが
あるという状況だけを問題 1から取り出す．した

がって，本節の議論は純粋な複素解析である．始

点 γ(0)のみが実軸 ∂H ≃ R上にあり，その他の
弧 γ(0, tγ)はHの内部に含まれる．曲線 γに沿っ

て，実軸からHを鋏で切りひらく様を思い浮かべ
てほしい．各 t ∈ (0, tγ)に対し，そのように切り

込まれた半平面をHt := H \ γ(0, t]とおく．
上述のRiemann写像定理により，HtからHへ

の等角写像が存在する．それは一つではないが，流

体力学的正規化条件

gt(z) = z +
2t

z
+ o(1/z), z → ∞ (1)

*3） 当然かのように書いたが，これ自体驚くべき事実である．

*4） この主張は不明瞭であることを注意しておく．確率論的に

は極限 γ• がいかなる曲線（集合）か，どう径数付けられ，

その結果どんな確率空間に属すのか，といったことを述べて

いない．また，複素解析的には D の境界や a, b の prime

end としての性質を何も言っていない．しかし，以下の発見

的な議論ではこれらを都合よく解釈する．

*5） 自己交叉を持たない曲線を単純曲線という．

を課せば一意に決まる．gt : Ht → Hを弧 γ(0, t]

に付随する Riemann写像と呼ぶことにする．こ

のように，曲線 γの解析を写像 gtのそれに摩り替

えることが重要な発想である．

写像 gt により，曲線の先端 γ(t)は実軸 ∂Hの
点に写る．それを ξ(t) := gt(γ(t))と書く．ξ(t)は

tの函数であり，駆動函数と呼ばれる．

定理 2 各 z ∈ Hに対して tの函数 t 7→ gt(z)は

微分可能であり，次の Loewner(–Kufarev) 微

分方程式を満たす：

d

dt
gt(z) =

2

gt(z)− ξ(t)
. (2)

このように，gtを導入したおかげで具体的な微

分方程式が手に入った．この式は，SLEに対する

確率解析において不可欠な役割を果たす．（本稿で

は，残念ながらその様子には触れない．）

ちなみに，式 (2) の原型は 1923 年まで遡る．

Loewner は彼の方程式を用いて，単射正則函数

の Taylor係数が満たす性質である Bieberbach

予想を 3次の係数について示した．彼の考えを敷

衍して 1984年には de Brangesが予想全体を証明

している．その後，Loewner方程式の研究は下火

になっていたようであるが，SLEへの応用を皮切

りに違った形で再び脚光を浴びることとなった．

6. 領域Markov性・共形不変性から SLEへ

問題 1のようなランダムな状況に話を戻す．つ

まり，前節の γ を臨界パーコレーションのクラス

ター境界 γH,0,∞とみなす．このとき，対応する式

(2)の駆動函数 ξ(t)もランダムとなる．この 1次

元確率過程の分布を決定する．

鍵は γ = γH,0,∞ の持つ領域Markov性 ∗6）で

ある．すなわち，γ の時刻 t以降「未来の」確率

法則は，領域 Ht = H \ γ(0, t]の「現在の」形状
のみに依存して決まる．γ(s)（0 ≤ s ≤ t）がどれ

*6） 通常のMarkov 過程の場合，未来の区間 (t,∞) での振

舞いは過去の区間 [0, t) での挙動とは独立で，現在時刻 t で

の位置だけに依存する．領域Markov 性は，Ht の形状が過

去の情報を含むという意味で，これよりも弱い性質である．
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くらいの速度でいつどの点を通ったかというとこ

ろまで詳細な「過去の」情報には依存しない．図

2における境界線の描き方を思い出せば，この性

質は納得されるだろう．

領域Markov性・共形不変性を用いて，駆動函

数 ξ が時刻 sから s + tまでどう振る舞うか調べ

る．まず，時間 sだけシフトした曲線 γ(s+ ·)は
Hs = H \ γ(0, s]におけるクラスター境界と同じ
確率法則に従う：γH,0,∞(s + t)

d
= γHs,γ(s),∞(t).

さらに，等角写像 z 7→ gs(z)− ξ(s)に対する不変

性により，gs(γHs,γ(s),∞(t)) − ξ(s)
d
= γH,0,∞(t).

（−ξ(s)の項によって曲線の始点を調節した．）合

わせると，ランダム曲線

γ̃(t) := gs(γ(s+ t))− ξ(s), t > 0

は元の γ = γH,0,∞ と同じ分布を持つ．一方で，

γ̃(0, t]に付随する Riemann写像は

g̃t(z) = gs+t(g
−1
s (z + ξ(s)))− ξ(s)

である．（図 3と式 (1)を見ながら写像の向きや平

行移動を調節した．）z = γ̃(t)を代入すると，駆動

函数の関係式 ξ̃(t) := g̃t(γ̃(t)) = ξ(s + t) − ξ(s)

を得る．γ̃
d
= γ ゆえ，ξ̃

d
= ξ．よって，

ξ(t)
d
= ξ(s+ t)− ξ(s).

つまり，時刻 sから s+tまでの増分 ξ(s+t)−ξ(s)

の分布は，時刻の差 tのみに依り，基準となる s

には依らない．このことを，確率過程 ξ が定常独

立増分を持つという．

定理 3 原点を出発し，標本路が確率 1で連続で，

かつ定常独立増分を持つような実数値確率過程は

√
κBt + bt, κ > 0, b ∈ R

に限る．Bt は 1次元標準Brown運動である．

雑に言えば，Brown運動 Bt は左右に進む確率

が等しい．btは左右片方へ推進力を加える項であ

る．統計的には，γ は虚軸について線対称に振舞

うと考えられる．そこで，b = 0とすれば

ξ(t) =
√
κBt (3)

と駆動函数の形が決定される．以上の議論は，

Schrammの原理と呼ばれることがある．

駆動函数 (3)を方程式 (2)に代入して得られる

ランダムな解 gt(z) のことを母数 κ > 0 を持つ

Schramm–Loewner発展 ∗7）と呼び，SLEκと

略記する．また，この gt に対応する H内のラン
ダム曲線 γ 自体も SLEκ と呼ぶ．

7. SLEと格子模型，GFFとの関係

前節までの議論は発見的なものである．しかし実

際に，Tε上の臨界パーコレーションのクラスター

境界は ε ↓ 0で SLE6に収束する ∗8）．また，ルー

プ除去乱歩 ∗9）が SLE2 に，臨界 Ising模型のク

ラスター境界 ∗10）が SLE3 に，離散Gauss自由

場（Gaussian free field, GFF）の等高線 ∗11）が

SLE4 に各々収束するなど，連続極限で現れる共

形不変なランダムフラクタルが SLEによって記述

される例が数多く知られている．

SLEは上記の他にも，物理における共形場理論

（conformal field theory, CFT）を背景とした重

要な性質を持つ．ここでは，その内のSLE/GFF

結合について述べる．

まず，領域 D ⊂ C 上の連続 GFF とは，各

z ∈ D で添字付けられた平均 0 の正規乱数の族

h(z)で，共分散が

E[h(z)h(w)] = GD(z, w) :=（Dの Green函数）

を満たすもの ∗12）である．半径 εの円周平均 hεか

ら定まるD上のランダムな測度

µ(dz) := lim
ε↓0

εγ
2/2eγhε(z) dz, γ > 0

をLiouville量子重力（Liouville quantum grav-

ity, γ-LQG）と呼ぶ．この定義の感覚として，測

*7） evolution

*8） Smirnov (2001), Camia–Newman (2007)

*9） Lawler–Schramm–Werner (2004)

*10） Chelkak et al. (2014)

*11） Schramm–Sheffield (2009)

*12） E は確率変数の期待値．GD(z, z) = ∞ だから，h の正

確な定義には超函数が必要だが，ここでは割愛する．
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図 3 時刻 sおよび s+ tでの様子．

度というよりも（曲面上の距離や曲がり具合の指

標となる）計量を領域 D に定めようとしている．

すなわち，組 (D,µ)はランダムな曲面である．ま

た，Dの境界には「量子的な長さ」が定義される．

問題 2 単連結な量子曲面 (D1, µ1), (D2, µ2)と

等角写像 f1, f2 を用意して，次のように両者を

「貼り合わせる」：

• f1(D1) ∪ f2(D2) = H,

• η := ∂f1(D1) ∩ ∂f2(D2)は，実軸の一点を出

発するH内の曲線で，部分弧をD1, D2各々に

ついて見たときの量子的長さが一致する．

このとき，ηはいかなるランダム曲線か？

Sheffield (2016) による元の主張は複雑である．

感覚を掴むため，大雑把に言い換えたものが問題

2 である．ともかく，こうした問題を解くと，η

は後進 SLEκ（SLEの変種）となる．複素解析に

通暁した読者は，これが古典的な等角貼り合わせ

（conformal welding）の確率論版に当たることに

注意されたい．量子曲面の貼り合わせからなんと

SLEが生じるのである．複素解析の観点からも興

味深くはないだろうか．

8. 多重連結領域への拡張

本節では，筆者自身の研究課題でもある「多重

連結領域への拡張」について簡単に紹介する．領

域D ⊊ Cが (N + 1)連結であるとは，拡大複素

平面（Riemann球面）Ĉ := C∪{∞} における補
集合 Ĉ \D の連結成分が丁度 (N +1)個であるこ

とをいう．N = 0の場合，唯一の連結成分は∞

を含む「外部領域」であり，Dに穴は開いていな

い（単連結である）．N ≥ 1の場合を多重連結と

いい，領域にN 個の穴が開いている．

第 4–6節では，単連結領域の代表として上半平

面Hを採った．(N +1)連結領域にも代表的な形

がいくつか考えられる．本稿では，Hから実軸に
平行な N 個の線分（截線）を除いた平行截線半

平面 ∗13）を採る．この場合，Riemann写像定理

に相当する事実は，一般化された一意化定理と呼

ばれる．すなわち，任意の (N + 1) 連結領域 D

に対して，ある平行截線半平面 D̃ への等角写像

f : D → D̃が存在する．

以上の事実を踏まえて，第 5節の議論をなぞる．

Dを平行截線半平面とし，γ は実軸の一点を出発

してDの中を走る単純曲線とする（図 4）．このと

き，γによって切り込まれた領域Ht := D\γ(0, t]
もやはり (N + 1)連結である．よって，別の平行

截線半平面 Dt への等角写像 gt : Ht → Dt が存

在して，式 (1)により一意に決まる．駆動函数を

ξ(t) := gt(γ(t))とおくと，次の小松・Loewner

微分方程式が成り立つ：

d

dt
gt(z) = −2πΨDt

(gt(z), ξ(t)). (4)

このように第 5 節とほぼ平行した議論ができる．

ただし，式 (2)右辺と比べてΨDt を具体的に書け

ない憾みはある．

複素解析の立場で式 (4)のような拡張を考察し

たのは小松（1950）である．その 50年後には SLE

が現れ，SLEの非単連結領域への拡張を目指した

Bauer–Friedrich (2004, 06, 08) により再び系統

*13） parallel slit half-plane
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図 4 曲線 γ および写像 gt : Ht → Dt.

的に研究されることとなった．実際，格子模型は

領域の「穴」の有無には関係なく定義できる．そ

の連続極限である SLEを式 (4)で拡張しようと試

みるのは自然な流れだろう．そこで，式 (4)の駆

動函数 ξ(t)を確率微分方程式

dξ(t) = α(ξ(t), Dt) dBt + b(ξ(t), Dt) dt

で定めたときのランダムな gt（あるいは γ）を確

率的小松・Loewner発展（stochastic Komatu–

Loewner evolution, SKLE）と呼ぶ．ただし，SLE

の場合と違って，どんな（函数）係数 α, bが穴の

影響を正しく反映するのか，格子模型が SKLEに

収束するのか，といった問題については研究途上

である．特に，

•Dt（の截線の配置）が tに依存すること，

• Schrammの原理だけでは，一つの母数 κのみ

に依るランダム曲線族を決定できないこと

は多重連結の場合に特有である．これらは解析の

障害になる一方，問題を豊かにもしている．近年

CFTの観点から多重連結領域における SLEが議

論されつつある1) ことも踏まえ，進展が俟たれる．

9. 確率論から見た（小松・）Loewner方程式

本節からは，話の切り口を少し変える．第 5, 6

節では，Loewner方程式 (2)が SLE理論の中核を

担うことを見た．この式そのものは，複素解析の

諸理論から導かれる．確率論側はいわばユーザー

である．しかし実は，正則函数と 2次元Brown運

動との密接な関係を使えば，式 (2)の導出にも「確

率論的な」別証が考えられる．小松・Loewner方

程式 (4)についても同様である．以降の二節では，

式 (2), (4)の確率論的導出において鍵となる事柄

をかい摘んで紹介したい．

まず，Brown 運動と正則函数との仲立ちをす

る調和函数の定義を思い出す．実数値 C2 級函数

u(x, y)が調和であるとは，Laplace方程式

△u =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u = 0 (5)

を満たすことであった．特に，正則函数 f(z) =

f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) に対し，その実

部 u，虚部 v は調和である．それは f の満たす

Cauchy–Riemann方程式

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(6)

から直ちに従う．反対に，調和函数 vに対して式

(6)を満たす共役調和函数 ∗14）uが見つかれば，正

則函数 f = u+ ivが構成される．ただし，これは

常に可能とは限らない．単連結領域では共役調和

函数の存在が保証されている．一方，一般の領域

では穴の周りの vの挙動が共役の存在／非存在に

関係している．

確率論的には，（良い）領域D上の調和函数 vが

次の表示を持つことが重要である：

v(z) = Ez[v(ZτD )]. (7)

ただし，Ez は複素 Brown運動 Zt を点 z ∈ Dか

ら出発させたときの期待値を表す．τD は Zt が初

めて領域Dから出ていく脱出時刻である．ZτD は

境界 ∂D上のランダムな点であり，それについて

v の境界値平均を取るのだから，式 (7)はいわゆ

る Poisson積分の確率論的表現である．

式 (2)の導出には，調和函数 vとして差 v(z) :=

Im(z − gt(z)) を採る．gt : Ht → H は弧 γ(0, t]

に付随する Riemann 写像であった．gt は Ht =

H\γ(0, t]の境界を実軸に写す．よって，虚部 Im gt

の境界値は常に 0である．すると，式 (7)から

v(z) = Ez[Im(ZτHt
− gt(ZτHt

))]

= Ez[ImZτHt
] (8)

を得る．最後の表式は複素 Brown運動 Ztのみで

*14） 普通は虚部 v を実部 u の共役調和函数と呼ぶのだろうが，

本稿では後の都合で役割を反転させた．
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図 5 一点 a∗
j における BMDの様子．

書かれているから，確率論的には都合が良い．

式 (8) において，脱出時刻での値 ImZτHt
は，

Ztが先に γ(0, t]に当たるとき正であり，先に実軸

に当たるとき 0となる．このように Brown運動

の路について考察していくと，（かなり飛躍するが）

次の定理に辿り着く．ここで，rtは集合 γ(0, t]の

直径である．

定理 4 t に依らない定数 C > 0 が存在して，

|z| ≥ 2rt ならば∣∣∣∣z − gt(z) +
2t

z

∣∣∣∣ ≤ C
2trt
|z|2

. (9)

定理 4から式 (2)を導くことは割愛する．ここ

では，式 (2)右辺の形が不等式 (9)左辺 2t/zの項

に由来することにだけ触れておこう．

10. 縢りBrown運動

Lawler (2006) は，小松・Loewner方程式 (4)

についても周遊反射 Brown 運動（excursion-

reflected Brownian motion, ERBM）を用いた

確率論的な解釈を述べている．その後，ERBM

を縢り Brown 運動（Brownian motion with

darning, BMD）に置き換える形で，Chen–福島–

Rohde (2016) が精密な解析を行った．

BMD の説明をするため，多重連結領域 D を

D = E \
∪N

j=1 Aj の形に書こう．Eは単連結領域

で，各Aj はEに開けた穴である．ここで，穴Aj

を一点集合 {a∗j}へと潰して，あるいは同一視して
集合D∗ := D∪{a∗1, . . . , a∗N}を定義する．BMD

とは大雑把に言ってD∗上の複素Brown運動のよ

うなものである．

図 5のように，DとD∗とにそれぞれ BMDの

標本路を描いてみると，「縢り」という形容の意味

が分かる．「縢る（かがる）」とは，糸をしばり束ね

るようにして（穴を）縫うことを指す動詞である．

BMDが一点 a∗j を通る様子を眺めると，BMDの

軌跡によってまさに穴 Aj が縫い合わせられたよ

うに見えるのである．

式 (4)の導出に BMDが現れる理由は，式 (7)

と類似した表現

v∗(z) = Ez[v
∗(Z∗

τD∗ )] (10)

にある．Z∗
t は D∗ 上の BMDである．表現 (10)

は調和函数 v∗を与えるだけでなく，なんと共役調

和函数 u∗ の存在を保証する．前節で述べたよう

に，多重連結領域Dでは調和函数が共役を持つと

は限らない．BMDは穴を縢り縫うことによって，

通常の Brown運動と異なる形で穴の性質を拾う．

それが v∗ に反映されるのである．

式 (10)により前節と同様に議論を進めると，式

(4)のΨDt
が領域D∗

t 上の BMDに付随する複素

Poisson核であることが分かる．もう紙数も尽き

るので，詳細については上記著者の一人による解

説2) を挙げるにとどめる．

11. おわりに

複素解析と関わるものの，本稿で触れられな

かった話題として，Brownian loop measure と

Schwarz微分との関係，小松・Loewner方程式に

おける截線の時間発展とモジュライ空間との関係，

SLEκの κ ↓ 0における大偏差原理とTeichmüller

空間との関係などがある．このように，本稿で紹

介した内容は氷山の一角に過ぎず，さらなる融合

的研究への興味は尽きない．
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