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所謂平面弾性應力の一解法

所員 根来詳 郎

目次
＇ 

概要

I.緒言

II. 甚礎理論

i基礎式'

ii 平面重調和函敷の一近似解法．

Ill. 結言．

文献表

概要

本文では所謂平面弾性應力の一般式中に含む Airy函敷 (X)が要求される周

泌條件式と髪位並びに其の勾配値が位置座標の一僅函敷であるといふ事宜より

誘導された Michellの條件式（］）とを先づ検討し，更に該函敷の特性である平

面重調和函敷式 (V位＝0)を二次元補間式を利用して近似的に髪換し，この髪

換式を用ひて上記雨條件式を満足する Airy函敷を所謂網目反覆法で求める方

法に就て詳述した。

該方法に依れば外側，内側雨周邊が全く任意な形の多孔蒲平板でもそれ等が

周邊側面上で且平板方向の外力を受ける場合であれば該平面内に生ずる應力度

状態は近似的に常に求め得られることになる． ， ． 

ー 緒 言

‘̀ 蒲平面が周邊側面のみに平板方向の外力を受＇ける場合は該平面内に生ずる應
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力度朕態は敷式的には既に一般解(2)をも求められてゐるが，未だ極・く特殊な形

の平板(3)以外はその應力度朕態の数値量が求め得られない．又これ等の應力度

朕態を求める敷値計算法も既に無孔で而も特殊な形の領域に就いては取扱はれ

てゐる (4)が一般な形の領域に就いては未だ論及されてゐない．尚又偏光弾性賓

瞼的にもこの應力度朕態が求め得られる筈であるが宜施上は宜瞼装置その他技

工等の都合で簡箪な周邊形を持つ平面領域のみに制限される．

本論文では外側内側雨周邊の形が全く任惹な多孔洲平板内の上記應力度状態

を敷値計算的に求める方法に就いて示す．即ち該姻力度朕態を著者の提唱せる

狭穀平面應力の平均應力朕態(5)であると従来通り近似的に看倣し，この一般應

力式中に含まれる Airy函敷 (x)が要求される周邊條件と襲位並びにその勾配

値が位府座標の一倍函敷であるといふ事宜より誘導された Michellの條件式(G)

を先づ検討し，更に該函敷の特性である平而軍調和函敷式(V4x=O)を二次元補

問式を）0ひて菱換し，この愛換式を利用して上記雨條件式を満足する様な Airy

雨敷を所謂網目反覆法(7)で敷値計算的に求める方法に就いて記述する．

II 基礎理論

1基礎式、

孔癖平板が周邊側面のみに平板方向の外力を受ける場合に該平面内の弾性

隠力度状態は著者の提唱せる狭義平面應力の平均應力朕態(8)と近似的に看倣す

事が出来る．従てこの應力度朕態及び座標髪位朕態は次式で表はされる．

應力度朕態；

ヘ 3ふ
xx＝贔ー，ヘ笹へ o21 ^‘へへ

yy ＝益， xy=―疇，;;= ~ = ~ = o}-・・・・・・・・ Cl) 
座標髪位朕態；
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枷 ＝どー(1+(J）翌

Ev = 71-(l+(J）弦ay 
Ew = (1+(J）名一i(1-6)B(¢＋炉）

............... (2) 

E＝縦弾性係敷
(J ＝ホ゜アソン柁

但し上記平板に垂直な方向に Z軸を平板内に x,y庫lIiを夫々直交する様に定め

る．尚上式中の x及びど，り函敷は次記で定義、される函敷である．

v:12（ロ：：＝＝゜碧 ，v：＝常こl(3) 

更に 1函数は

(A) 任謡点では；

ヘ
V¥x = 0, V行 ががが＝ 9が

+2 
紐唸y2十的 (4) 

(B) 周邊上では； i 

夕オL紺半板の周邊番城を例へば外側周邊より適宜に 0,1, 2;••· ・・・-nとすれば第

i番目の周邊上では次式が成立つ．

へへ
Xv= xx cos（か）＋xycos(yv) 
へへ

y)I ＝xy cos（か）＋yycos(y））） 
}.、． ．．．．、.．．．．．．．．．．．（51)

但し 止＝ i周邊の外向垂直方向

Xエ＝該周迦に慟く外力の x,y軸方向分値

上式に（1)式を代入すれば次式となる．

信） ＝一JPifyds+cli
Pi "Ai 

信） ＝『ふds+c、2i
Pi "Ai 

‘,＇ノ9』rJ
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但し上記禎分は i周邊に沼つて行ひ Ai,Piは夫々該周邊上の基準点及び動

点を表す (52)式は直に次式にも曹替へられる．
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伽＝『叩Y,ds+「2年X,ds+c叫x('+c"IY('+c,,••• … (5,)
Ai Ai A2• Ai ふ Ai

但し Qi・は AiPi弧内の任意点，（C1'C2'C3)は適宜常敷を示す．

(C) 任意閉曲線上では； • 

領域内の座標愛位及びその x,y軸方向の勾配値を夫々位置座標の一債函敷

であるとすれば平板領域内の任意閉曲線に栢つて行ふ次記一周積分は零となる．

如 (u,v,w)= 0.，如｛贔(u,V,切）｝＝＇0. 如｛贔(u,v，切｝＝0.

、上式に (2)式を代入すれば x及び名に就て次の條件式が得られる

鱈 V行x)ds= o 

州｛崎(V21x)—疇(V切｝ds-(1+a)I弦 A1= 0 

胴 (V切＋崎（四）｝ds+（1+(J）1;［2:=0
lど 0釘 0名巧呪呪ぃ
1,后’丙’冠’的’碍

=0 
Ai 

......... (6) 

即ち上記の結果より (4),(5), (6) 條件式を満足する榛な X函敷を求めれば

（1)式よ、り要求の應力度状態が常に求め得られることになる．

桜て（品）條件式で示す如く各周邊毎に含む 3個の未知常敷 (C1,C2, C3)iを考

應して平板領域内に 11個の孔を持つ場合にこの X函敷を次の如く分けて考へ

て見る．

” x(x,y) = x。(x,y)＋図(c凶＋C2iY十位）もi
z-1 

(7) 

但し上式中の 1。及び鈷函敷は次記條件式を渦足する函敷である．

領域内の任意点では；

v41x。=0' 兄鈷＝ 0 ・.. ・........... ・ ・ ・,...... (8i) 

となり，各周迦上では

ヽ
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Pi rQi rPi rQi 
x。=-I吋 Yvds+ J叫 Xvds
Ai・ ふ Ai J Ai 

1

0

 

＝

＝

 

.1

．＇゚

2

2

 

ど

と

（凡ての周這上）l
~. .. .. . (82) 

(i番目の周邊上） ・

'(i番目以外の周迦上）1
となる．

尚領域内の任意閉曲線に泊つては (7)式と (6)式とより

仕［叫＋ ・c凶＋c2ty+c3芯｝］ds=0 

州［（疇ーx喜）（Vり）｛x。+含（C凶＋勾＋位）弘｝］ds

-（1+a)l贔｛x。+言(C1iX＋位＋位）豆｝1:= 0 
州［（％〗＋疇）（四｛x。+言(c1ix+c砂＋ C3,）む｝］ ds

ナ(l+(1）l喜｛x。+言(c註＋C2iY噂）もi}¥: = o 

(9) 

となる．

・然るに (8い2)式で示すら；函敷は平面調和函敷の近似解法(9)を利用すれば敷

軍的に常に求め得られるため x函敷が既知となれば (9)式は (C1,C2, C3)i未知

常敷に圃して 3n 個の未知数を含む一次式となる．而して上記各閉曲線に泊

つて出来るこれ等の一次式が (C1,C2,C3¥未知敷に圃して相互に獨立性を持った

めには領域内のこれ等閉曲線内には少くとも一個の新しい周邊（未だ他のI牙J曲

線に包含されない周逃を意味する）を含むことが必要である． （この閉曲線を

獨立性閉曲線と名命する）．従てこの獨立性閉曲線を領域内に孔の個敷と同じ

n個しか存在し得ない．併しこれ等各々に就いて (9)式が一個宛出来るからこ

れ等の式より出来る聯立方程式は未知敷，式敷共に 3n個の聯立一次方程式

となる．依つてこれ等の未知常敷 (c1,C2, C出は凡て該聯立方程式より決定出来

ることになる．但しこの聯立方程式を行列式を利用して正攻法で解くには餘り

．
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未知敷が多過ぎて特殊な場合以外は一寸不可能であるが所謂反援法を利用すれ

ば常に解く事が出来る．

依つて結局本問題では (8い 2)式で定義される x。平面胴調和函敷が求まれば

問題は解決する事になる．次項で該函数の解法に就て詳述する。 ． 

2. 平面重調和函敷の一近似解法

先づ要求芯れる雨敷 (x)を二次元の一般補間式で表示するため領域内に於け

るこれ等函敷値の分布状態を次式の型の二次元補間式で置いて見る．

X = aoo+ (a1。X。+a。LY。)＋（a20X。X1+a11x;。Y。十a02Y。兄）

＋ ・・・・・・十(a,i0-X。X1・.. xn-1十an-1・1X。X1・・・Xn-2Y;。十 ．．． 

+a。91Y。Y1• ・ • Y,ヽ-1)+... ・・・.........................'．．．.．．．．．．．．．．．．： •(101) 

但し a,,s=常敷 X,,= x-x,, Ys = y-ys 

尚以下の取扱ひ上 (101)式を次式に甚替へる．

X = Soo+ S10+ S。1+S2o+S11 +S。2 十・・・・・ ·+S~s + .... :.... (102) < 
S,.s = aァSX。 X1ぃ・ `•Xr -1 Y。Y心 ・・・Ys-1• 

然る時は上式に於て座標位置功， ys (r, s = 0, 1, 2, 3•••) の x 値が就知なる場合

は a.,,s常敷は常に次記の如く決定出来る．

即ち (102) 式中の x,y に夫々（名 ， y，•)を代入して後斐形すれば次式となる．

・ 知＝｛（Soo+S10+ ・・・・••+Sio) + (S。1+S且 ．十・・・•••+Sil)+・・・ ,' 

+(S。i+S1i+...... +Sii)}u ・・・・・・・・・・・・ ・・・・・・:....................... (11) 

但し式中知は x（xi,Yj)を表はし中括弧｛｝g の尾語りは中括弧内の

X,Yに夫々互 YJ・を代入する事を意味する．

更に (11)式右迦各項括弧内を x,yに就いて分離し且つ X のみに闊して次

記の新記琥 (Vg)̀  

Vii=a。j+知如＋a2j如如＋・・・・・・十aii加Pil・・・・・・Pi・ci-1)......... (12) 

但し Pis=（名一Xs)
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即ち島の尾語 iは X に闊して上式の如き i次の級敷を示し， jは（11)式右

邊の各小括弧よりそれ等の級敷を分離した残りの yのみの次記級敷項

qioqil̀ ・ • ・ • ・qi(j-1) 但し Qis=Yi-Ys

の次敷を表はす事にし，この記琥を利用して (11)．式を書替へれば次式となる．

知 ＝ •Vio+ V;1年＋v22 qio仰＋ ・・・・・ • + V;j Qjo Qj1仰•·· ·· •Qj(j- 1) ・・・・・・・・・ (13) 

従て (12)式に就いて考へれば上記の女n<Xに閲し一次元の補間式と看倣され

るからとの場合の各項係敷である ag常敷は周知の如く (10)(12)式より次式の

型で表はされる．

i 
aii =因 Pmm vm9. 、.．．．．．．．:............(141) 
”1ー0Pm0Pm1 ・・ ・ Pmi 

又 (13)式に於ても yに闊し Vis(S=O,1, 2 ・・・ j)を未知常敷と布倣せば (13)

式よりこの場合の viiは上記と全く同様にして次式の型で表はされる．

viJ• ＝エ ー—q,19，_ー知 ・・・・・・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．． （142)
?1-o q”° q,11.．． q”j 

従て（14い 2)式を併迂考へれば二次元の補間式 ((10)式）中に含む各項係敷

年は次の型で表はされる事になる．

2 j 

aii = ± ±ー―Pmm- -ー-91m_ Y.mn...........' 
,,;:-'o,rl Pm0Pm1 ・・・ P加化。q,11...q,1j 

Xmn ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・: ・ ・ ・ (143) 

而して (10) 式の項敷を如何に増しても各項係敷は上式の型で容易に求め得

られる．然るに (10)式は式Q),性質上項敷を増せば増す程要求の X函敷に精度

の高い近似式となることが明かである．又一方取扱ふ領域を充分微小な範園内

にすれば，その微小度合に應じて (10) 式右邊を適官な次敷にとりても充分近

似な 1函敷を表はし得る事も容易に認められる． 依つてこれ等の式は二次冗

補間式を利用しで表示した函敷 (x)の近似式となる．

次にこの誘導式を利用して平面重調和函敷式 (V¥x=O.. ・ (15)）を書替へるた

め (10)式の右邊を x,yに闊して 4次の微係敷を求めれば次記となる．
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呪 4
~=4 !{a40+ (ar,o翌応a41Yo)＋・・・・・・十(ano@ n + an-1. 1 Y;。en-1+... 

+ a4_ n-4 Yo Yi Y2 ・・・ Yn-r;)+ ・・・} 

巧 4
守 ・＝4 ！｛知＋（aぷ＋a05訊）＋ ••… • +（a。”飢＋a1.n-1 x;。O’ぃ＋・・・

+ a”-4.4X。X1・・・ Xn-5)+…｝ 
,

I

 

(161) 

晶＝ 4ト22+(a索X三訊）＋・・・・・・＋｛an-3.3（紅）Hn-3

+a3.”―3（言刈l-1'n-3}+ (an-2.2Hn-2+ a2.n-2Hい）＋…］ 

92-s-491-s-3か S-2n-s-IX芯 X2・・・ X 
釘 s＝区区区区 ”二S....::..!:.
i=0 た1 に2 1口3 . XぷぷXl

n-5-4 n-S-3 n-5 2 n-S-1 
0'n-s=区こ区込→泣1x2二立戸ユ
i-o j-1 kー2 l-3YAうykYi 

Hn-S = 
91-s-2,2-s-lx。Xぷ… Xn-S-l
区区
l-0 た 1 兄xj

（註）

例へば

......... (162) 

H'n-s= 
n*2 n~-1 Yo Y1 Y2... Y;か S-1
区因
i-0 たt Yi Yi 

本文 (162)式で示す記琥しを就いて記述して謄く．

(161)式の第一式中に含む％を係敷に持つ項。6 は (162)式の第一式

より次式となる．

2 3 

06=区区］区区
4 5 X。Xぷ Xぷ X5

i-0j=1Itー2l-3 兄Xぷ Xi

而して上式右邊の各項は夫々次記を表す．

l J. =1¥ : : : 
l = (3, 4, 5) = Xぷ＋ふ（ふ＋X4)

l = (4,5) 

l = 5 

＝ふ（ふ＋X4)

= Xぷ・
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i = 0 
{ k=3. 1=(4,5) ＝ふ（ふ＋X4)

j= 2 
k = 4. l = 5 =Xぷ ．

j=3 k=4 l = 5 =Xぷ

. { k = 3 l = (4, 5) =X。(X叶ふ）
j=2 

i=l{ k=4 l=5 = X。X3

j = 3 k = 4. l = 5 =X。x3

i = 2. (j = 3 k = 4 l=5=Xiぷ）

即ち 06は上記右邊で示す 15項の聰知となり次式を意味する記琥である。

06 = x;。(X1+X2+X.けXけX5)＋X1(Xけふ＋Xけふ）＋X2(X.けX4+X")

＋ふ(Xけ Xs)+Xぷ

尚その他の @'n-S,Hfl-S, H'n-S．も亦上記と同様な事宜を表はす記琥である．

従て平面重調和函敷式を上記二次元補間式を利用して書替へるには (16リ式

を (15)式に代入すれば宜い事になり，その結果は次式となる

4 ! ｛知＋知＋（心Xi+aふ~+a14.x;。 +a41 Y。)＋・・・・・・＋（ano011-t-a。よ）
i-0 i-0 

+（a,9-］.lY。(9n-1 + al.n-1.x;。 0'n-1)+•:… •

+ (a4.n-4 Y;。Y1Y2・・・ Yn-6 + an-4．ぷX1・・・Xn-s)+…｝ ．

[ （22  ¥ + 4[ a2.2+ (a23笛応 a32翌）＋・・・・・・＋｛~n-3.3（訊）肛＋ a3.n - 3（塁）Hい｝

］ + (an-2.2 Hn-2 -1:-a2.n-2 H佐ー2)+ ・ ・ ・ ・ -・ I = o ・ ・ ・ ・ --・ -・ -. --. -.... -....... -... ・........ c11) 

然るに前記の如く（10)補間式に於て五次以上が省略出来る程度の微小領域

内でこの x函敷を取扱ふ事にすれば (17)式に於てえyに胴すする一次以上

の項が省略出来，結局平面軍調和函敷式は近似的に次式に書替へられることに

なる．

booXoo + h10知＋b。1Xo1+ b20X20 + buXn + bo2Xo2+ b立30+ b21X21 

+ b12知＋bo3Xo3+ b40な＋b畝22+b。4知＝ 0..................(181) 

， 
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但し

• b。。= 3 
＋ 
1 
＋ 
3 

Po1P。2P。:iJJo4 Po1P。2q。lqo2 q。lqo2Q。3q。4

如＝
3 

十
1 

P10 P12ft13ft14 P10P12 q。lq。2

bo1 = .., 
1 
＋ 
3 

P。1P。2q10q12 qloq12q13q14 

b20 = 
3 
＋ 
1 

P20 P21 P23 P24 P ~o P21 q。lq。2
ヽ

bn= 
1 

P10P12 Q10 Q12 

＼ 

如＝
1 
＋ 
3 

PaP02q20q2l q20q21q23q24 

b30 = 3 
p30 P31 p32 p34 

'b21 = 
1 

P20釦 qlo釦'

如＝
1 bog・= 3 ， 

P10 P12 Q20 Q21 
， 

q30q31q33q34 .. 
b4o = 

3 1 
加 P41P42p43

, b22 = 
如P砂 20伽'

如＝
3 

q40q41q42q43 

尚 加＝ふ一功， qij= yi―Yi, 知＝ x(x;,Yi) ・・・ ・ ・ ・ ・ ・・ ・ ・・ (182) 

即ち上式に於て如係敷は上記の如く考應点の位置座標さへ定まれば既知量と

なる常敷である．従て上記領域内に適宜な 13点をとれば即ち例へば該領城内

に適常な間隔で• x,y 雨軸に平行な直交網目線を引けば (18) 式はこれ等網目交

点の隣接 13点に於ける X函敷値相互の闊係を表はす式となる．但し式中の

任意座標を表はす xi,Yi.の尾語 (r,j)は網目交点の位置番琥を表はすのみの記

琥であつて，．その配列順位及びそれ等の問隔等には何んらの制限をも典へてゐ
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ない．従て今その配列順序の二三の例をとり，それ等の場合に於て網目交点の

xtJ• 値が (18) 式で取る可き係敷を閾示すれば次記の第 1翻，第 2岡，第 3岡となる．

｀ 第 1 岡

4 

3 

2 

1 

゜゚ 1 2 3 4 

第 2 岡 第 3 闘

尚又上記の網目を等問隔にとるとすれば例ぺば第 1圏の配列順序の如き場合

は (18)式は次式となる。

20 Xoo-8 (x1.0+ Xo1 + X20 + Xo2) + 2 (Xu+ X12+ X21 + X22) + X3o + Xo3+ X4o + Xo4=0 ・・ ・(18り）

即ち上記の (1&)式又は (18り）式は二次元補間式を利用して近似的に誘導した

‘ヽ
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平面重調和函敷式となる。従て宜際に (18)式を用ひて典へられた周邊値を満足

する平面重調和函敷を求める場合は先づ全領域内に亘つて適宜な直交網目線を

引く．然る時はこれ等網目線の各交点を中心とする隣接 13点間に常に (18)園

係式が 1個宛出来る．尚若し取扱ひの便宜上網目線を等間隔に引けば周邊より

敷へて一般に第二層以内の交点では（18{）型の式が1個宛又第一層目の交点で

は(1&）式が 1個宛出来る．従てこれ等の式を聯立方程式と看倣せば領域内の各

交点に於ける Xヽii未知敷に関し未知敷，式敷共に同一個敷の聯立一次方程式とな

る．依つて平板領域の各周邊曲線と上記網目線との各交点上の値が典へられれ

ば理論上は該聯立方程式よりこれ等 'Xii未知敷が凡て求め得られることになる．

併し前項でも記述した如くこの聯立一次方程式を利用して正攻法で解くには

餘り未知敷が多過ぎて特殊な場合以外にこれを解くことは一寸不可能である．
< 

併し所謂網目反覆法{ll)を利用すれば該聯立多元一次方程式でも常に解くこと

が出来る．依つて以上の方法を利用すれば輿へられた周邊値の許に任意領域内

の平面重調和函敷は常に敷量的に定まることになり問題は解決する．

III 結 言

本論文では先づ平面弾性問題の一般式中に含む Airy函敷が要求される周邊

條件式（本文 (53)式）と Michellの條件式(12)（本文 (6)式）とに就いて検討し，

次に平面重調和函敷 (x)を定義する V11X = 0式を二次元補問式を用ひて近似

的に書替へ領域内に引いた遮官直交網目線の隣接］3．点間に於けるこれ等函敷

値相互の園係式を上記礎換式より誘導し，該式を甚礎式とし所謂網目反狡法(13)

を用ひた任意領域内の平面重調和函敷を求める方法を記述し，更にこの方法を

利用して (53),(6)雨條件式を満足する Airy函敷の求め方に就いて詳述した．

該方法に依れば洲平板が周逸側面上のみに平板方向の外力を受ける場合は外

側，内側雨周邊が全く任意形な多孔洲平板内の上記胞力朕態でも常に近似的に

（理論的には正確に）求め得られる事になる．但し本解法の寅施は一般には可
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なり手敷を要する事ではあるが無孔形の場合或は孔が一個の場合は宜際問題に

、も適用出来又その他の場合でも他により良き方法がなければ手数を要しても本

解法に依らねばならないと思ふ．

本文では網目間隔の決定法並びにその牧飲値の持つ談算程度等に就いて記述

する事を省略したが， これ等は著者の提唱せる‘‘平面調和函敷の近似計算解

法(14),,・で詳述した方法その儘がこの場合にも適用出来る事を附記して置く．

尚又計算宜施上本文記述の網目交点以外に到角線方向に x,y軸を取りた隣

接 13点問の劇係式を利用する宜施法又はこれ等と本文で示した交点間の圃係

式とを併用して出来る夫々の園係式を利用する宜施法等も考へられるが，これ

等技工上の得策方法は梢度上昇と宜施手敷とを併せ考へて最適な方法を選ぶnJ

きは営然である．

最後に本論文の研究には阪大機械工學科卒業論文として関谷批，栗原明生雨

君の加ったことを記して置く．

＼ 

占‘

13 

ヽ
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