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概 要 周園固定の平面板が板面に直角に作用する分布荷重を荷つて齊曲を

受ける時最大應力は固定周邊に生ずる．併し之を求むる計算は一般に甚だ困難

にして現在迄に判明してゐる場合は甚だ少い•本論文に於ては斯る場合の周邊

の應力を求め且板の任意の点の撓みを求むる一近似方法を示し且正多角形板に

就呑敷値計算を行って最大應力及び撓みを求めてゐる．

. I. 基礎理論

1. ー ．般事項

板の碍曲の問題に於ては周邊條件を満足する微分方程式の解を得る事が一般

． に困難なるため種々の近似方法が賓用されてゐる例へば Ritzの方法等は其
一つ9である．併し之等の近似方法にては中央面の撓みを目標にして近似を行ふ

故應力を求むるには誤差が増大する．従て正確なる應力を求めるには項敷を多

くせねばならぬから其計算は甚だ繁雑でとなる．

本論文に於ては任意の調和函敷を用ひて固定周邊の應力並に板の任意の一点

の撓みを簡輩に求める方法を述べてゐる．即二つの直角方向の曲げモーメント

の和が調和函敷になると云ぶ性質を利用して先ずこの和を近似的に求め夫れよ ・

り周邊の應力を求める．撓みを求めるには歪ヱネlvギを算出し Castiglianoの

定理を應用して之を求めるのである．

. . 2. 方法の一般的説明

板の中央面を xy面とし中央面の撓みを W とする．然る時には周知如く W

は次の式で典へられる．

．ヽ

44w = ． p 
N' 

呼 32
4＝定＋訂 ・ (1) 

N=  
m2Eh3 . 

12(m2 -1)' 
h:板厚， E:弾性係敷， p:分布荷重，,m:＊゚ アソ＼ン敷

又←一定， y=一定なる面に作用する曲げモーメント mダ， myは次の榛に
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なる．

mx=-N（空＋ビ空）
3炉 m3炉

my=-N（言＋凸言）
依て

叫＋my=-N(l 土 ¾).dw

従て今

¢ =mx+ my 

とおけば (1)及 (3)より

LI¢ = -(1 + ¾) p。)
4w＝し（1＋：)N

或は

とおけば

-（l+i)P =P。 •

L1¢ =P。

、

¥

＇

□。十ご応｝
とする．但¢。は (6)の一つの特解である．又 C は常敷である．

(7)の常敷 Cy.を決定するため次の積分を考へる．

55 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(6) は板の問題の微分方程式と見倣す事が出来る．即 (6)を満足し必要なる周

邊條件を満足する解を求める事が必要となるが之は上に述べた榛に一般には困

難である．依て次の様な近似方法を行ふ＂即 (6)の解を

(7) 
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C＝り［dw+1 (¢＋こcふ）］五dxdy
F N(1＋盆）

(8) 

但この積分は板の全面に及ぽす．若し e=Oであれば近似解¢は即正解とな

り最も宣敷いのであるが然らざる場合には c>0である．従て C が最小とな

る様に c"を選べば（6)は正解には非らざるも之に近い次善の解となるであ

らう．

借撓み W は CJ<李含まず，依て釦＝0より任意の hに蜀して次の式を得

る．

¥＼'Ph4wdxdy十刈1 ＼̀心cふ）叫xdy=O (9) 

而して Greenの積分定理に依り

伽』w-1心）dxdy＝州（`t-噂）ds (10) 

3w 
然るに固定周邊の場合には，周邊上では W=~=O であるか，或は之等は既

3n 

知である． 又 Llcph= 0であるから（9)の第二項は零か或は既知となる， 即零

の場合には • -

翌伯叫xdy+ff応 dxdy=0 
h =1, 2, 3.．．..．.．．．．．．． x } 

ow 
又周邊に於て W 及 ―ー 等が典へられる場合には（11)の代りにon 

(11) 

翌恨叫xdy+ JI1'1。.％心dy= ―所（％悶― w~)ds (12) 

を用ひる．¢。＝0 とすれば Hengst1)が圏孔を有する板の平面應力を求めるた

めに用ひた式となる． ． 

斯くして C-x．を決定するための x個の c"に闊する一次の聯立方程式を得

るから之を解いて c"を求むれば宜敷い． c"が求まれば¢が求まる事になる．
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¢より曲げモーメン濃て應力を求むる方法は 6及 7で述べる．

次に板の一点 (x。,y。)に於ける撓みを求むるには次の様に考へる．即板の歪

ヱネ戸ギは今の場合

A。＝罰（4w)2dxdy (13) 

である．

今 (x。,y。)点に恨想集中荷重 Q を作用させ Qのみに依る板の撓みを処と

する．又板が宜際に荷ふ荷重の穂量を P と書き之に依つて生ずる撓み即板の

賓際の撓みを処と書く，然る時には P,Qが同時に作用した場合の歪ヱネJV

ギは

A＝罰五）2dxdy＋罰ふ）2d,xdy+ NJ j国（如）dxdy

この時 (x。,Yo)点の Q方向の撓みは葛諷へられる．依て Pのみに依る (x。,

y。)点の撓み 8は • 

8=（闊）Q-0＝Nff(4叩 (flw20)dxdy ~ 1 
N(l 十¾)
1 2ii"20dxdy(14) 

となる．但

1 
W20 ='"n'W2 
Q 

(15) 

である．又免及％は L1w1及 4w20の近似値である．

若し輿へられた荷重 Pが (x。,y。)に於ける点荷重の場合にはこの点の撓みは

P=Qと置く事に依り

8 ＝汀（4飢）2 dxdy~ 1 
QN(1＋盆）2榊dxdy ・ (16) 

となる．

次節に述べる榛に（（21)参照）
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塁e ＝塁バ膨＋ ~cふ）2dxdy-A ~O 

一
となるから上に述べた Liw1を可1¢+1ーと見倣す撓みの計算は箕の歪ヱネ、lV

¾) 
ギより幾分大なるヱネJVギを墓礎とした事になるから（14)及 (16)より導かれ

る撓みは箕の値より幾分大にとなる．

3. 本方法と歪ヱネ炉ギ理論との闊係

上に述べた近似方法が歪ヱネJVギの理論と如何なる閲係があるかに就て考へ

るため先ず (8)を次の様に愛形する．

刈 (Llw)2dxdyヽ＋吋[¢。Llw+ Llw凶Cふ］dxdy

9 伽。十こcふ）2dxdy, B/(1+：)N . l 
然るに Greenの積分定理に依り

伽。Jw-W払）dxdy＝州（帽[-噂）ds=O
依て 4¢。=P。に注意すれば

り¢。 4wdxdy=lfw4¢。 dxdy= —成りpwdxdy

又 (10)からは

, if戸 W吟＝0
依て (17)は次の様になる．

(17) 

• 
(18) 

e = J f (Llw)2 d;dy —詞pwdxdy +吋抑＋z:cふ）2dxdy (19) 

然るに彎曲を受ける板の歪ヱネ炉ギは

A噂伽w)2dxdy-(l-¾)Nり悶贔（悶） ds (20) 

となる．2) 而して固定周邊の場合 (20)の右邊の第 2項は零となり且
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1 
A=亙Jfpwdxdyであるから (17)は次の様になる．

炉＝り噌¢。十 ~cふ）2dxdy-A (21) 

依て曲げモーメントの和(¢。+~Cy,的に封する撓みを処とし且この時の歪

ヱネl心をんとすれば（か~cふ）が正解でないため周邊には多少の傾き

並に撓みが残ると考へねばならぬ珈て (20)より ' ̀  

Aa噂叫（かここ応）2dxdy-(l-土）吋詈喜（警）ds
従て

炉＝（Aa-A)+ (1―土）吋翌喜（詈）ds. . (22) 

即 eを最小にする事は（7)が近似値である為に生ずる板周邊の固定の不完全

さを完全固定の朕態に近ずける事を意味する事になる．

4. 一榛分布荷重の場合

板の全面に一様に分布する荷重が加はる場合には (6)の特解¢。は

¢。＝り炉＝—｝(1 +¾)pr2 ・. (23) 

となるから (7)より

¢=―}（1＋土）ゲ＋LCふ (24) 

羹て（11)より

翌伽凸dy=¾(l ＋土）Pliパ dxdy
h =1,2, 3..．．．．．.．.．..．． x } 

(25) 

之より C"が決定出来る．但 (25)の積分は板の全面に及ぽすものである．

5. 点荷重（集中荷重）の場合

板に加はる荷重が一点に集中する Q なる大さの点荷重の場合には次の様に
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考へれば宜敷い．．即先ず荷重 Qは其作用点を中心とする半痙 r。(r;。は微小）

の圏面上に一榛に分布するものと考へる．次にこの圏の中心を坐標軸の原点と

し r~r。の板の部分には荷重は無いとして板を r=r;。を境として二つの部分

に分ける（第 1圏）．然る時には

rrrク
’
/
ク

弘
[

Ll</>1 = 0 

Ll¢2 =・P。

じの部分（無荷重）

r2の部分 (r印r。の部分）｝
(26) 

但

P。=-（1＋土）如， Q
-2nro 

――
 
m
 
p
 

(27) 

(26)の解は

免＝C。＇＋C/logば）＋ ~cふ

第 1 岡 正炉心CX¢x l (28) 
但％は前と同榛に調和函敷である．

C。'，Ci'を決定するため r=r。に於ける條件を考へる．即 r=r,。では撓み w

及其切線の連綬が必要である他に免より導かれる曲げモーメント mr及び mt

が ¢2より導かれる夫れ等と相等しい事が必要である．然るに九→0では mr

=mt= oo となるから充分小なる r。に甜しては加＝m戸；¢と考へられる．

依て r=r。に於て¢が滴足すべき條件は

免＝¢2

之が充分なる條件である．

又 rこr。の部分では荷重は作用しないからこの部分の任意の半痙の圏園上

で剪晰力に闊し次の式が成立する

-N臼寄ds=0+上）鍔翌ds=-Q  ・ (30) 
m 

(r= r。) (29) 

但 S は今考へてゐる圏周上に於ける微小長さであって積分はこの圏周上を了

周する．
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若し四が積分路内の至る所で正則調和函敷であれば Greenの定理より

鱈 ds=H午 dxdy=O

となるが ％＝log(+;)に到しては

巫翌<Jds=2冗
となる．依て (29)及 (30)の條件を満足するためには

免＝―鼠1 ＋ ¾)Q- 羞(1 ＋ ¾)Qlog位）＋翌¢xl 
¢2 =§ だ＋ ~c"伶

x 

(31) 

となる．

Cxは次に示す積分 eが最小になる様に選ぶ事前の場合と同様である．

吼，1［狐＋ N（：＋1) ｛-T万十m1Qーニ万十m1Qlog(［）
+ l;口J2dxdy+iし［如＋ N（こ{P。;2十こ叫『dxdy (32) 

依て釦＝0より任意の hに到して次の式を得る．

Jし％呪dxdy+j]応％如dxdy —贔肛（1+ 2 logf;) r. dxdy 

+ N(:p;1)ff1.,2p。：心dy・tN(：＋1)翌 fl□¢ふ dxdy
m 

， 
+ N(m+1）凶吋Ir..'Ph'Pxd;dy=O 

I¥ 
(33) 

然るに Greenの定理に依り， LJ<ph = 0 で且外園 'S1 では W戸竺~=0 である
3n 

から

恥戸widxdy=ffr,(％如ーw年）d:xdy＝い憂—W1塁） ds
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伽如dxdy= 所む（憂—w鸞） ds
． 

又 r=％では W戸 W2,
OW1 _ OW2 

祈 3r
であるから

ヽ ｀ 
li %dw心 dy+ff r -'Ph Llw心 dy=2p（％四＿W1叫ds
r1 ら S2

On 3n 

然るに伶，翌［，処及誓：は r=Oで正則であるから

ぃ豆2（噂—噂）ds=O

Limli色心dxdy=O
グ。→OJJr2 4 

依て (33)より

、こ叫¢ふ心dy＝瓢Q［（1-21og%）伽dxdy+2伽logrdxdy]l(34) 
h =1,2,3.．．..．.．．.．.．.． x } 

之より Cxが決定される．但積分は何れも板の全面に及ぽす．

6. 固定周邊の曲げモーメント

一点に於ける二つの直角方向の曲げモーメントの和は¢に比例する． 依つ

て上に述べた方法にて¢を求むれば之より固定周邊の曲げモーメントは次の

様にして求まる．

今周邊の¢を転と記せば

n
 

t
 
s
 
圏2
 

f
 

6
 

.-
d

第

転＝六N(l十五）信＋言） (35) 

但 nは周邊に於ける法線方向で tは切線方向であ

る（第 2圏） し

然るに第 2圏に於て

呼w 呼w 1 0w 
叩 ＝うs2— ＋ ア詞 (36) 

，
 



．
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となるが固定周邊の場合には 悶＝0～であるから

転＝ーN(l十土）信＋言）

然るに周邊に於ける喜『は既知である．若し周邊が一平面上にあれば

言＝0となる．

依て今周邊の言を（言）Rと書き

(37) 

゜

-N(l＋土）（言）R=m。
と置けば周邊に於て周邊に梢ふ方向に作用する曲げモーメント m,，は

m11=-N（芦＋土言）＝ m↑ 1%—□忙。
又叫と直角方向に作用する曲げモーメント miは

mt=％-m/＋1い瓢m。
特に m。=0であれば，即周邊が同一平面上にある場合には

m -
1 

t一l+m 和

叫＝心~Rj 
即明かに lmnI >Im~ Iである．

叫＝叫c9s吼＋尻 sin2{} + mxy sin 2{} 

叫＝｝（my-mJsin 20 ＋叫COs2。}

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

7. 正多角形板の中心に起るモーメント

一榛分布荷重を荷ふ正多角形板の中心に生ずる曲げモーメントは 1 が<p)r-0
となる事を下に示す．第 3圏を板の微小なる部分とすれば平衡の條件から

(42) 

この式から明かなる如<m,,s= 0となる(}では m” 力項隻小或は最大となる
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斯の如き方向を 1及 2なる方向と呼び 1及 2の方向の曲げモーメントを夫

れ夫れ例及 m2と書けば斯の如き方向と

モ←メント mn及捩りモ,-.,メント m”Sは

au 
なる傾を持つ面に作用する曲げ

2 

由加叶”
 

1nns 

J.x . 

m汀―
”lエ

第 3 園

｀
 
｀
 
‘‘ ／も

_—h 

。
ー

岡

mn = m1 cos2(}＋加sin2(}＝(m1-m2) cos2(}＋m2 

叫＝｝⑯-m1) sin判 ・ :~2} 

正多角形の中心 0 に於て（第• f圏）荷重が中心に封し封稽の場合には

(43) 

OP1 

の方向の曲げモーメントは

筈であるから

OP2 の方向に作用する曲げモーメントと相等しき

、 2(t}。+2冗mop,= (m三） COS2 0。＋加＝mop2=（m戸五砂 :os( -）+m2 . n 

之より

m1=m2 

、依て , m,, = m1 = m2 (44) 

となり二つの直角方向の曲げモーメントは互に相等しい．

1 
mn= —¢ 
2 

となる．

板の任意の点に於て

従て斯る点では

(45) 

呼w 筈w
-＞0, --on2/ v, os2 >Oであれば（但 n及 S は上記 1及 2

の方向である）其点に於ける最大曲げモーメント mmax はポアソシ敷 m を



10 
m＝ー とすれば
3 
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喜~mmax~亨

となる事は容易に證明出来る但例は考へつ＼ある点の¢の値である．

8. 撓み

65 

(46) 

任意の一点(~。, y。)に於ける撓みを求むる一般の方法は 2に述べた通りであ

る． 而して 4及 5にて述べた方法に依つて ¢が求まる故撓みは次の様にな

る，即

a) 一榛分布荷重の場合：

J= 
1 

.N(1+i)2lJ¢心 dxdy (47) 

但例は一榛分布荷重の場合の¢で ¢20は (X。,y。)に箪位大さの集中荷重が

作用した場合の¢支ある． ． ． 

b) 又一点 (X。,y。)に集中荷重 Qが作用ずる場合の該点の撓みは

o= 1 叩＋上 2伽dxdym) 
但 ¢2は (X。,Yo）に集中荷重が作用する場合の¢である．

(48) . 

2にて述べた様に (47)及 (48)の 0は箕の値に等いしか或は箕の値より幾

分大となる．

II. 應用例

9. 圏 板（半痙 l)

a) 一榛分布荷重の場合： （24)及 (25)より

1 ¢=C。— -(1+ 1 4 ・ ¾)Pr'

叫dxdy=.i(1+i)韮 dxdy 従て Cバ（三）pl2
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依て ・：． ＝心（い土）Pl2[1-2（打］ ． （49) 

板中心の曲げモーメントは (45)より 上(1十l)pz216¥-・ m 
となり又固定周邊の曲げ

モーメントは (41)より mmax= 
1 
8 
--Pl2となる．之等は何れも正しい値であ

る．

b) 中心に点荷重 Qを受ける場合： 集中荷重を Q とすれば（31)及 (34)

より

¢ =―点（三）Q-心(1+ ¾) Q log(;;) + C。
叫吟＝国び[(1-2logr。)ffaxdy+2Hlog rdx心l

之より

C。=l+m 
4冗m

Q21og— l 
r。

，依て

¢＝贔（1+土）外2log(+)-1]

従て板縁の最大曲げモーメント (m11)maxは (41)より (mn)max＝ー名となり正

確なる値が得られる．

倍板中心の撓みを求むるには (47),(48), (49)及 (50)を用ひる．即

一様分布荷重の場合：

ロ＝晶ll[1-2け）］［2log(+)-1]心dy＝贔（51)
又中心集中荷重の場合には (48)を用ひて

8=16冗匁り[2log(f)-1]2dxdy＝忍
(51)及 (52)は何れも正確なる値である．

(50) 

(52) 

ヽ
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10. 

＞。

。
X
4
 

正方形板（一邊の長さ I)

本方法が如何なる程度の近似値を典へるかを

見るため正確なる値が既知なる正方形板の場合

を考へて見る．（坐標其他に就ては第 5圏参照

のこと）

a) 一榛分布荷重の場合（荷重密度p):

• 第 5 岡

¢ = -¼(1+¾)炉＋~cふ． ．

こcふ＝C。+仰 cos40+Gr8cos8{}｝ 
1 1 

とおけば (25)より K=...:____（1+-)Pとおいて Cxを決定すべき次の式を得る．4 ¥-・ m 

先ず

(53) 

叫dxdy+C折cos4-0 dxdy+ C2j f戸cos80 dxdy=KJJ炉dxdy
叫r!co~ 40 dxdy + C折cos248 dxdy + C杜12cos 40 cos 80 dx dy 

=Kjf戸cos40dxdy ~ (54) 

叫戸cos80 dx dy + C1 J f戸 cos~Ocos 4~ dxdy+ C2 jj戸 cos280dxdy 

・. =K折°cos80dxdy .

之等の積分は板の全面に及ぶのであるが今の場合には 0=00 
元 1
＝ 
4 
に亘る 一
8 

の部分に亘つて行へば足りる．即

伽dy=f, JJが cos4()dxdy=—酎，附cos80 dxdy = 0.177778 l1°, 

り戸dxdy=｝ド， 附cos240 dxdy = 0.299683 /1°, 

り戸cos40 cos 80 dxdy = -0.49941 l14, j j戸cos40 dxdy = -0.190476 ZS, 

ー ヽ
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｀ ・附 cos280 dxdy = 1.33117 118, 附cos8{}dxdy= 0.290908 [12 
之等を (54)に代入すれば次の三式を得る

C。一0.26667C1l4 + 0.35556 C2l8 = 0.6667 Kl2 

-C。+2.24762C1ドー3.74560C2l8 = -1.4286 Kl2 

C。一2.8092OCJ4+ 7.48780 cJビ］．6364kl2l 

今 ~c"佑として x=O とした場合即 C。のみを用ひた楊合を¢の第 1

近似 C。,C1を用ひた場合を第 2近似等と呼べば

第 1近似：

¢ = -(1+,¼)Pt2[¼(f)2-o.1667] 

第 2近似：

¢ = -(1土）pl2[｝（f)2-0.1410+ 0.09615(f)4cos...4{}］ 
第 3近似：． -

¢ =-（1+」)Pl2「打に）2-0.1410 + 0.09744(f)4cos 4{} . 
m -4 l 

8 

+ 0.000737(T)8cos 8{}］ 
等となる．

(54) 

之等の¢を用ひ（41)及 (45)から求められる板周邊の最大モーメント及板

中心の曲げモーメントは第 1表に示す様になり第 3近似に於て充分正確であ

る事が判る（但 m＝誓）

第 1表 一様分布荷重を受ける正方形板（第 5圏）

曲げモpーl2メント 第 1近似 第 2近f以 第 3近似 正確なる値 3),4) 

（尻）yx--l0 -0.083 -0.205 -0.207 -0.205 

(m』yx--00 0.1084 0.0917 0.0916 0.0919 

＼ 
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又周邊 x=［に於ける mnの愛化の有榛を第 6圏に示す．第 2近似及第 3近

似は箕値と非常に良く一致してゐる．

。。

ーa
 
一N
)

d

 

7
"
x（ざ（）

L 
[ o.5 

＇ 
.o 第3恥‘人
x 第2迅似
• 第／辻似

-o.、2 ．
 

1
臼
．
 

第 6 岡 一様分布荷重 を受ける正方形板

b) 中心に点荷重を受ける場合（荷重 Q):

次に正方形板（第 5圏）の中心に点荷重が加はる場合を考へて見よう．

先ず¢を次の榛に選ぶ

¢ =―土（三）Q-i（い¾)Qlog(i）＋~C.q,. l 
~cふ＝ C。 +いが cos4(} + C2 r8 cos 8(} 

Ci(を決定するには (34)より導かれる下の式を用られば宜敷い

叫dxdy+C折 cos40dxdy+ C2附cos8{}dxdy

=K[(l-2 log r;。)jJdxdy+2 j jlog, rdxdy] 

ヽ

叫がcos4(}dxdy+G_枷 cos24(}dxdy+C2j.f戸 cos80c9s4(}心dy

=.K[(l-2 log~。)IIが cos4(}dxdy+2JJが cos4(}Iogrdxdy]

(55) 

'I  

ヽ
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叫戸cos8(}dxdy+C1jj戸 cos8(}cos40 d~dy+ C2jf戸 cos28{}dxdy

=K[(l-2 log%）附cos88 dx d y + 2 J j戸cos80 log r dxdy] 
之等の式の c'l(の係敷は何れも一榛分布荷重の場合と同榛である．又右邊は

1 
次の様になる．但積分は前の場合と同榛板面の 一 丈に亘つて行ふ．

8 

(1-2 log r。)H心dy+ 2JJ1og r dxdy = 0.13197. + log(f,) 
4 l 

(1-2 log Yi。)ijがcos48d(}＋ 2ijがcos4{}logrdxdy = -lslog (-k)-0.179106 [slog(i) 

(l-2logYi。)jj戸cos8(}dxdy+ 2JJ戸cos8(}logrdxdy
l 

= 0.355556 log(i)+o.264778 

依て之より次の式を得る．

第 1近似：

¢ = -i(1＋土）外0,:1361・--2log (+)] 
第 2近似：

¢ =— lrr(1+¾)外0.8814-2 log化）＋0.54487い）4cos40] 
4T m r l  

第 3近似：

¢=―点(1＋土）外0.8872-2 log(+)+ 0.64327(f Jcos 4{) 
r 8 

+ 0.05750い）cos80] (56) ・ 

之等の．¢より求めた板周邊中央の曲げモメソト (m占ぷ及固定周邊に沼ふて

の mえの愛化の有榛を第 2表及第 7圏に示す． a)の場合と同榛・この場合に

．も第 3近似に於て充分正確なる値が得られる事を知る．

次に上の二つの場合の板中心の撓みを求める．．

即一榛分布荷重の場合には (54)及 (56)を (47)に代入すれば宜敷い繹である
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がこの時新に次の積分が必要となる．

第 2 表 中心に集中荷重を受ける正方形板

曲げモるメント 1 第 1近似 第 2近似 第 3近似

(mx)x-l ゚ -0.0586 -0.1135 I -0.1264 y-

I 

正確なる値 4)

-0.1257 

。

5
 。
nu 一

e
 

、且冬）

y 
,＂．丁↑・

£ o.5 
1 | 

o 第3近似
x 第2近似
• 第l辻似

J.O 

ー

ー

'
|X

／
 a
 
一

第 7 闘 中心に集中荷重を受ける正方形板

州logrdxdy =flog l-0.031353 /4, 
3 

10 
依て (47)より m＝ー とすれば

3 

`̀2Il伍 dxdy＝瓢0.03179二0.2210贔 (57) ・ 

而して正確なる値は 0,22084)である． ． 

又中央に点荷重が作用する場合には (56)を (48)に代入して求むるがこの時次

の積分が必要である．
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之等の敷値を用ひて (59)より c)(.を決定する事が出来る．この時 C。のみを用

ひた場合を第 1近似， C。， C1を用ひた場合を第 2近似等と呼べば

第 3近似：

¢=-(1+;¼)炉[¼(f)2-o.150989 + 0.134140(f)3cos3(} 

+ o.093631~ (f)6cos 6(} ］ 
第 5近似： ． 

<p=-(1＋土）Pl2[}（1)2-0.150938 + 0.13466(f)3cos3f} 

+ 0.003970(f)6cos 60 + 0.00004019(f)9℃os9(} 

12 
-0.0000007757 (T)12 cos 12{} ］ 

(60) 

‘̀ 

第 4表に板周邊の最大曲げモーメント及び板中心の曲げモーメントを示す．

第 4 表 一様分布荷重を受ける正三角形板

曲げモーメント
第 3近似 第 5近似pl金

(mx)y~-一I0 0.2368 I 0.2377 
(mふy--00 

／ 

0.1963 0.1962 

第9圏には周邊上の曲げモーメントを示す．

b) 中I心貼荷重の場合：

この場合の¢を次の様に選ぶ

¢ =―点(l+¾)Qー羞（三）Qlog(［）＋こ応

l:Cふ＝C。＋C1戸cos30+ C2がcos6(}＋叩cos90+Cげ cos12(} 

‘ 1 1 
従て Cxを決定すべき式は (34)にて k=―(1+―)Qとすれば4冗 m

nノ6
 
（
 

’~

A_iJ

. 
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。。
y-i 

/

2

 

o

a

 

―

―

 
z
さ｝

7
"
x
（庭）

/.0 

! f, 

'; !— 
＋ 

-—第5近似

-0.3 
第 9 岡 一様分布荷重を受ける正三角形板

叫dxdy+C折cos30 dxdy+ c2JJ戸cos6(}dxdy+c3JJ心 os90dxdy

吋j戸 cos128 dxdy=K[(l-2 Jog~。)Hdxdy；噌logrdxdy]

2.0 

(62) 

叫戸cos120 dx~dy+ c1JJ戸cos30 cos 120 dxdy 

． 
吋戸cos6fJ cos 120 dxdy + C3 J Jだ cos9fJ cos 120 dxdy 

叫I戸 cos2120dxdy=K[(l-2 Iog~。)jj戸 cos11(}心dy

刈戸cos120 log rdxdy] 
1 

之等の積分は a)．の場合と同榛に板の 一 の部分に及ぽせば充分である．而し
6 

て a)の場合に無かった積分は下の榛になる．

．
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ヽ~

(1-2logr。)jjrncosnfJdxdy+2jj介 cosn{}logrdxdy 

＝％枷cosn8dxdy
とおけば

a。=-2 log(y) + o.59550 

a3 = 2 log (j)-1.7771 

a6 = -2 log(j) + 2.0098 

a9 = 2 logげ）ー2.11313

a12 ~ -2 log(-'f) + 2.17184 

(62)の左邊の積分は已に前に記した通りである． 9 , 

前の場合と同榛に C。のみを含む場合を¢の第 1近似 G迄含むものを第

4近似等と呼べば第 4近似は

¢ ＝ー名（三）［0.82787+ 2 log(f) + 0.7770(f)3cos 38 

+ 0.11504(f)6cos 6(} ＋0.006956(f)9cos 90 ] 

又第 5近似は

¢ =―点(1＋占）外0.8279+ 2 log(f) + 0.7750(f)3cos 30 

+ 0.11245(f)6cos68 + 0.006104(f)9cos90 

ヽ

（―

ト
ー

―

,

1

(63) 

(64)・

+ 0.00007765 (T)12 cos 120 ] . 

第・10圏にか＝lなる板周邊の曲げモーメント 、(m.x)x-lの値を示す．而して其

．
 



＼
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最大値は (mx)ズ-z= -0.1370 Qである．
y-0 

。。 y-£ 

ー

゜
一e
 

r"x(ミ
ミ
）

ー第5近似
X •第4近似

-a2 

デ

第 10 岡 中心に集中荷重 を受け る正三角形板

2!} 

C) 撓 み：

已に一榛分布荷重と中心貼荷重の場合の¢が求まったから板の中心貼の撓

みは (47)及 (48)から容易に求める事が出来る．而してこの場合免及免と

しては (60)及 (64)を用ひる但 (60)及 (64)の式に於て戸以上は省略しても

撓みの計算には支障ないと思はれるので次の¢を用ひた．

即一榛分布の場合には • 

1 
免＝ー(1十盃厨[¼(f)2-o.15094 + 0.13466(f)3cos3(} 

r + 0.003970(~ l cos 6(} (l>]
r 3 ← —贔(1+¾)外0.8279+ 2 log (T) + 0.775州）cos30

r 6 
+ 0.11245い）cos60 ] 

又中心貼荷重の場合に到しては上の ¢2中に更に 0.006104(T)9cos 90 なる項

を追加したものを用ひた．

この時新に出て来る積分は次の通りである．
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り(T)2dxdy= 5.196153, り(f)2阪(f)心dy= 0.751781 l臼

り(r)5
l 
- cos3{}dxdy = -9.501536 l凡 iiい）8cos60 dxdy = 33.25537 4 l2 

l 

・ jjlog2(f)心dy= l.7616341 l2 

従て (47)及 (48)より

一様分布荷重の場合：

｀い〗ll伍dxdy= 0.02434胃＝0.266贔＝0.0511応
1n 

中心貼荷重の場合：

``llり心dy= 0.03131翌＝0.342席
但 Pは分布荷重の全量である．

12. 正五角形板

. (65) 

＇ 

'/ a) 一榛分布荷重の場合：

第 11圏の如く坐標軸を選ぶ

1 1 ¢=--（1+-)Pr叶 C。+C1炉cos5(} 
4 m 

X +C2が0cos10() (66) 

1 
この場合には板の 一 の部分に就て積分を行

10 

へば宜敷い．即 (25)の c'.)tを決定すべき式

中に表はれる積分の値は次の様になる．
第 11 園

炉dy= 0.363271 l叫

附cos10{}心dy= 0.0458260 l12, 

伯cos5(}dxdy= -0.0499141 l7 

伯dxdy= 0.213595 /4 
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りが0cos噂 dxdy= 0.104468 /12, り戸cos5{}coslO{}dxdy= -0.107980 /17 

伯cos50 dxdy = -0.06112419 l叫ij戸 cos2100dxdy = 0.236116 /22 
． 

附cos108 dxdy = 0.0618594 /14 
之等を用ふれば

</>=-(1＋打Pl2[l r 2 r 5 
m Tい）ー0.13598+ 0.07849い）cos5{} ,..,. 

-0.0036850 (f)1°cos 100 ] 

＇

し

？

＇

第 12圏には固定周邊に於ける mxを示す．而して最大のモーメントは

．
 (67) 

＼
 

o゚

y-［
 

()．5 

／
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一
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q
 ー

、Hx（さ（）
-0.2 

-第3近似
X 第2逸似

/．o 

ク
ニ
〗

第 12 岡 一様分布荷重を受ける正五角形板

(m)niax = (pix~x-ol = -0.189 pl2 (68) 

10 
又板の中心では m＝ーとすれば

3 

(mx) 
1 

x-o=~('P)x-o= 0.0884 Pl2 
y-o 2 y-0 

(69) 

となる．

b) 中心点荷重の場合：
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u
d
 

ヽ

第 14 回

一様分布荷重の場合には

1 9 1 
¢ =—化＋伍厨＋C。＋ C1戸 cos60

+C2戸 cos120 (74) 

x とおき板面の］に就て積分を行ふ事にする．
12 

即

伽dy= 0.288675 l汽．

りサdxdy= 0.160375 /4 

り戸cos60 dxdy = -0.024438 l凡り~cos 120 dxdy = 0.017824114 

り・戸cos'60dxdy = 0.0528059 /14, J J戸cos60 cos 120 dxdy = -0.03896751"' 

り戸cos68 dx~y= -0.0278775110, JJ戸 cos2120dxdy = 0.0813711 l26 

り戸~os120 dxdy =0.0218837 /16. 
之等を用ひて C。,C1等を計算し¢の第 3近似を求むれば次の様になる

.、

¢ =-（1+ 1 -）Pl2『(+Y-o.13293 + o.06547(-f ¾)pt2[ ¾(f)2-0.13293 + 0.06547(f)6cos6(} 

r 12 
-0.006763(f)12cos 12{)］ (7,5) 

第 15圏に一邊上の mズの値を示す． 又第 6表にば第 1近似，第 2近似

及第 3近似に依る周邊の最大曲げモーメント及 (45)より計算される板中心の

第 6 表 一様分布荷重を受ける正六角形板

曲げモーメント
第 1近似 第 2近似 I 第 3近似pl2 

(mx)yェ-ーl0 I I" -0.1110 -Q.187 -0.176 

(mふy-—o0. 
I 

0.0903 I 0.0865 I 0.0865 
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ヽ

曲げモーメントの値を示す．而して設計には第 3近似の敷値にて充分と思ふ．

。 y-i 

／
 n)
 ":
d
 

、IIx
(心
定
）

第 15 岡

゜b ←凸
I I y 
I O-

-oi-i3近似 l

x ~ 

: 
一標分布荷重を受ける正六角形板

b) 中心点荷重の場合：

<p =―心(1 十¾)Q-羞(1 ＋¾)Qlog(f;) 
+C。+C1r6cos60 + C2戸 cos12{) 

依て新に行ふべき積分は次の通りである． 9

りlogrdxdy = (0.288675 log l-0.129690) /2 

附cos6{)logrdxdy = -(0.024438 log l + 0.0015810) /8 

、 ji戸 cos120 log rdxdy = (0.0178238 log l + 0.0018321) /14 
依て例の通り c,,.を決定すれば結局¢の第 3近似は次の様になる．

¢ =-i(1＋土）外0.94042+ 21og(T) 

(76) 

r 
+ 0.47920 (~) cos 6{}•-0.021543 (~ l cos 120 I (77) (f)6cos 60・-0.021543 (l『]

第 16圏に周邊の曲げモーメントを示す．而して周邊に生ずる最大曲げモーメ

ントは (77)より次の様になる．

ヽ
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第 16 繭 中心点荷重を受ける正六角形板

(mx)x-l = -0.111 Q 
y-0 

(78) 

C)撓み：

板中心の撓みを求むるには次の積分が必要となる．

州(f)2log(f)心dy= -0.015665 /叫

りlog2（テ）dxdy= 0.13068 /2 
依て板中心の撓みに就ては免及 ¢2の第 1近似，第 2近似及第 3近似を

用ひた場合の 8即 8の第 1近似，第 2近似及第 3近似値を示すと第 7表の

榛になる．

枷州）心dy= -0.1296912 

第 6 表 正六角形板中心の撓み

近 似 一様pl分4,/E布h荷3重 中心集l/2中荷重
Q Eh3 

第 1近似 0.212 0.240 

第 2近似 0.1939 0.2301 

第 3近似・ 0.1937 0.230‘ 0 

即第 3近似で充分と思はれる・
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14. 正多角形板

正 n多角形板が全面に一様分布荷重を受けるか或は共中心に集中荷重を受

ける場合の最大應力並に板中央の撓みは

~Cx'Pn=C+ C心 cosnO + C2r位cos2nfl+......;. " (79) 

と置く事に依り容易に求める事が出来る．nが大なる場合 G迄採れば充分で

ある事は上の諸例から容易に想像出来る．

第 17圏には正三角形より圏に至る正 n邊形が一榛分布荷重を受けた場合

（全荷重 P) の板中心及固定周邊の最大曲げモーメントを示し，第 18圏には

Qなる大さの貼荷重が板の中央に作用する場合の固定周邊の最大曲げモーメソ

トを示す．

a06 

095 
丁―/¢亨―1？ -

I V 

一 -----

｀ 
＼ 

og4 ／ 
ン....--

().03 (lnx)x=o / P 
J=0 

ロー1

ao2 ―←---' ←̀`` 

-`‘ 
亀 ‘ 

． 
0.01 

I 

。。
60 70 90 /20 ゚

第 17 閾 一様分布荷重（全荷重 P)を受ける正 n邊形の板中央並に

固定周邊の最大曲げモーメント

第 19圏には板中心の撓みを示す．但 Pは一榛分布荷重の全量で Qは貼荷

｀ 

., 
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重の大さである．（縦軸が撓みで其軍位は圏中に記してある）．

0.2 

aI 

0; 60 70 90/20°  

第 18 岡 中央貼荷重 (Q)の楊合の固定周邊の最大曲げモーメント

0.06 

a偲

a
 

L
O
 ゚

60'" ” I“'’ 第 19 園 正多角形板中央の撓み . 

（縦軸が撓みで其箪位は岡中に記してある）

P:一様分布荷重全益 Q.'板中央に作用する貼荷重（集庄荷重）

本方法は上、に示した様に，特別の場合を除けば，牧倣は非常に宜敷い故種々

の場合に利用出来ると思はれる． 

．
 

『̀．
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本論文中 12,13の敷値計算は本學田中重雄，生井武文雨講師が行って典れ

たもので此機會に雨君に深く戚謝し度い． ＇ 
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周南固定の平面板の周邊應力及撓みの近似計年法

Eine Methode zur a・ngenaherten Berechnung von dem 

Randmomente und der Durchbiegung einer 

ringsum eingespannten Platte. 

Von 

Tadashi ISHIBASHI 

Zusammenfassung. 

89 

Resume : In der vorliegenden Arbeit hat der Verfasser ein Naherungs-

verfahren der Berechnung von derp. Randmomente und der Durchbiegung 

einer ringsum eingespannten Platte <lurch willki.irliyhe Potentialfunktionen, 

die die Randbedingungen nicht erfi.illen, entwickelt. 

Das W esentliche dieser Methode besteht darin, dass man zuer~t den 

Naherungswert der Summe zweier Biegungsmomente die auf zwei senkrecht 

zueinander stehenden Schnitte wirken, so abschatzt, dass ein gewisses Inte-

gral (5) ein Minimum wird, und man erhalt dem Randmoment daraus. Urn 

die Durchbiegung eines Punktes(Xo, y0) auf der Platte zu erhalten, benutzt 

man den "Castiglianoschen" Satz. 

Kurze Erfauterung der Methode: Bezeichnet man die Biegungsmomente 

der Platte mit mx,尻 (dieZeiger x und y von mx and my deuten die Nor-

malenrichtung der Schnitte an, auf welche sie wirken), so erhalt man. 1> 

m□=-N(1 '＋ ¾)Llw 1 (1) 

4w喜＋言 I
WO  w : die Durchbiegung der Platte, 

N: die Plattensteifigkeit, 

E : der Elastizitatsmodul, 

h: die Plattendike, 

m : die Poissonsche Zahl. 

Setzt man nun 

n Vgl. z. B. A. Ono, Zairyo Rikigaku (Japanisch). 

． 
N= 
m2Eh3 
12 m2-l)' 

ヽ
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<p=mx+ my (2) 

so geht die sogenannte Plattengleichung in die folgende Form uber : 

4¢=P。

、 P。=-（1+,1)P } 
(3) 

(p ist die spezifische Belastung der Platte). 

Wir machen einen Ansatz 

¢=¢。十LCふ
、年＝0x } 

(4) 

und bestimmen den Koeffizient Cx so, <lass <las Integral 

e=＼＼ ［4w+ （1 1-（心四）『dxdy.
N(l+』

(5) 

moglichst klein wird, wo <fi。einIntegral der nichthomogene GI. (3) und mit 
'Px die Potential£ unktionen bezeichnet sind. 

Es ist leicht zu verstehen, <lass c gleich Null wird, wenn die Nahe-

rungsfunktion <fi ~it der exakten Losung des Problems zusammenstimmt, 

aber sonst c stets positiv werden muss. 

Aus (5) folgt not戒 ndig

＼＼和4wdxdy+ん(1+1i)II[¢。十こ応］¢hdxdy=0 (6) 

Nach dem 1こ;'sc2[e3nここ・バ贔xes、dieBeziehung } 

. J恥4w-W年）dxdy=f（噂—噂）ds
(n ist die aussere Normale der Plattenrandskurve und s die Lange derselben). 

. ow 
Auf dem eingespannten Plattenrande sind w sowie — gleich Null und 

3n 
ferner Ll<ph・=o, so wird 

伽Llwdxdy=O. 
Also・ ergibt sich aus (6) 

翌 If¢ふ砂＋り伍dxdy=O
h =1, 2, 3.．．．．.．．．．...．. x } 

(7) 
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Wenn die Platte eine gleichmassig verteilte Last (Last-intensitat=P) 

tragt, wird die Partikularlosung der GI. (3) 

炉こ¼(i+¼)pr2
4 m 

se1n. Daher erhalt man ・ 

¢=―}（三）ゲ＋こ応 (8) 

Den Koeffizient c)G kann man aus folgenden x linearen Gleichungen (9), die 
sich aus (7) ergeben, berechnen 

翌ff<pi<<phdxdy=¼(l+-fn)噌伍dy
h = 1, 2, 3.．．..．．．．．.．．.. x } 

(9) 

Das Integral erstreckt sich auf die ganze Oberflache der Platte. 

1st die Platte durch eine Einzelkraft belastet und wahlt man・ den Ko-

ordinatenanfang am belasteten Punkt, so erhalt man 

¢=―ん(1十-ln)Q-羞（い¾z)Q log (fa)＋こ応 (10) 

wobei der Koeffizient・ C" aus folgenden x linearen_ Gleichungen bestimmt 

werden muss: 

ぎ巳¢.h. ／：./:•三・(X1土）外1-2logr0)伽号＋2JJ叫ogr dxdy]} (ll) 
r。istder Halbmesser eines Kreises, von dem man annimt, dass die Einzellast 
darauf gleichmassig verteilt werde. 

Was das Randmoment betrifft, so ist das Folgende zu ・bemerken. Am 
呼w

Plattenrande ist die Krummung ~ - bekannt (s ist die Lange der Rand-ぉ2
kurve), so wird <las Biegungsmoment, das den Plattenrand e1'tlang wirkt, 

叫＝立し転ー竺
m+l'.l{ m+l 

m。 (12)

sein, wobei和 denRandwert v'on </> bedeutet und 

m。=-N(l ＋土）（言）Rand• (13) 

Um di~ Durchbiegung eines Punktes (Xo, y0) auf der Platte zu erhalten, 

¥ wollen wir die Formanderungsarbeit ins Auge fassen, die bei einer ringsum 
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eingespannten Platte <lurch die folgende Form gegeben wird : 

A＝罰はW隣 dy. (14) 

Bezeichnet man die <lurch die gegebene Last (gleichmassig verteilte od. 

konzentrierte) hervorgerufene ・Durchbiegung mit w1 und die <lurch eine an 

der betreffenden Stelle (Xo, y0) imaginar wirkende Einzellast Q mit W2, so 

wird die F ormanderungsarbeit der Platte, die zugleich <lurch die gegebene 

Last P und <lurch die imaginare・ Einzellast Q belastet ist, 

A噂Il(4w州dxdy＋罰（4w訊dxdy+NJf五）（4w砂dxdy (15) 
sein. 

oA 
Die Durch biegung des Punktes(Xo, Yo) wird <lurch叩 gegeben(nach 

dem Castiglianoschen Satz). Daher wird die von P. selbst herruhrende Durch-

biegung des betreffenden Punktes 

疇）＝N)i（如）（Llw20)dxdy= ・1 Q-;: NH  (Llw1) (Llw,.)dxdy = ~ IJ伍。dydx (16) 

wobei 

1 4w20=-4w2 
Q 

bedeutet. <f,1 bzw.和 entsprichtdem Naherungswerte von W1 bzw. W20. 

・ W enn die gegebene Last eine Einzell~st ist und am Punkte（Xo, Yo) wirkt, 

so kann man •P=Q setzen und aus (16) ergibt sich die Durchbiegung der 

belasteten Stelle 

. 0=罰田）叫dy)=
1 

• Q ● `• NQ(1 ＋土）2＼＼”xdy (17) 

In dem japanischen Text hat man d~e physikalische Bedeutung unserer 

Methode aus energischer Betrachtung klargestellt (I-3). 

Ferner zur Erlauterung der Methode hat man die zahlenmassige Be-

rechnung von den Beispielen der gleichseitig polygenalen Platte ausgefiihrt 

(II-9-11-14). 

‘ 

；ヽ
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