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層流境界屑方程式
の一近似解法に）．

所頁 山 田 彦 児

（記和二十四早二目ナー日受理）

号4 Schu ba ue, (J)楕口柱

(1)  

上逮の如<n=o.・1 (中':=0 ）の武式さ採用した近似な相当に哀いの c:"

記試み}つれる SC,iqub。い巳f (1)秤円柱r11)Iこ之芝甲いで見よう 、（s)芝 W'＼

ふ＇に就いて解き ノ W=以］こ（こ＝ 5ソ6v)の営換えを好って整頓す

れ 1す‘
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Uぃ叫） U/（の直としては圧力祓小の点迄は Scい61t桓 r の弊えた徳
がら夫々図ヒで内挿したもの芝、それ以役1-::r日owaYthの修正桓（位）芦要

1-=-その役l寸 Sc}luba底戸叫套立湮宜l＝修正して甲し）も幸とした 、第十一表の

左半が之で‘ある。

言十管は2回秤って見だ 、一回 ば日OWCAY廿1 に放って、圧力箪l点 ．（ X=1、い

に於て戸ohlhuuseYJ 法の偉□苺聾した、此処で W=0ノふ＝ 0 、そ して此

知のご／v の桓としては， SchuboL但←ての計茸した Pohlha辱細う去の信i( 

かわ推定し亡儘） 2弓，己芝用いだ、此等の初期億から出発し c:-Run茫―

Kv1tta法に依って得られたものが‘第十ー表中央の I列の徳であり 、第二図

中の工回線である．、一ぃ＋ふが 2 1之浬したところが条1j筵点てあ 7るかわ，

戸ol‘llhDUSeバ去 の混合より氾魚諄惟 C7)方に近菩t)幸は明かでおる6,'滋： に祁濱佳

ば起わ芍い 、二回目も矢張（）戸ohlhQuseYl法の但Iこ苺貌した のて あ否が、英

乾魚 Iす充分に加速部分にある X=Cこ三ロうつて、初期億I芍 Sc加baueY の

(11) 四E、Sckub砂年：恥下lovv LY) SepaTtt)1, LaI'¥¥imY BoundaYy 
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（和4から図可豆噂した）計算恒い＝ 0、っ琴ず、` 勿論此処てふ＝ozあ

も ． やは 1) 応u •\7,色 - Kuiia 、法に応っご噴分乞行ぃ 、 結果 口倖十一表ち涅l } の

江列及び学二即中i})II曲諫で示されている、刹謡芝し毎い軍］と固 gで衣五

呈＋ー表

Sch凸。1.,1e,の実賠的に見出した剥雛点は X=1．守9 士 0.0芦あるから 、上

1-::.得られた結来 l喜疇疇雑閑幸芦示レ．でし）るよ う 1之見える かも知れ芍 し）．

実際 Howo吋h.n遺疇応崎玉Y¥-M」likan疇似ヽ法 (13)は、実駆喜文

（）も若干早目に削雛涼豆主輿えさえすものさある、然し痘界層方程式を精茫ーに

餌＜辛と、それヴ実聡但に一敢する辛 c::I~ 自ら別の問題てあって之丑眈て

lオ彼に一言する之‘花もラっ 、 ． ． 

幽 Ic:江芝比較しで眼Iごつ＜要ば、）王ヵ癒）i庶 、下付近の昼かの速授今布のオ目

（国戸．V．“̀n&CB. M;thKaヽi．い。l).サe加eowo全LaminQrBo⑰ duYyしoyeYS
Iw叫 V¥1、自 Se区疇o、1,N/.¥C'f-,, ti己．Rep.,No S-04-(I咋 4):Hdlikon :J.A""r-o.Sci.) 
ち (i q•36)) pp. m心 4, Doe,1hoH'. NACA,T!i':ch.. N;ite.、Noc_;44(1咋 s) ，
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芦

宍 つ＼ 滓逗領武 Iご於て‘欠茅に拡大されて表われる幸てあっで， 芝 I~減速領茜

の速度今布が弯由魚芝有して不安定である専と取関す毛ので友ろう， 此の点

の叶 7)¥ゎ見て、も、ぅ武速領武爪計茸。ぅ信頸度乃至壱れと実験との対応・こ就‘-Zlす

慎重 1--::p今味さヤ1る心要が記る。

呂 5 日ien1enzの言柱こ

H iemenz の Jil柱 （直径気ウ己 cm)（1今の固（げ渇匂隻分布は粗秒軍位でU

以，＝ウ＇`国 1x-o.o4-4qryx又-C、00(_注恒coX 弓

て蓼恥えられ、副謡点の実験檀は中l心角て‘80い～もプ，

注は 3ジ(X= S9もう ，

廿豆乍）で‘ l•な SC9 3 (・X：：：： s 80） 

牽心無いの之‘あもわ＼｀．、

づく ‘c..共に大きく開いで束る

とこ rこぞる ，

之に対して卜l(e¥men乙

戸。hlh已辱en‘：去、乙亦a（ゴ芝輿ぇもが‘,

序三図に X=e、ウ己 cm

戸mnd1l-GCY-

桐れ氾夷玲但の範囲内に在っ ;稔睾j(7) 

然レ、各‘立似法の契える速度令布 の模屯和コ、剌雛点に直

の点の之を示した。

そぃ改親狂 0)方法に依って戸hlh砂誨n 笠似、左更に進めて見こ戸苓とし、 上

と固猟Iこ圧ヵ極小点 (X= 50=o cni)マ英続（い：：：： o,3=o)丁否 、此処

の

た。

ご"2./ソとしc:.1-;j 戸叫吋 i1ausen の計華但五内挿して 1、0.6・を得、

序十二表へ酎算結果で‘窃つて 、

之乞用し＼

矢張（） Ru噂 e-Kuiia、克芝甲いて
9.  `  • ; ！，、

表

x＝ら、吝30迄進み， そ：：：：：：：がら剤芦魚迄 I~涵ので近いので、 回上で外挿し乞

劉雛は灰＝ 、5.8S3(':う0，ち ）゚に見出され で 0切 tleヽーのオ直こ近づ<` □柱て1
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は HlemE::¥’1之ぅ去もV従来信用されてし）るので‘

に近寄る・もりと予想した c:::.:：：：：ろ反対とおり 、

曲練）、 やは ()Gぷ tlèrに近づいた、 道似芝進めで幸に応ってGo、,1l-eゃ俄，h之

移翫すっ辛は、

乏示液する沙のと考えマ誤た苺いであろう。

その直／似 0)良否Iす号jとして

全G、
戸ohlha店琴n

泣似計算式 の特異呉

ぃノ（式は X)ヴ＇悪喉大と忘も J)I~ 心＝2 、00ノの道糾人にフさて

速度分布は此の近似で凡:e:::li心 12.

廓三図に示した如<(C中＝clク）

正ししJ奔プメ Gーかtier視1に在・る辛

ー． Q.q6（入＝ 12-1tア、沢5）の二魚であって、積今蔚囲 lこ比7)祠れかが‘/

際には道似ヴ破且も幸面知の涯 (1でおも 、現在 (Y¥=0、 ~ ·1

．
 



t
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ぐ芭；っ

ぃ／ rけの二つて‘あるから 、此の芍．異点は（｝），ふ面上 に線と勺つて現｝われ、壱

れは (1S)から見マ

八。I]・］―-ハ ll入―=；、-) （1勺）

で奥えらいる、左辺は国豆に］開すも双三沢しっ 哩翠‘であるかり ,f§llえば‘Qrj乞

決めて三根③）国ュ八妙っ芝棗める、 勘＜しで得られたものが沸十三表であ

っc ,之芝第四図中 1-::.w, / 0＝⑳の曲祭として示しだ。

固固中にl:t劉難條4牛 2+u)・ー(.9=0 芝示す意線、主流が物体前罪に切翁託勺

仁入釈寸 令イ条件芝指示丁るだ、丁9• - Ent ．酌アち ( U-） ＝0 S=0.1己琴Q_s)l-詑

入されてし＼う、同四から知れるようビ 、月ービ叶がら到筵魚迄 、式は圧力盛

)|＼点で戸ふll/lause汀に苺幌（（立＝（、＼ J 8=0)して剣競面、に至る 、等の稼今に

は大］口特異志、茎櫛切汀恕れ丑知し＼び）戸戸も 、唯箭Ii詰慄六特冥魚芝示す一分岐

と酪、番垣つ之し．いるが‘.0:-tの雨練は精密解に於ては窓らく 一致すべき茸五予

想さ{'l るのゼ 、 ~) \顎畷より前写比の特異魚に出会ぅ際には、此の交点芝以で

原Jl詰点 ：n近似位 置と晃倣・すべきでおろう 図中に示した魚殺ば 、興処に記入

されている如 -1.... . 醗 l旦言t箕し芦慈 •つ がの場合の積今曲綜であつ。

現在の立場か iっ見れば ．戸ふll̀ICiしl年 7S去は鴨今曲綜芝い軸上に隈定し、

HowQ•I.t ↓しの近似法は之さ図の Howm-th 匂探上に喉史「も氾 のと見欽され ．

DY;denの改厨去もホ武一本の囲礫声痔に遷び出す、鰐ち尺巾る喋今、曲礫芝

特定の一由醗 l亨対応→ 1丁此の時定曲練上の圭胴芝以cFl --zこ代表□しめる
手段に外ぽわ白い、従って一楳介疫渇女？去の良g否は、実司上多く叛扱われる型

の流れに対する此の対応の良否に依って決定され 何れの方 、法と雖も 、荷時

m場合にも良仔である 'c:l叶相待出来巧しいli旦汀謬は現在の二裸介衷数法と
て氾 、更＝多くの森介夜数を見ヽる方法己対し之口同和であもけれ共 唯そ

の適甲範囲が従来のものより広めわれるのどある。

政魚 に於 CLば U1=0 であ否）かわ (18)から

B。b1-Bふ ＝o, B。んー已ム＝ 0

豆に要とレ、心ヒ屍さは (1?）が霰立 Lで 1コ巧町芍ぃ幸がら

B。=B,=o  （つC)

と乍否．こころが｀こo〉 1す(.11)‘こ戸じておつで 、既述の如く 、中三 o、とし

ては根を特た毎しヽ 、加ち津四図の面上で口政点に相応する克 Iコ無く、従って

部方』支点乃＼ゎ環分互始める華1ま出来芍いのであ令．然レ誌点ウ＼ゎ圧ヵ最小魚



0)  

疇迄口Pohlレ叫芦↑シ去。け吟実用的ぽのゼかるから、野噂怨Iこ覗在の

方恥環碗 して茫今な達似芦期特し得否であろう。

('20) の中 l己戸媒介常数として残置T~ と 之 1すい），ふ中空閉 l□於 I寸

忍一本疇藍曲綬這叫此の曲霞□口，ふ面こ（疇らぽいけ臼只戸

画糾這べ‘ば‘．之1=平行だ平面と交→でいる此等の交点の苺例芝い、8己

臼頸して示 したものが第四図中の CSi -Pi.）ゼ‘ある。

邑7、全藍 lご適用し烙尋否言十算式
上述の如＜中を適麟澄べ‘lす‘壱 0)0 8回ヒ1疇鯰相応する心、3迄が`

得われ否、そl4故此幻痔の方程式の特冥魚囀吟の疇鷹こ毎ら写喜濯疇

フ叫わlす＼現在の近払言十管喜1廃界層ヵ全試這ってー曇ジ行ぃ噂る幸と丙

も．翫華ゲ可能であるか否力＼芝試みる為 1-=.9 = 1、814eeを採つて晃四、

此疇疇存、がい＝1$咋 00, 8=-Q,0ウ 60ち之異えられ這尋・戸矢ロ

もとこも L'‘担り， 叉第1・・表を見＼ーこ， 八已存る二次式 a、b,dぽる一次

式の係数は預十四辰の如＜ ！＝芍る。

ー 第十四表



くウつ

第十四衷乞基礎として方程式の特異点，菜1 1甜官の線，及びT~ 、一三心の怠は

前 t:::全く犀計算芝躁返して得・られ｀之戸図示しだ氾の吹 第`五図ておう

T,．-Ewi令＼しい(), s ＝ー 1、乞ウ年4四矛心宰戸溢げる以外に数但廷述べ‘も事

疇芝ぇよラ．．叩忍（）方が‘小さ蔓ぎ這焉に国．平t,•も＼、特弄点に棒め疇：＜、

此の盈では国—詞、 かゎ網ぃて特< 1亡ば甲立た芍い 1□1共、（ソ要と芍 0 1-j:＇全
芦 r::.淘甲する計茸式が得ゎ門否帯を示すに充今であろう 、又此の檻ても澄界

層の殆 I、と全武に甲し三畜が出来 1 その際には St.―戸t、布近戸汀，年1SI4姿

芦— 1 、 3 14se 喜ぃて倅われを戸叫l1OLl翠\1 類似 の方程式芝甲いる幸と寸

戸良い 。・

岸五図 には戸 0這心繹直茨三亀巽魚の喪も逗き込戸1-z:し）で，之

等と痴し／ぃ其等芝比較して目立っ菫オ、粂灘裸と之に匿ほも坪異魚由貌とが

をの相対位置在殆んと夜ぇ万ぃ華之デ予 ．之は しじふ，中空間に於て盃考の

面が戸楳、u直這戸めでし）る事で在って、媒介歿苓廷更ビ濯加すれ 1ず‘． 武走

芦衷ゎす芦茫西 Id°没第 1こ一致する辛司酎寺出来ゃてあ：ろう．

cp = 1 ． も l4 年と祝を 華 l召衣っで起る近似度の応ヒを知る為に｀ ・・ トに•r-i· 臼 e

の場合こ茫(). 以11主 0 の場合と．至るところ到筵痣状態にある‘流れヒを計

算して見た 、前者 l--=-於さては W=013=-1`Sウ匂54 男ぢ

j二 -・6=5．芦戸
ゾ x ノ

r二て。
ソ
―-. -―-：：：： O，芦琴ワs j―工一年 l、ワ辱0
. fU?)  V X 

ヴ馨じ2れ、彼宕 1--.:::.於 -z:I~ 

加ご• -0 、の勺 00 虚 G) ll..）=-C)ぎ翌lさ） 8 +中：：：： 1.140句 1

戸丙つだが、之等王弓二の其等と比較して、殆／へぷ3差巽の無い圭を知否の

で`右ぅも。

呂己二三 の注意

以上述でて釆だ祈 に依ってiい積令法の精月は相当に厠告出来るのてある

が‘、その反面 一翠とは咲立方程式の数偉頭今戸仔ぅ辛旦る為に、第一直

似であも已l1［国辱吟‘法に較べて多大の労力が逗的忙亡われる、方程式は

骨ぎ＝以。（い下。（ w1S)+p。(x)G。（立s) ¥l 

d S 凶（い已（い IS戸国 (_'X)G い S)] - = 
ci X 

ぐ21) 

の型区峙ち 、峠処l二凶らは問題毎I二興ぇわれざ数信 ，
I 

F, G-1可問題 1で撫関保



（そ｝

泊視元知の西数であっ --c:' 主面労ヵは、数僅積今のヌう_,'）ア毎に喫えら訊る凶

S に対し -c:F, Gの倍i芝言十等する手 I-::.蕪中してし＼る モ1,．,t故罰否割箕を大晋に

右う場合には 予め必要の範囲（・緊皿図参照）に亜って下ミの数表三作栗し

ておいて、要求されつ4直芝汰挿によって成めるか

如心汁邑するのが良し1て‘あろろ，

武！芍グラフかゎ言猜反る

此処では図式積分法左 二，三眠瞼し之見た、群ち先づ戸ohlha辱 e)吟去で双め

之乞 ciW/dX のち辺にたい（声i尋／五の石辺に用い之ふち図式 1ご嘩今し 、

甲し)c:::. W-1を標分し、以下之芝禄翠すのである、一例 I'd尻ー図の Howmthの

焉 合 に言巳入されていつが、此の場合の如＜収叙の良真待 1二も稼分曲象ゥ湧砂＼

白くほる迄には数回の頷返し乞 l込要とし， 不都合の渇合と至っては牧数を保

言Eし得丙いので石っマー 、振に此の橙では成功芝孵且難（人

次に芦の近似性に就いて述べ‘よう、層流境界層方程式の解法は何れも近似

衷芝判定し得る箇軍芍一般法左詰た后いのであって、本法と-Z:もその例 1-::~偏
ヤl芍いので1あるが、結局 1:;r等が斗条件と方程式芝充亡ば足（）るのである、 牲誹干

1亡就いで現在問題 1す無いので‘おるから、 得られた解互方程式 ('I)△＝ 0 即ち

(4-)こ投入して知れがそれが零から外且る度合芝以て近似の一指禄とする：：：：

とが出束る、方程式にぱ二固微今迄を含人で＇し）るウら， だとえ櫻今曲面に於

乙：：：：：：〇がわの外れは大きい幸芝予鄭レ芍 I寸れ 1::t＂け否道似が特密さあって、わ．

団わ芍し＼。

U戸 び。ー況 X 崎怒0(J)日。→th加哨密詞ぉ正碓た解の一つ の裸準と完ぇ
られる、従っ之之と大差后ぃ現在法の解（吾ろ）芝又標準と見倣して そ 11

(})△＝0 がわの外乳を計嘩しよう §1の言已号左用いで今の為合

工急△＝直喜）［囁虞＋式崎五（二且丁）、［

-U-「尉(u叫＋V彎）＝1-三(I十二闘） ~ j 
（つ2)

と毎るかわ、若干の数僅計算の後に第十五表改＇得尋的れ 之芝以て慄準的ほ誤

差の指標と見 も圭が出来つであろう、向要請された‘画（）に、

問に於て二回呼号芝笈牝」してし戸もっ

△ぱ汀＝ 01-1 の

痣猿 Iご境界層方程式‘をの氾のの遺似性に蹴‘ し l~ 一言しよう、 劉離魚に近っII

ぃ己鰐層ぅ肩さを常すヽこ砂／らy=o疇恥直似性を戸従っ一Cdp/d火

の信の森（）方が不確定とほゃ車、そし乞その不確定疇直内こ応芦戸P/dx



(q  > 

第ク十五衷

の澄て）、A方に恩・つで菜I}紐点位置ヶ大しいで友化する場令J燭る事ぱ 例えば‘

Ho¥,¥J(.し'(tlh(1C)も遺＼‘`ているところてあ否し従っ一尋贔忌の石がら見ても実酸位

置に・采II茸点を晃出す事をし1人て直ちに解の直似性ヵ規準と危ぇる辛 id"‘上東丙し）

のであるが 、更 I-:::もう一つの酉田で‘-i彰界層方程式ヵ急雛危閤直 1虹鯰 N叩 l、年

国叫、又三も方程式こヵ近似性芝失って来や、肝・亘上しの直似性は宝瞼的に1尋ゎヤし

た希藍臼 p （又 y) を境界層方程式に用し＼る乞古了散•Jつ い 言し）の之＇あって

“(J濯打率がジ釆否方程式 の祖正芝度外視して、し 更にし）誓姜の項を描正し
ら上

芍 Iiれ 1ず已ら芍いのである 、苺‘r丑缶這噂的に得られたる文ー（ p→詈恥芝

覺界蚤方程式¥.7)責祖パ国して始めて実験 't::(7)一至知違詞寺出宋るというべ＇

きで拓ろうが。

元宋ゾ誓斐ュ芝、 取去 令幸ぱ微今方程式の性格芝一笈t ~ のさはあ令 1ナヤ l 井
此の辛から起も誤謬は合理的応 p試は実聡進として のP芝甲いも乎に依って

ずし4
武程痩迄款ゎ切る ので、しおろぅ 然・し・ソ言戸か省略出来汚い数直直する

混合には、上述の如く、実聡億とし、 之のやその4島で 1ゴ芦く ． 祠シ心 の 手段 z•’

見領．む打たソ房斐に対 L．て補正左舒い 、仮の Pを甲ぃるの‘て＇汚！ すれは・実際

との数恒的一致は期待し得ぽ（．）之1あろう。

...．"．．．．“. . .. ..-••••一―---· •一····””"•---"...-•"．．.....--•"．． .........-••••a ...＂ 、-- ——•—-•••• ”.-- ••--••_,-—···99 99" -~．．―”.＂’”•一•••一•コ己＂•ロー·-• -9 99""＇•一•

（！ e) 声言主 (5)今照、



<• 1 ：：ン`．）

•—為，」 •こ'-―こ• 一」 waythoぅ邊合五森（）、 それ i・コ第一近似 cヽ::.レーそゾ
ざ lA
c>X"' を省略

したもので‘あると完える、酢ち至ヲ の遺似解 Iす認の問廷 J)一つの近似餌と

見佑文し ・ヱ哀ぃ、
ざ li

キれ故此の近似解芝用い一乙宿工頂¥)さ完 0)儘を 到薪痣の 近

ベ．（又＝ C 1内 ）`ゼ計算しーと見たものが序十六表之 ー`ある．ノ1lJ華這［似解ノぅ二陸

諏今、オあそ況？＼シ•9 大体の 目安を奨ぇるに湿ざ布し）「日4 共 此の祖在E頂が｀准略し

得芍い程度行．連すそ．，揚合心在るべき幸を了印寸否に足（）もであろう 因に此

如で` l寸
ヽ

ーし］；.l.-詈〔ー》》伍）＝ （1ーヌ）―・＝ 1.1芦

ざあ（） 叉 区 ＝ 以。つー／凶＼） で、あって 、又＝ 0、11q に焚ー乙略｀ uふ／V＝戸の

隕｛和こある屯を付言しよう ，（了） n

第十六衷

↓い報告の数儘計算iま． 一部今喜木良子， 大半永井三郡の武氏I之ノ木っ一之透

宏子さ． た 記して謝慈芝表し陵し）。
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