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流髄エ學研究所報告

第 1巻第 1競昭和 17年 5月

流骰渦動朕態の研究 (I)

渦動状態の確率論的新定義と

その基礎方程式の誘導

所員 栗原 道 徳

（昭和 17年 5月5日受理）

§ 1. 序論．渦動朕態が流證力學に於て演ずる最も重要な役割は質量交換に伴ふ物理羅の

侮逹にある．渦動朕態に就いては古くから各方面に亘つて種々研究 1)が行はれて居るが，侮逹

の問題に就いて言ふならば，氣慨運動論の直接的な一般化であつたと言ふことが出来る．即ち

渦動朕態に際しては流儒質爾は無秩序な運動をして居 i)，平詢的に見てこれは或る一定の距離

だけ進行した後に共の黙に於ける周固の流證と混合し，その特性を全く失ふものと考へた．こ

の仮想的な距離を混合距離 (Mischungsweg)と梢し，これを氣證運動論に於ける粒子の平均

自由行程に射應させ，例へば運動盤や熱羅の偲逹の係敷を混合距離の項により表はし，現象論

的に研究が行はれて居る．

~ この混合距離による理論は，混合距離それ自身の定義が曖昧であり，而もこれは研究劉象に

依つて異るべき筈であるにも拘らず，此を一貫した理論に依つて定められぬ黙に於て重大な難

動を有する． 1921年に至つて G.I. Taylor 2)は次の様な概念を導入してこれ等の難黙を取

り除かうと試みたのである．即ち Scaleof turbulence及び渦動朕態の統計的の性質は，一

般に或る時刻に於ける流儒の種々の黙に於ける速度間の相闘闘係に依り，或は同一流儒粒子の

異つた時刻に於ける速度間の相闘闘係に依つて厳密な解秤が輿へられると考へたのである．

この概念は今日の渦動朕態の統計理論の甚礎をたして居るものであろ．

各種の観測或は質験に依つて渦動朕態は等方性に向ふ著しい傾向を有することが知られる

に至つて， 1935年に Taylor3) は等方性渦動朕態なる新しい概念を導き入れて事柄を著しく

1) 例へば， Lamb,Hydrodynamics, Camb. Univ. Sixth Edition, p. 663 ; G. I. Taylor, Phil. 

Trans. A. 215 (1915) 1; L. F. Richardson, Weather Prediction, Camb. (1922); W. 

Schmidt, Der Massen.austausch in freier Luft, Probleme der kosmischen Pbysik Bd. 7; 

S. Goldstein, Modern Developments in Fluid Dynamics, Chap. V. 

2) Proc. Lond. Math. Soc. 20 (1921) 196. 

3) Proc. Roy. Soc. London, A. 151 (1935) 421 ; ibid 156 (1936) 307. 
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簡箪化することに成功し，理論に一段の進歩を輿へた．績いて T.de Karman 1)は等方性渦

動朕態の際に二貼に於ける速度間の相闘係敷，従つて Taylorに依り定義された Scaleof 

turbulenceを理論的に定むべき基礎方程式の誘導に成功したのである．これ等の理論は非躯縮

性流證内の等方筈質なる渦動朕態に闘するものではあるが， StatisticalTheory of Turbulence 

を共れ自身にて完結した渦動朕態に闘する一つの理論髄形として梢成せしめることが出来る

と言ふ腔来性を示した黙に於て重要社意味を有するものである． 従つて今後に於て最も望ま

しいことは，従来現象論的に展開されて来た渦動朕態に闘する謡理論を練てこの理論棚形中に

包括せしむることで，この目的のためには先覺者の研究を一般化することが最も祖要なことの

一つであると息はれる．吾々はこ＼に於て先づ渦動欣態の根本概念に立ち戻り，これに確率論

的解繹を加へ，以つて之が表式化を試みやうとするものである．

§ 2. 渦動朕態 吾々が或自然現象を観測する場合に，その観測さるべき物理拭は必ずや或

程度の時間及び空間的平均値として測定される筈である．即ち吾々が一つの物理薗を云々す

る場合には時間的には L1t, 空間的には Jvなる撰り 4T=4tX4vに就て測られた平均値を墨I

象としてゐるものと息惟される． 従つて吾拿が全く同一の自然現象を劉象とする場合に於て

も， 4ての採り方に従つ、て見掛け上異つた現象として認識される場合が起り得る筈であろう．

例へば一つの瓦斯棚の運動を劉象とする際に，空間的には共の撰りが梢咸粒子間の平均空間以

下であり，時間的には衝突の平均時間より小である様な 4て］を採用するならば，吾々は箪に各

粒子の直線運動を認識するのみであろう． 叉 4Tを 4て1より謡かに大きく取り，共の中にて

充分粒子運動の統計が取れる程にするならば、，即ち .dtを衝突間の平駒時間より謳かに長く，

叉 Jvの直線的長さを平詢自由行程より謡力に大きくとるならば，吾々は述絵糖としての瓦斯

儒の運動を認識する． 此の様に流胴を連綬髄として観測し得る 4ての最小の値を個に Llr2 を•

以つて表はしておく．

扱て一般に匝別して考へられて居るところの流れの二つの様相，即ち層流と筒L流とを封比し

てこりに考へてみる．

先づ此等二つの現象には本質的な差異があるものであろうか，或は共等は箪に見掛上の相違

であろうかとの疑問が起る．然しながら観測に際して 4てを次第に小さくして行き，遂に 4巧

とした場合にも尚且雨現象の間に匪別があるものならば，此の胤流は最早流儒力學の範園を越

へて居る筈である．従つて，多くの研究者のやつて居る様に，渦動欣態の研究の根本を従来の

流整力學におくことが出来るものと仮定するならば，附現象の間には本質的な差異はないこと

になる．吾々が平常使訳慣されて居る時空の尺度に準拙した或程度の時空の拙り， 4巧を用ひ

て一つの流れを観察するものとし，一方 4巧よりは大であるが 4巧に較べては極く小さい

4Tに就いて観測を行ふものとする． 然る時若し共の観測値が 4巧内に於て著しい菱化を示

1) Proc. Roy. Soc. London, A. 164 (1938) 192.' 
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す様な場合に吾々は此を胤流と言ひ，然らざる時に層流と梱するのではなかろうか．渦動朕態

の熱力學的性質に就ても同様のことが考へられる．

渦動朕態を上述の如くに解籾することが出来るならば， 4巧内の劇しい愛動に射して統計學

的な取扱ひが望ましくもなり，又妥賞性を持つた一つの方法とも考へられる．

§ 3. 確李論的考察．渦動朕態を 4巧内に於ける朕態の髪動が著しいものとして定義する

場合には，普通には渦動朕態として考へられて居ない，然し髪化の劇しい規則的な流膿の運動，

例へば昔波の如きものも亦考慮せねばならなくなる．勿論昔波も亦統計的に取扱ひ得るであろ

うが，これは明かに研究の劉象ではない．此の間の消息を明かにするために代表的た渦動朕態

として認められる現象に就いて考へてみる．

水平に置かれた無限に撰る一様な二つの平行板に依つて限られた静止の朕態にある流膿層

を考へ，下面を出来るだけ一様に熱したとする．然る時はこの流證屑は熱力學的に頗る不安定

になるが，装置が線て理想的に一様であるならば，如何に熱しやうとも理論的には封流が起る

とは考へられない．然し事賓はそうではなく無秩序な封流を生じ，こ＼に所謂渦動朕態が出現

するであろうこれは恐らく，極く僅かではあるが装置或は流儒層に潜在して居るであろう不

規則性或は斑に起因するものであろう．叉極めて一椋な滑かな管の中の流れに就いても同様に，

装置が理想的であるならば，ここに風流が生じゃうとは考へられない．然し事貨はそうではな

いこれも亦流れそのむのに滸在する動揺現象或は管壁の不規則性，斑等に起因するもので，

境界層の動柿等がこれにより惹き起されるのであろう．斯の如くに，吾々が渦動・朕態を言ふ場

合には，そこには吾々に諜められないとか，或は制御し得ないところの若干の不規則性が潜在

して居り，或は初めから恩考上或種の不規則性を導入することが可能であり，而もこの僅かの

不規則性が結果として流盟の欣態に著しい雙動を惹起する場合を考へて居る様に息はれる．若

し渦動朕態に酎してこの様な考へが許されるならば，或はこの種の現象を到象として選ぶなら

ば．ここに渦動朕態の確率論的取扱ひが可能になつて来る．この目的のために吾々は渦動朕態

を次の如くに解籾する．

流膿の欣態は考へて居る場全域に亘つての物理學的諸薗の分布朕態に依つて規定される．従

つて一黙の周界 (Umgebung)を到象とする場合には，“渦動朕態とはこの周界内に於て物理

學的語最の分布函敷が或る法則に従った函敷群の中に動揺する朕態であり，この函敷群中の個

々の函敷の出現する確率に依つて渦動朕態は規定される”ものと考へる．渦動朕態をこの様

に定義するならば，何等かの形式に於てこの確率を研究劉象とする理論こそ渦動朕態の統計的

理論に他ならない．この様に定義することに依つて従来行はれて居たところの朕態の時間的或

は空間的平均に伴つて理論上起る不明確な黙を取り除くことが出来る．然しながら，と同時に

次のことを注意して置かねばならない渦動朕態を確李論的に取扱ふ場合に“理論の結果と

、して得られる朕態は，厳密に言へば，吾々が恩考上制御し得られないと考へる範園に於ては全

く同一の條件のもとに数多く繰り返へされる同一種類の現象に就いての平均の朕態を表はす
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ものである”．従つて渦動朕態そのものの勢化が極めて緩かた場合には，この平均朕態は現賓

の現象を充分よく表はして居り，定常朕態の場合に剛者は一致するものと考へられる．然した

がらこれに反して渦動朕態として取扱はれる朕態の髪化が急激なる場合には，伽区の現象は理

論の結果から著しくずれる筈である．即ち渦動朕態の確率論的理論は個々の現象を豫言する

ものではない．

扱て以上の考察に従つて問題を具證的に表示するに際して，全く同等な次の三種類の確李函

敷による方法が考へられる：即~'i) 上述の分布函敷群に闘するもの， ii) 一獣 P に於ける物

理的詣量及び共の逐次微係敷に闘するもの，及び iii)p貼の周界内に適賞に選んだ敷多くの

獣に於ける物理的諸最に闘する確李面敷である．

Taylor及び Karmanは ii),iii)の一部分を用ひて渦動欣態を表示しやうと試みたもので

ある．著者はこの論文に於て渦動朕態に闘する塞礎方程式として，先づ一般的に確李函敷 ii)

を規定すべき微分方程式を求め，これより iii)に闘するものを誘導せんとするもので，最後に

其の應用として平均乗積に闘する基礎方程式が求められてゐる．

I. 一貼に闊する基礎方程式

§ 4. 一般注意及記琥． 流腔が渦動朕態にある場合でも，前節までに述べた様に，観測に費

す時空間の搬り 4Tを充分小さくして行くならば（例へば Jr2に逹するまでには），従来の流

儒力學及び熱力學等の法則が成立する．即ち氣髄に闘する統計力學が成成立する様な朕態に到

るものと仮定する．而して後者を一つの微観的朕態と見倣すならば，前者即ち渦動朕態は又一

つの巨視的朕態と考へられる．吾々の目的はこの微親的朕態に闘する既仰の誇法則に基いて巨

親椎界に於て成立するであらう諸法則を探し求めることにある．

先づ簡箪のために完全瓦斯からなる流欝に就いて考へる．共の運動は Navier-Stokesの運

動方程式及び連綾條件

p Dv 
Dt 
- - = —• P-P• Q+¼fl.•(• v) + 11.▽2V, 

Dp 
Dt 
--＝-P▽v 

(4.1) 

(4.2) 

に依つて定められる．流膿の朕態は共の運動朕態の他に歴力，密度及び温度に就いても考へね

ばならないが，これら三つの羅は朕態方程式に依つて結ばれて居るから獨立醤として例へば歴

力と密度を選ぶならば，熱力學の第一法則は箪位質撞の瓦斯に就いて

oQ ＝土作（羞）Top —占 fop
を輿へる．拉に oQは考へてゐる質盤が ot時間内に共の周園或は外界から受ける熱エネル

ギーであり，共の他 (4.1),(4.2), (4.3)に於ける記琥は普通に用ひられて居る通りである．これ

(4.3) 
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扱て（4.1)及び (4.2)の示す様に速度及び密度の時間に就いての全微係敷は，ここに選んだ

獨立最及びその座標に就•いて逐次徹係数の函数であ る •他方 oQ も亦，例へば熱偲導や粘性

による痰生熱に起因する場合には同様な函敷である・従つて

0 == {rP div v-(r-1)互[Ql（望）
p 0t J 3P T’ 

(/) 、三悶誓—i玉(divv) ーツ▽2U, …，・・・，｝
り會==p div v 

とおけば， （4.1),(4.2), (4.3)は

Du 
Dt 
--＝ -(/}、t， 

(4.4) 

(4.5) 

Dp 
＝一Dt 四

Dv 
Dt 
- ＝ -(J}y 

’ 
Dw 
Dt 
--＝ -(/)z ， 

Dp 
--＝-0 
Dt 

.rー
・

(4.6) 

となり，獨立籠の時間に就いての全微係敷は夫々獨立薗及び其の逐次微係藪のみの函敷として

輿へられるこ とを知る （共の他 8S2/8xの如き流髄の朕應に闘係なき既知の薗を含むことは後

に展開される評論のーr．に差支へがない）．
ここに於て取扱ぴ上の便宜をも考慮に入れて，問題を一般化し，任意の流橙の朕態を表はす

総ての物理羅の中から適賞に獨立菫として選んだ認羅 （入（1)，だ＇，・・・入⑳））の時間に就いての全

微係敷が上例の如くに入(i)及び共の逐次微係敷の函敷として表はされる場合に就いて考察す

ることにする．然るときは便宜のために Aを以つて (A(1),A(2)，・・・が'”)を代表させるならば

D)、
＝一Dt 
A (4.7) 

に於て A は A及び共の逐次微係敷の函敷である．但し速度も一般には入を以つて代表させ

るが，紛れのない場合には特に獨立して l¢ を以つて表はし，

示すこともある ((4.5),(4.6)). 

これに劉應する A を (l)iにて

更に簡箪のために，座標 x,y, zは反愛記琥により概別し x,y, zに就いての微分を示すた

めには共菱記琥を用ふることにし，次の如く表はす：

(x,y, z) === (x¥x]、や） ==(x2), v=(u,v,w)二 (ttり，

.J

.2
 
u
 

（
 ―

――
 

＼

ー

ou-Oz~

•
~ 

，
 
'

,

 

．
．
 

．
．
 

u
_y
 

?
30 

.

.

 ，
 

，
 

，
 

u
x
>
x
w
_X
 

°_oo.＿3
0
-3
 

(

¥`
 

＿＿＿
 

、¥
j”-xi 
3

3

 

（
 (4.8) 

(~)二（入u), etc. 
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一般に Acx1,%••西仇＝ 1,2, 3)は）しの l階の微係敷を表はすが，紛れのないときにはこれを

箪に心p，・・てにて示す．叉以下に於て二重に現れたギリシャ文字の記琥は dummysuffixを

示すものとする．

§ 5. 吾々はこの節に於て以下展開される岬論の準備として二，三の計算を行つておく． Aの

時間的髪化は (4.7)で典へられる．これを

祝泣
--= -U°―--A at 3x゚

と書き直し，訊炒，…にて微分するならば， Aの逐次微係敷の時間に就いての全微係敷に劉し

て直ちに次の闘係式を得る：

ヽ
~ー
．
 

5
 
（
 ．

 

ヽ

ー

、

｝
 
p
 ．
 
．
 
．
 
’
 

R
 
，
 

8
 
A
 

• 

十C
)
 ’
 

て

．
 
．
 
．
 

’
 

C
,
 
8
 

r
、ハc
 

'

U

 

p

_

 

．
 

•P 

．

．

 

，

．

 

R

r

.

 

a
 

，
 

8

8

`

 

’
 

塁

ふぇ
――

ou 

て

（

｛
 

．
 
．
 

心

一

――
― 

，
 

8
 

入

t
D
_D

r

 ．
 
．
 
’
 

e
p
 ＇ 
8
 竺
Llt

，
 

扱て流證の朕態を微祝的に観察した場合に，時刻 tに於て P翡釈にあつた微小腔積は dt後

に他の一勘 P'に移り，共の際に生ずる朕態の斐化は（5.1)にて輿へられる筈である．従って

P'に闘するものにダツシュ記琥を附けることにすると， dtに就いての高次の項を省略して

4入
)、 I~ ,!' , ・・・ 't= ;~'~'..．て十 一—Jt, 

~ ,~,--·'t • dt, 

特にこれは Aに就いては

)..'= J.-Adt 

(5.2) 

(5.21) 

となる．これ等の闘係は Aの代りに (l)iとおけば，共の儘 uiに就いても成立する．又 P頂h

の座標は明かに次式で輿へられる．

x'i = xi+ uidt. (5.3) 

P,pIに於て空間座標ばの他に，更に入及び其の逐次微係敷を座標軸として加へた無限次

の空間の儒積要素を表々 d-r,d-r'とすれば，（5.2),(5.21)及び (5.3)を用ひて dて， dがの間の闘

係を容易に知ることが出来る．即ち d-r=dぶd炉d炉d入a,P,．（＝dがd炉dx3” 心因，．．）と dが＝
k,r1-,f',・・・ 

d炉d炉d炉d心I',...とは周知の闘係式

dr'= / J (x'i,え’c:t,t',... ; X凶~, ...) [ dて (5.4) 

にて結ばれて居り，而も容易に解る様に JacobianJの到角線要素及びずに闘する三つの行以

外の要素は線て零か或は dtに比例して居る．特に炉と，速度を除いた共の他の Aaい に

闘する要素は悉く零である．従つて dtに就いての二次及び高次の項を省略すれば
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祝’
]（炉，｝し'C,P,… ;xi,J.ci: _~, •··) ＝]（炉，砂；x国）”ifr~'~,•...

i,j,・・・

一方また xiに就いての微分は特に

知． ox'i
和＝1+ujdt, 冠．；＝ujdt I. 
嘉..,.・・・＝ ,..,,…， t + （誓..,,…)1dt l‘ 

(5.5) 

(5.6) 

の法則に従ふことに注意すれば，（4.5),(4.6)及び (5.3)により］（炉，砂；此が）＝・1なること

が容易に知られる．従つて（5.2),(5.21), (5.5)により 〈5.4)は

dて'={1十ご＇麦 K化．．（空i,…）． dt}dて (5.7) 

を輿へる．拉に右邊の第二項を線ての獨立贔及び共の逐次微係敷に就いての集和を表はすも

のとしておけば，運動方程式 (4.1)の右邊に速度が含まれる様な場合に就いてもこの式は成立

する．

§ 6. 確率函数 吾々は流儒渦動朕態を確率論的に取り扱はんとするもので，この目的のた

めに， §4にて述べた様に渦動朕態を次の様に定義した：吾々が制御し得ないと考へ得る範園

を取り除いて，全く同一條件のもとに同一種類の貨瞼を繰り返す際に色々の微祝的朕態が出現

する．渦動朕態とはこれ筈の朕態を包括すろところの巨祝的描窮であると考へ，或一つの微視

的朕態の出現する確率が考へてゐる渦動朕態の特性を表示する 1. 従って流儒の欣態を表はす

様式によつて種々異つた確率函敷を考へねばならたい．

吾々は先づ獨立物理醤の分布函敷は線て解析的であると個定して，流髄の一黙 (xりの周昇

に於ける朕態を，その黙に於ける物理諸歳及び共の逐次徹係敷の値によつて表示する場合を考

へてみる．

この様な場合には確率函敷 f(Xt,t; Aa,B,...)は（速度がもんP,…中に含ませる）， N回の試

みに際して時刻 t,場所 (xりに於て微視的朕態ん，（3，．，．が

ん，~ , ...-½dJ.<1-,r,,... くん，r,,... <A<1-,r,,••• +½dAe1,_r,, ··· ・ (6.1) 

の中に落ちる回敷が Nf(x¥t, ん，~,. .. ) dA",~, ．．．に等しいことを意味する．

扱て時刻 t,場所 （ぶ）に於て（6.1)にて輿へられる朕態が出現したとするならば，時刻 t+cit 

には炉＝が＋がdtに於て

心P,.．．-idえ’“6,・ • ・く入'ci,r,,...<i..'",~, ... + ½d}、Ict,~ , . ". (6.2) 

1) § 2に述べた年内の愛動を統計的に取扱っても同様に確率函敷Iを考へることが出来，而も
以下求められる基礎方程式はこの Iに就いても齊，しく成立する． 著者が本論文に於ける形式
を選んだ所以は時空間の巨親，微親的の差違に伴ふ思考上の曖昧さを取除くにある．
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たる朕態が出現する ((5.2),(5.21), (5.3)）． そしてこの朕態に封しても同じ様に確率函敷f'が

考へられる筈である．

§ 7. 表示粒子今極く小さい流骰の微小質羅切を取り出してみる．勿論小さいとは言へ，

共の中では統計力學が充分成立する様なものとする．若しこの加にそれが在るところの黙の

周界に於ける流膿の微祝的朕態だ附典させるならば，吾々はこの粒子の運動を追跡することに

依つて流髄の刻々の朕態を知ることが出来る．今骰に箪位整積毎に p/m 箇のこの様な粒子を

考へることにする．

一つの渦動朕態に際しては，前節に述べた N 回の試みの各々に上記の粒子の一組の運動が

劉應して居る．そこでこの N 回の試みを重甍してみると，箪位儒積毎に Np／切箇の粒子が

様々な運動をして居る一種の巨親的朕態が得られる．吾々の解秤に従へば，この巨親的朕態こ

そ考へて居る渦動朕態を直観的に現はしたものに他たらない．一層直観的にするために，この

璽愚朕態に射して平均的に粒子の敷が輩位橙積毎に砧Im箇である様に定め直して，この仮想

的粒子を‘‘渦動朕態に劉する表示粒子’'と呼ぶことにする．

この表示粒子の助を藉りるならば，流膿渦動朕態も氣髄運動論に於けると同様に粒子的に取

扱ふことが出来，吾々はここに Boltzmannの方法 1) に倣つて確率函敷fに闘する徹分方程

式を求め得るに至つたのである．流盟中の一闊~p （ぶ） の周りに微小證積 d心がdx3 を取れば，

この中には平均的に p/mdぶd迅が箇の表示粒子があり，共のうち共の特性が (6.1)にて輿ヘ

られる様な粒子の敷は
p 

m f（ぷ，t；入a,8,…）訟d炉dがdAa.,[l,..(＝生） である． これらの粒子は

dt後には P!（炉＝x'i+u,idt)を刷む 微小證禎 dx11dx12d炉の中に落ち，而も共の特性は (62) 

にて典へられる．又逆に時刻 t+dtに， 場所炉＝ぷ十uidtに於ける橙積 d炉d炉d炉内にあ

つて，而も特性が (6.2)である様な表示粒子は dt前に悉< dての中にあった筈である．これ

等の敷は同梯に瓜f（炉， t+dt;Aa._~, ・・・) dx虞攣叫，（＝ヽ[dて／）で典へられる． 従って

pf d,/m= p'f'd,'／切でなければならない斯くて吾々は

,of (xi, t; Aa.,~....) dて＝ ,o'f(xi十がdi,t+dt; J.'a, ,[l, •··)dて' -(7.1) 

なる闘係式を得る．

(7.1)の右邊に （5.2)を代入し，これを Taylorの級敷に展間し， 更に (5.7)を用ふろたら

ば， dtの科次の項を省略して吾々は最後に微分方程式

0pf 0pf 0 4入(K)
可＋炉百炉＝一ご＇冗り ，・・・［互'11,….pf] (7.2) 

を得る． 若しも獨立羅として Pが選ばれて居るた らば，右邊の第二項中 Pに闘するものに

(4.5)の闘係を用ふれば（7.2)は

1) J. H. Jeans, The Dynamical Theory of Gases (1916), Camb. p. 224. 
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，
 聾＋疇＝ u~f-詞名，・・・［輩ぢ，い•••f] (7.3) 

となることは明かであるが，然らざる場合にも (7.1)に於て p'=p -pu~dt を用ふれば直接に

これを確かめることが出来る．（7.2),(7.3)の右邊に於ける集和は練ての獨立最及びその逐次

徽係敷に就いて行はれる．

(7.2)或は (7.3)は吾々が求めて居たところの渦動朕態に闘する甚礎方程式の一つの形に他

ならない今一つの例として §4に示した完全瓦斯の場合 ((4.4),(4.5), (4.6)）に就いて (7.3)

を陽に示せば次の通りである：

町・ 釘f 3 
訂心ui-＝区uif+~ー（町）＋ti~[{(u加）k-U加uo ＋外｝ f］＋・・・t Ui~ = ~ ui f + ~~(<flif) + tigc {(U~U0)k-U~kU0+ {fl~~ 

＋2:' 
3 
． 

i.k, OU~ [ { (u~u"凡，k2, ••k1― U'.
k1,k2,.. kl 

~,k1,k2.. ・k1u0+(/}況k2,... k1} f]＋・・・

a,,.,. ~ a 
＋辛叫ー(pf)＋こ―-[{(pぷ）k-PakU"+ (pug)社f]＋・・・
P K 0pk 

＋ 

a,,,.,,,.,.,~ a 
十一(0f)+'~~[{(Pou0)k-Paku0+0k}f]+... ap¥V j j T 1砂k

＋ (7.4) 

玄とにこ＇は微分記琥 (ki=l,2, 3)の組合せより得られる綿ての微係敷に就いての集和を示して

居る．

(7.3)を (N+l)一次及びそれ以上の総ての微係敷に就いて積分すれば，

-敷に典へられる性質，即ち lim(Act ,~, ． ．．沢f(xi, t, Act,'3,・・・)=0 (mは任意の正整敷）
<J,~,... • OO 

れらの微係敷に闘する項は消えて N一次までの微係数に闘する確率函敷fA，に到する基礎方

§ 8. 普通に確李函

によつてこ

程式を得る． l,m を l~ N, m>N なる正盤敷とすれば fNは

INば，t; A:x1,o:2,... cx1) = J / (xi, t ; Aa1,a2, ●●叫 9 他，佑，••• %）d他，佑，• • •Pm 

にて輿へられ，（7.3)は

町- 0f34え P計＋ U゚面＝U訴ーエ＇恥， a29...al{(面%％．．a[)．fN} (8.1) 

となる．恥（岱1,a2...)1)は N一次までの微係敷を一定に保つた場合の翌“1,．．．の部分平均を． 
意味してる．

例へば完全瓦斯の場合に就いて N=lとすれば，（7.4)から直ちに次式を得る：
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誓心噂＝苓虹＋喜厄）p八｝＋麟［｛叫＋叫｝八］

、 o,,.,_ ~ o 
心 u：す属）＋こ一［｛和uk+Pk硲＋p（如立］
2 P K 0pk 

3 0 
＋ぽf1)+区[（P瓜＋列）i］．
砂 ん叶り

(8.2) 

ここに（酌p' （元;)1） 等は一階の微係敷までを一定に保つたときの ([),i,u~,k 等の平均値である．

(8.1)は無限箇の微係敷に闘する甚礎方程式 (7.3)から導かれたのであるが，初めから N一次

の微係敷までを考へ，これに Remaindersの平均値を附加しておくならば， （7.3)を導いたと

全く同様にして (8.3)を直接に求めることが出来る．従つて（8.1)は分布函敷が解析函敷でな

くても適裳の次敷まで微分可能ならば成立し， 又 (7.3)は N→00 の極限として （8.1)から導

かれるべきものであろう．

渦動朕態の力學的機構に重黙をおく場合には，その熱力根的反面

を放棄して瓦斯の密度と黙力との間に特殊の関係を豫め仮定し，問題を簡箪化することが便利

§ ， Polytropic Gas. 

と恩はれる．この目的のために polytropicgas,即ち， x,rを常敗として，

p = X P' . 

を俵定する．

この場合には普通やる様に， rチ1として次の様な函敷 Uを用ふる：

U＝戸＝ xr•PT-1 = L.L 
p r-1 r-1 p. 

而して運動方程式及び連績條件式は

(9.1) 

(9.2) 

Du1 
--＝ -(/)1 
Dt'  

DU 
Dt 
匹

ゆ＝贔(U+Q)一員；（divv)→▽初，l
り{'=(;-1)U div v 

(9.3) 

となる．従つて（7.3)は次の如くになる：

elf 吋 Q frfJi f¥ I "7~ 

祝
＋区ui
1 8x2 2 

-- ＝ ~u~f＋こーー（ゆf) ＋区一ー [(u；碍＋外）、f]+r~ clui¥ ~ J)  I ft clut 
3 0 

+ (r-l)~ u~i-,-,(Uf) ＋こ―-［｛Uぷ＋（r-l)(Uu嘉＋［l叫）I］
2 ou K 3UK 

＋ 

r=l,即ち等濫瓦斯の場合には 0或は Pを獨立菱敷に選べば簡輩である．

(9.4) 
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流髄の駆縮率が極めて小さくて液橙に近い場合には，約を平均密度とし，．p'をそれからの偏

りとすれば

P=ン¢
Po 

(9.5) 

とおくことが出来るであろう．而して[→包幻仇→ 0の極限が完全液欝でぁると考へられ

る． この様なときには Pを獨立薗に選べば

Dp 
＝一Dt 
0, 0 声~p div v=(P+x) div v 

Po 
(9~6) 

であり，（7.3)は

af 3f 0 
at ＋こut--＝ ~u~f＋区―-（ゆf)+·…•• 't ・・ o xi i.. i., • 7 oui 

3 
冒（町）＋干贔[(pt1硲＋幻f]+... (9.7) 

となる． ，， 

II. N量に闊する基礎方程式

~ 10. 吾々は第一章に於て流證の朕態を一黙に於ける獨立物理諸量及びその逐次微係敷に

より表はし，此等に闘する確率函敷を規定する基礎微分方程式を Boltzmannの方法に倣つて

誘導した然しながら斯の如き流整朕態の表現法よりも，流證中の各貼に於ける獨立籠の値を

以つてする方がより慎赦的であり，場合に依つては問題を容易に取り扱ぴ得ることもあろうと

恩はれる．この章に於ては斯くの如き場合に際しての渦動朕態の基礎方程式を誘導してみる．

扱てこの場合には §6に説明した確率函敷fに到應して，吾々は任意に選んだ N 箇の黙

(Pi, P2, •. •, p N)に於ける獨立籠 Aに闘する確李函敷 FN（袖，心，・・・入咽l)を考へなければ

ならないこの凡は， pi貼に於て Aが（ハー岱，八＋塁(i))の間に落ちる確率が

凡 (J..(1)・心，．．． J..(Ni)X dJ..、1)d入(2)．．． d入(.V) に等しいことを意味する． FNに闘する基礎方程式を

一般に導くことが出来るならば，吾々の目的に相應しいのであるが，ここでは Aの分布函敷の

性質及び黙の選捧法に或種の制限を加へてその誘導を試みる．

先づ吾々は第一章に於けると同様に獨立物理薗の分布函敷は線て解析的であると候定して，

基礎方程式 (7.3) から出褻する． P1 （対）に於ける獨立薗及びその逐次微係敷 (J..a.,~,..) が輿ヘ

られて居るならば，他の任意の開iP?,（ヰ）に於ける J..いの値は，包＝xi-xtとおいて，

心＝ ％ ＋言｝位，窃，・・會勾翌呼・・f:l (10.1) 

にて輿へられる． 若し近似的に m一次の微係敷にて止めるならば， 逐次微係敷の線敷は

m {(m+ 1) (m+5) +6}/6箇である． 従つて R以外にこの綿敷に等しいだけの貼 (N箇とす
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る）を適賞にとるたらば， ia,p,．．．の一組と入いの一組との間の封應が得られる．従つて §8

に説明した f初と F.Nとの闘係が知られる筈である．然るに吾々は Aの分布函敷を解析函

敷と恨定して居るから m を限りなく増大させ， P1黙の周りに適賞に選んだ可附番敷箇の貼

（その中の有限箇は全く任意に選ぶことが出来る）に於ける入の値と， p1黙に於けるその

逐次微係敷とを劉應さすことが出来る．従って F(=limF.N)とfとの間には
”→ご9

F(xi，孔，t；心）d伍di(2)・・ • = f(Xi, i；入a.,[¥,...)dAa.,f¥,... . (10.2) 

なる闘係が成立する． 但し以下に於て Fに於ける乳は箪に parameterとして考へること

にする．

(7.3)に dAa,P,．．． を乗じて，これに (10.2)を代入するならば，右邊の第二項は（5.1)及び

(10.1)を用ひて次の如く髪形される：

冨色，％・・・[f岱忍2,..．心，p．．．］＝瓢％％・・・［輩叫，巧，・ • •F叫dl(2) .. ． l

従つて（7.3)は

3え＝ミミー(n) 0 4Aex1,a29.．． 
c n 叫，~2,...• 切(n)[#tCX1,CX2, • • • • F d袖d2(2)...] 

＝喜(n)［副羞叫，％・・・叫的的・・・ミ翌` d袖dA(2)…]

゜=-d知d%…・エm [｛（U')，）(n)-（U伽 ()a)(n)+ A(n)} • F] 
n v "(n) 

8F O F3  
~+ua―-=u:F＋こ― ［｛（A)ゅ＋（いぶ）（j）-（入t1知(u11)m}・ F] (10.3) 
Ot dxa 入jaA(j)

となり，これは吾々が求めて居たところの基礎方程式である．

拉に (A)(j),（入,,ua)り ） ， （入6 籾 等は心 (i=l,2,…）の函敗として表はされて居るものとする•

吾々は (7.3)より (8.1)を求めたのと同じ様にして N箇の貼 (P1,P2 ぃ ••PN) に闘する確率

函敷 F忍 ，1),心，…A（N)）に封して， （10.3)を％，入心＋1)，…に就き積分し，陽に書けば，

四十u吐凶＝訂応＋区£~［｛ぼ鴫) - --P -----P 
Ot 3xa d 3かt) ＋ （ゲU加ー（か）（j>(u国｝ •F刈

n j=1 (J) 

(10.4) 

なる基礎方程式を得る．絃に記琥 nr)は入(j)(j=1,2,…N)を一定に保つたときの平均値を意
味してる．

§ 11． 前節に於ては入の分布函敷が解析的であると仮定して基礎方程式 (10.3)を求めたが，

共の結果はこの仮定を陽に含んで居たい． 従って一般に成立する様に恩はれる． この欝虹を少

しく明かにする意味を以つて吾々はここに直接の方法による誘導を試みてみる．
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簡箪のために流罷の朕態を規定する基礎方程式 （4.6)或は (4.7)の解が幾かの，例へばか）は

な箇の essentialparametersを持つ函敷として輿へられるものとする見然るときは適賞に

選んだ r？し箇の貼に於けるか）の値を輿ふれば， A伍）の分布は定められてしまふ．即ち

|6靡(;:しt,a“)lナ0なる様に貼 Pj？i) を選ぶならば， parametersa~ を砂の函敷として解
くことが出来，従つてだ及び A(／i) に現はれる必要なだけの微係敷を入り）の函敷として表は

すことが出来る．従って ~rn>µ 箇の黙を出来るだけ線ての A に就て共通である様に選んで

線ての心はこれ等の黙に於ける Aの値の函敷として典へることが出来る．

前節に於けると同様にµ箇の黙に於て物理諸批％（j=l,2,…µ) が(%—誓(j)9% ＋望(j))

内に落ちる確率を F此叫， t ；ん） d％ （d%= d入(1 ) xd入 (2)•••d入m) に就いて考へるのであるが，特

に P1貼（練ての入に就て共通であ る様に選ばれた黙の一つ）を重親して対を獨立菱敷と

し，他の貼の座標には相到座標ど］を用ひ，これは箪に parametersとして取扱ふ．叉札を

も別扱ひにして凡（対，t；入(1¥,%）xdhd％と書くことにする．

今 P1の周りに微小儒積 d対dxidxt (= dv1)を取れば，この中にある表示粒子の敷は

釦） F..(x~. t : ;/1¥. J. 
m 
μ(Xi, t; （1) 9、(j）)dvld%dA(j)

である． dv1を流儒と共に流動させ，＼共の他の黙は練てれに並行移動させるものとするたら

ば， dt後には Rは叫 dtだけ移動するを以て各黙に於て知→入ll)-Atl)dt, A/jJ→%-｛A(j) 

+iufj)-Uぃ闊T}dtなる菱化が起る．これ等の値をダツシユを附けて表はせば， §7に於け
ると同様の推論に依り，吾々は次の闘係式を得る：

証 F.,(xtt: J.m. J..,.:,)dvrndJ..,ndJ..,.:, = r!...m 
1n 
凶Xi,t; i.(1)9 %）dv(1)d}し(I)d}‘(j)= （1)凡(xl,t+dt;入’（1)9A’(j)）dv'(1)dA'(1)d入’(j)

” 
(11.1) 

又簡箪な代敷計算が示す様に，（5.7)に到應して

蛉 dA’(1)d入＇（j)=[1-二｛翌：旦言(4o-（Uf1)-Uい嘉）｝叫dvu)叫 dA(J)
を得る． （11.1)に入I,X'の値及びこの闘係式を代入すれば，前同様にして

如尤
祝
+ufn 
0p(1)Fμ ° ＝苓m [A(1)p(1尤］＋こ 8 呪 (1) 入，心 2)菰j)[｛心ー(uも一Uか）喜｝P（ぶ］，

(11.2) 

或は P(1)を微分記琥の前に出せば，雨邊に（喝）（1）Fμ を加へて，

1) この様な場合には渦動朕態とは，これ等の essentialparametersが或法則に従って動揺する
朕態であると考へられる．
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aFP.aFμ 0 3入
可 t砧訂―=（叫ぶ＋羞諏(j)［｛心ー（叫ー叫）冠；）｝吋 (11.3)1> 

を得る．この基礎方程式は物理諸盤の分布函敷が有限箇の黙に於ける函敷値により定められ

る場合に成立する． 若し一般の場合を分布函敷に含まれる parametersの敷が次第に増加し

て行く極限に相賞するものと考へるならば，（11.3)に於てμ→00 とすればこれは (10.3)を確

めるものである．又 (11.3) を Pパp~i>N) なる結ての貼に於ける穂ての A に就いて，共の

全菱域に亘り積分するならば，直ちに (10.4)を得る．

III. 平均乗積に闘する甚礎方程式

一般輸逹方程式2)

§ 12. 第一章に求めた一黙に闘する基礎方程式（7.2)或は（7.3)の一つの應用としてMaxwell

の方法に倣つて氣證運動論に於ける GeneralEquation of Tr;、nsferに全く並行的な方程式

を誘導することが出来る．

Q を獨立物理量及び共の逐次微係敷の任意の函敷とし，（7.3) に Q を乗じ線ての）lcJ.,~ 、．．．に

就きその全雙域に亘つて積分すれば

1) 

2) 

｀ 
(10.3), (11.3)に於ては P1貼を軍親し，其の他の貼の座標は箪に parametersとして含まれ
て居るため陽にそれに封應する項は合まれて居ない．然しながら全く形式的ではあ るが，（11.3)

から出痰して各慧却に就いて到稲的な微分方程式を導くことが出来る．

考へてゐる各鮎に於て dv1に到應する微小骰積 dVjを取り，これ等を流骰と共に流動さす．

始めに各 d町内にある表示粒子の数を悉く等しくする様にその容積を定め，全表示粒子に就い

て上と同様の考察を行へば，吾々は容易に次の闊係式を得る：

｛言町）的Fμ}d)、＝｛言加dvヶF’μ }d)、＇・

弦に入’=A-Adt, p1= p(l十研dt),dv'iIld叫） =(1-~ ~~:: dt)dvj Ild)位〉であるから，こ
入(a)0入位） ） 

れ等を代入すれば

OFμ1 I-'- 1 μ 
-—+ at ー工uf1)墜P=-P9 • 町乃＝1

図(u~)cj. ） 応＋均29 (A(J')応）
J = 1 p．入．訥j)

J 

(i) 

を得る

ここに於て吾々は流骰と共に流動する有限の披りを有する容積△vをとり，これを！）・ケに

等分し各小容積の中に尺が落ちる様にすることが出来るものとするならば， μが充分大なる

ときには Fμ,(Xj,t; }(ji)=F(x, t; i{x)）とおいて，（i)から

誓△v+l研研` dv=1,u!Fdv + ~ l,, iCAF)dv 
Av 0屈 Av

d ェi
入△u〇入

を得る 或はふ）を極めて小さいものとして

oF,.,,, oF —— +Ud - ＝UdF+ ゜ft-+ u" fx" = ui 苓糾(AF).
F(x,t;）、(x)）は Xの極く近傍に於て分布函数が函敷群）、（x)と）、（x）＋似(x)の間に落ちる

確率函敷と考へられる．

詳しくは Jeans（前出） p.248を参照．
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oQ 叩 Q - - ， 
——+--＝幻Q+こ

, 3Q.  4Aa,p,．． 

Ot 0xd '9ね，p，… Jt
(12.1) 

を得る．従つて雨邊に元認 を加ふれば

-- -
DQ -60Q 叩 Q..L~...1.. "",oQ.払，p，．．．
--=U  - --
Dt 3炉 3xd--- ＋元Q＋エ ーaj a,p,．．．J t.  

(12.2) 

これは dに闘する輸逹方程式に他ならない． 右邊は箪位時間， 箪位麓積毎の Qの痰生醤

である．但しここでは流髄の箪位證積に釘して薗 Q を隔さして居るため容積の愛化に伴つて

生ずる影稗として右邊の第三項が現はれて居る．

§ 13. 特に速度成分のみの函敗に就いて考へる時には， Pを重みとする荷重平均を使用する

方が平均値の意味が明瞭になる．且Ilち吾々は流髄の質醤に伴つて Q 量が流動する場合を考へ

るのである．

(12.1)に於て Q→pQとおくと

如Q'0 --- -0Q 
--＋--（Pu‘Q)＝ -P--</)d at ・ o炉 OUd

拉に

ゆ＝］認＋翌ー{{}贔divv十▽吋
Q=lとおけば

d p',:i;TT::.:::. 
ot 
+ divpv=O 

を得る． これは流髄の平均運動に就いての連紐條件式に他たらない

Q=u・iとすると

--． 
0.put a ---
--＋ー (Pu叩）＝一ot'ox0 

ぃゅ

を得る． ここで

が＝ ui+uz, etc. 

とおき，（13.3)にかを乗じて (13.4)から引けば

旦控＝ー尼ーエ(―-
Dt aがpuiuり

(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

(13.4) 

(13.5) 

(13.6) 

となる．
． 

ここで divv=Oとすれば，（13.6)は Reynoldsにより求められた非黙縮流儒の平均

の流れに闘する運動方程式＂に他ならない．

1) Lamb（前出） p.676. 
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aQ 叩 Q --
―-+ ＇ 
Ot ` 0x(1 
--＝幻Q心/Q ．生，5，．．

祝 a,p,．．． Jt

を得る．従つて雨邊に記塁

． 
を加ふれば

DQ . 
---と=U-
-;;aOQ 0U11Q 
----＋贔＋区

/3Q . LlAa;,~,... 
~ 

Dt 3x6 3xd 
／ 

泣<X,~,... L1 t.  ． 

15 

(12.1) 

(12.2) 

これは Q に闘する楡逹方程式に他ならない． 右邊は箪位時間， 箪位橙積毎の Qの顎生蓋

である．但しここでは流髄の箪位欝積に釘して麓 Q を麗さして居るため容積の雙化に伴つて

生ずる影響として右過の第三項が現はれて居る．

§ 13. 特に速度成分のみの函敷に就いて考へる時には， Pを重みとする荷重平均を使用する

方が平均値の意味が明瞭になる．即ち吾々は流個の質蘭に伴つて Q 量が流動する場合を考へ

るのである．

(i2.1)に於て Q→pQとおくと

砂QI 0 + ~ (P uaQ) = -P 分Q
ot'oxa 

- --(/)ヽ3u(1 

祖に

(/)i= 1 op _J_ oQ .J 1 a - - ＋---）） - - ・ 
p知知 l3位idivv十▽2ui}

Q=1とおけば

o -p 
祝
+ divpv=O 

を得る． これは流盟の平均運動に就いての連績條件式に他ならない．

Q=u-iとすると

o.pui, 0 1--;:--.:::r:::c 
--＋ー(ot'ox11 

p u叩）＝一バゆ

を得る． ここで

が＝ ”i+uり etc. 

とおき，（13.3)にuiを乗じて (13.4)から引けば

旦竺i=- -］ -
Dt 
屈i
ax6 
(puiuり

(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

(13.4) 

(13.5) 

(13.6) 

となる．
． 

ここで divv=Oとすれば，（13.6)は Reynoldsにより求められた非黙縮流儒の平詢

の流れに闘する運動方程式1) に他たらない．

1) Lamb（前出） p.676. 
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更に原本に於けると全く同様にして，（13.1)(13.3) (13.6)を用ひ Q(uり及び Q(uりに到す

る方程式を導くことが出来る．共の結果は夫々次の通りである．

-DQ O --- - 0Q 
Dt 
P --＝ ---（pudQ)-P仰

0x6 万炉 '
(13.7) 

平Q星匹｝＝一] (]匹）＋唖こ一
Dt 3”'Dt , 0x6 3”,．3xて

(p u11u't) 

-P{o匁 一因Q}OU11 -OU,11 J • (13.8) 

例へば， （13.8) に於て Q= ~ ~(uヂとおけば擾乱ェネルギー四＝i,} 工G亨 に到して

-;;Dq — つて 0か 1 9 -
P---＝一 6 6 

Dt 
p u u - ----（ 
〇ぷ 2 ax,._ pu u uり

叶心—疇｝ (13.9) 

を得る．絃に右邊の第一項及び第二項は夫々渦動朕態による粘性，及び擾箇Lエネルギーの撰散

による擾筒Lェネルギーの増加の割合を示し， 第三項は瓦斯歴及び氣證粘性等の寄典を表はして

ゐる．

平均乗積函敷に関する甚礎方程式

流髄の渦動朕態は §6及び §12に於て導入した確率涵敷f或は Fに
依つて特徴づけられる．又函敷 Fを決定することは吾々が迦賞に選んだ各黙に於ける物理撮

§ 14. 平均乗積函数

入mの各種の相乗積の平均値を定めることに劉等であると考へられる．従つて平詢乗積を以つ

て渦動朕態を特徴づけさすことが出来る筈である． この平均乗積は選んだ各黙の位置の函敷

であるから，今後これを平均乗積函敷と呼ぶことにする． ． 

平均乗積函敷に闘する基礎方程式は (10.4)から容易に求めることが出来る．前同様に P1,’

P2,"'PN黙に於ける物理盤を暦ぶ入団，… A{邸(a=1,2,…m)とし， 先づ 一般的に各黙に Aの函

敷 Q(i)（入ば）を輿へ， IIQ(i)の平均値に就いて考へてみる．

(10.4)に ”Q,i)を乗じて線ての Aに就きその全愛城に亘つて積分すれば容易に

a ~ _ a 
--i:,(11 Q(i))＋ー (uf1)“仇） ＝国 ）（1）”Q(1)at,i-'-c;¥1)/ ・ ax<1 

ーエ区nQ(j) 8Q(i) 
t a jギ i 吠胃

{Ag) 午 ()~<1, )uり( 1 ) - (入;<1, ）） ( 1 ) (U‘)( 1 ) ｝ (14.1) 

を得る．ここに左邊の第二項に於ける微分記魏は P1,P2・・・の相劉位置をその儘に保ちつつ吋

に就いて微分する意味であるから，普通の様に斎息ての 吋を獨立菱敷に選ぶならば，吋＝ど］＋対
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であるから 一
6 

Bx1 を区
ムV 6 
におき代へねばならぬ．この代入を (14.1)に行へば左邊の第二項は6x. j-1 

右邊の第一項及び括弧の中の最後の項と消へ合つて結局

炉叩＋立区（店）叫nQり）＝一翌区邸四叫IQ(j);.L'Ot(i)/ I "'7~ \"tfV~ /(i)a]宮j中i'Ot(j)- ~~4~(i)3靡jヤi (14.2) 

となる．

§ 15. 確率函敷 Fを定めることは，一般には各黙に於ける Q(i)=”（必付）l町（lci,i= 0, l, 2,…) 

ゃ平均乗積を知ることと封等であるから， §11に述べた様な場合には朕態を定めるに必要なμ

箇の黙に闘するこれらの平均乗積を考慮しなければならない． 従つて渦動朕態の特徴づけに

際しては，使用した黙の敷に従つて段階が賞然起る筈である．例へば N一次の特徴づけに於

て全く等しいと考へられる渦動朕態も，更に一黙を附加した場合には異つたものとなり得るこ

とが考へられる．そしてμ一次の特微づけに際して尚且つ平均乗積が等しい場合に始めてニ

つの朕態は等しいのである．

N一次の特徽づけに際しては

Q(i)＝り（硲）lct,i, i=I,2,-・・N, a=I,2，・・・侃， lt:1-,i=o,1,2,-・ ・, (15.1) 

とおいて，屈バを知れば充分である．（15.1)を（14.2)に代入すれば， Aばは一般には心

及びその微係敷の函敷であるから，吾々は平均乗積函敷に闘する直線的微分方程式を得る．然

しながら (14.2)が示す様に，（Il11,,i)一次 の平均乗積に闘する式には少なくともこれより一次

だけ高い平均乗積が現はれる．従つて問題を完全に解くためには，吾々は無限箇の聯立直線的

微分方程式を取扱はねばならない．

§ 16. Karmanの相闘函数に闊する基礎方程式．1>Karmanは非座縮l生流證内の等方等質渦

動朕態に闘する統計理論の研究に際して，相闘函敷の偉播に闘する基礎方程式を導いたが，こ

れは又吾々の甚礎方程式 (14.2)に含まれて居る筈である．賓際二開'iiP, Q による二次の特微

づけを行ひ， Q ＼1)＝ Ui, Q0) ＝砂とおけば，（14.2)は直ちに

3 ~ I A,daui 
--U2U'1+U --
Ot 0xd 

u'i + uiu'a . Ou’J 
OX/d 
＝一面炉—芦 (16.1) 

を輿へる 而して非歴縮性流髄に到しては （4.5)により砂＝
1 f)p 'f)Q ---+---
p 8が 8ぷ

J.,1▽切であり，更

に等方，等質の場合には Karmanによれば伍万＝0である．叉明かに u'i
. og 
．＝ 釦t 0である．

従つて彼に倣つて

1) Karman（前出）
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炉Rij= u叩，（u2)312yijk=面”
とおけば，等方等質の仮定によつて

が（U伯）’＝-uliu叩＝ー（が）3／2T桁l

であるから (16.1)は非座縮性の仮定のもとに

原

〗(”丸）ー（が）3/2伽T(1／i ＋互）＝ 2心（四心） (16.2) 

となる．技に ざ＝炉ーゲである．（16.2)は Karmanの論文に於ける式 (50)に他ならない．

従つて彼に倣つて速度に就いての二重相闘函敷 J,g及び三重相闘函敷 k,g,hを導入すれば，．

等方等質の仮定 1)のもとに (16.2)は彼が Fundamentalequation of the propagation of 

the correlation function f (r)と梢するところの風流の研究に際して重要な方程式の一つ

~+2ぽ）3/4(翌＋凸） ＝ 2噂2（嘉＋戸i) (16.3) 

を輿へる筈である．ここに rは二塁占 P,Q間の距離である．

§ 17. 渦動朕態の重畳原理．§ 15に於て述べた様に， N-次の特微づけを行ふ際には，渦

動朕態は (15.1)にて輿へられる量 Q(i)に就いての平均乗積に依り定められる．この平均乗積

は無限箇の聯立頂線的微分方程式 (14.2)の一組の解として典へられる筈である．今幾組かの

解が得られたものとすれば，それらの和も又 (14.2)の一組の解である． 従つて各解及び共の

和に野する渦動朕態を夫々 5i及び S にて表はせば，吾々は渦動朕態の重畳原理

2 = SI+ Eけ・・・・・・十 2m (17.1) 

を得る．

今極く簡肌な場合に就いてこの渦動朕態の重甍原理を少しく吟味してみやう．非歴縮性流個

内の等質等方性渦動朕態に封しては Karmanの基礎方程式(16.3)が成立する．若しReynolds

敷が極めて小さいとか，或は三重相闘函敷 hが極めて小さい場合には (16.3)は簡輩に

減げ 朗r,4 of¥ . ~=2渾2(デ＋ア元） （17.2) 

となる．従つて高次の相闘函敷を考慮することなく 二重相闘函敷を知ることが出来る．ここで

吾々が 2一次の特微づけの上に更に條件を緩和して，箪に二次の平均乗積を以つて渦動朕態を

特微づけることに満足するならば， （17.2)の一つの解は一つの渦動朕態を表はすことになる．

砧f=</J(r,t)とおけば，（17.2)は

綽 8摯 43¢ 
祝＝2））（印＋ア祈）

となる．その解を ¢ii=l,2,…）とすれば，

1) 渦動朕態の等方等質の幾何學的叙述に就いでは後報に於℃詳細に論ずる•

(17.3) 
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ー
¢ ＝免＋¢2十．．．．．． (17.4) 

も亦 (17.3)の解であり，一つの渦動朕態を表はす．各成分の渦動朕態はお互に他のものが無

い場合と同様に夫々初期條件に従つて振舞ふのである．

今賓際問題として 二つの渦動朕態を重ね合せた場合の機構を少しく調べて見る．

つの等方等質の渦動朕態が既に存在してあり，共の無秩序運動の速度を U1とし，これに封應

する函数を剃(r,t)とする．この朕態に第二の渦動朕態 (u11,</J11(r,t)）を附加するならば（そ

ここに一

の時刻を t=Oとする），合成速度1)は u=u1+u11であるから， ．t=Oに於て

¢(r,0)=u(P)u(Q) ＝ tt'（P)tt'（Q)＋炉(P)U”(Q)＋U’(P)U”(Q)＋U”(P)U’(Q)

を得る．等方等質として居るから記］蒻可Q=U”(P)U1(Q)なる闘係が；成立つ．

に劉し

tt’(P)tt”(Q）宇K．口げ”’(r,0)=K.cf,"'(r,0), } 

伍呼＝V面．可平

とおけば， J::式は

<P(r,O)＝炒(r,O)+<P"(r,O) + 2K <P'"(r,O) 

そこで t=O

(17・5) 

(17.6) 

を輿へる．絃に K は /1'1(0,0)= 1なる様に定めた定敷で， P黙に於ける u',u11の相闘係敷

である．

二つの渦動朕態を合成した時刻に於て，朕態が 2K cf;'11(r,O)にて輿へられる様な (17.3)の

解を 2K剥”(r,t)とすれば， c/;(r,t)＝仰(r,t)+cf;'1 (r,t) + 2K炉”(r,t)は共の後に於ける渦動朕態

を表はし，籾めの二項は各成分が獨立に存在することを示し，第三項は合成機構に依って新し

く生じた附加的渦動朕態を示す．合成に際して，若し各貼即ち P黙に於ける各成分 u',u11の

間の相闘闘係がなければ K=Oであるから第三の渦動朕態は痰生せず，合成は箪なる和と

なる．

（昭和 17・年 3月）

1) ここに考へてゐる場合には P,Qを結ぶ直線の方向の速度成分のみを考慮すれば充分である



20 

UNTERSUCHUNGEN ÜBER TURBULENZ I. 

Neue Wahrscheinlichkeitstheoretische Definition von Turbulenz und 

Ableitung der Fundamentalgleichungen. 

Von 

Mitinori KURIHARA. 

Auszug. 

Es ist dem Verfasser gelungen, die Turbulenzerscheinung wahrscheilich­

keitstheoretisch umzudeuten ; d.h. unter der Turbulenz versteht man solchen 
Zustand, in welchem jede Verteilungsfunktion der die Flüssigkeit charakter­

isierenden physikalischen Grössen in einer Funktionenmannigfaltigkeit 

schwankt, deren Eigenschaft durch gewisse dort herrschende physikalische 

Gesetze bestimmt wird. Als mathematische Darstellung der Turbulenz wird 

dann die Wahrscheinlichkeit dafür aufgefassen, dass jene Verteilungen ein 

bestimmtes System von Funktionalformen in den Mannigfaltigkeiten nehmen ; 

um diese Vorstellung zu veranschaulichen, ist ein neuer Begriff "Reprä­

sentative Partikel " eingeführt worden, die dem Molekül in der kinetischen 

Gastheorie analog ist. 
Die praktische Formulierung dieses Gedankens lässt sich dadurch aus-

-
führen, dass man die Verteilungsfunktionen in der Umgebung eines Punktes 

durch die Werte der physikalischen Grössen und ihre sukzessiven Ableit­

ungen, oder alternativerweise durch ihre Werte an passend ausgewählten 

abzählbar vielen Punkten in der betreffenden Umgebung ausdrückt. Jeden­

falls kann man mittels der repräsentativen Partikeln die Fundamentalgleich­

ungen für die Wahrscheinlichkeitsfunktion in nicht stetigem Turbulenzen­

zustande erhalten. Daraus sind dann die Fundamentalgleichungen für die 

Diffusion des Mittelwertes des Produktes der Werten in N Punkten abgeleitet 
worden. Es werden schliesslich einige Bemerkungen hinsichtlich des Super­
positionsprinzipes von Turbulenzen gegeben. 




