
九州大学学術情報リポジトリ
Kyushu University Institutional Repository

流體渦動状態の研究（II） : 新統計理論に基く渦動
状態の統計力學と渦擾速度の Maxwell-Boltzmann分
布則に就いて

栗原, 道徳
九州帝國大學流體工學研究所

https://doi.org/10.15017/7151688

出版情報：流體工學研究所報告. 2 (2), pp.33-47, 1943-09-15. Research Institute for Fluid
Engineering, Kyushu Imperial University
バージョン：
権利関係：



一

流膊工學妍究所報告

第 2巻第 2競昭和 18年 9月 ．

ー

流骰渦動状態の研究（II)

新統計理論に基く渦動状態の統計力學と渦擾速度の

Maxwell-Boltzmann分布則に就いて

所 員 栗原 道徳

（昭和 18年 1月20日受理了 ， 

概 要

一様な渦珈伏態の場に於て渦擾速度分布が正規誤差曲線になって居ることはよく知られて居ること

である．風洞内の隊流に躁する Townend及び Simmon,Salterの痰瞼から渦動欣態が一様なること

と渦擾速度分布が Maxwell-Bo!tzmann則に従ふに到ることヽは全く同時に固有の機構に依つて行は

れることが推論ーされ，線ての囮瞼は粘性流強に就いてなされて居る のであるが、Maxwell-Boltzmann則

は粘性の作用に依つて甑されないことが理綸的に證明されて居る

渦動状態の確率論的新定義に基いて渦動欣態の統計力學的取り扱ひが試みられ．， その二つの應用とし

て上の分布貝I]の説明が輿へられで居る．

緒 言

§ 1．亘視と微視． 吾々が自然現象を研究するに際しては，それに闘輿する物理學的藷簸を敷

羅的に表はして之を行ふのであるが，その際採用されるべき輩位は同一種類の事象の敷羅的取

扱ひに到して最も便利である様に定められなければならない．従つて C.G. S基本箪位は買

瞼室或は日常の室内に於て普通に取扱はれる諸種の事象を通じて最も便利である様に定めら

れた輩位系の一つになつて居る筈である．この事は，例へば長さに就いて言ふたらば， i襄瞼室

に於ては一糎に準擦して物を測定するのが概して便利であり ，吾々は自然と一糎程度の長さに

準擦して物を注視する様に習慣付けられて来て居る事を意味する．同様に斯外に於ては一粁を
ヽ

｀
 

輩位にとるのが便利であり，一粁程度の長さに依つて事象を住視する様に習慣付けられて居る．

この認識の階段性は夙に天文墜者により提唱されたところであるが，其後の科畢的稜見に
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伴つて敷段の撰張がなされ，今日に於ては窮極的には極徴粒子の世界より宇宙の大さに到るま

・ でに凡そ十一個の世界が爵別され，各楷段の間には凡そ 104,_,105が乗ぜられて居る．この様

に一般に自然現象の認識に際しては，その劉象に應じて現在までの経験或は習慣に基いて自ら

或程度の定つた時空の尺度に準擦して之を観察するのが普通である．

上述の認識の段階の撰定には可成の自由性が含まれて居り，その範園は箪に大さの程度を示

すに過宍ゃないにも拘らず吾々はその存在を頷くことが出来る．前論文 1)に述べた様に，吾々が｀

同一現象を到象とする場合に於ても観測に費さるべき時空の撰り 4ての取り方に依つて見かけ

上異つた現象として認識される．然しながら意識して 4てを定める場合を除いて，吾々はとの

4てを認識の階段性に従つて自り或程度の大さのものに採用する様に習慣付けられて居る．こ

の事は各認識の段隋に於て諸物理漏間に因果律的の闘係を見出さんとする吾々の強い要求に

基いて居る様に恩はれる．即ち考へてゐる認識の段階より一つ低位の段陛に於て認められる種

々の斑或は不規則性を平均化して得られる朕態に就いて諸物理盤間の梱係を見出さんとする

もので，この目的のためには充分に平均化作用を行ひ得る様 4ての大さの程度，従つて又二つ

の段階間の位数の差には必然的に限られた範園がイ千在することになる．観測に際して 4てを任

意にとることはその物理的意味を失ふことになり，叉吾々が徴小董ムを微分 dxに置き換ヘ

得るのもこの均された欣態に封してである．

この平均化作用は低位の認識の段階に劉す．る統計的虚理であり，従つてその際吾々は綿ての

可能な欣態を考慮しなければならないが，斯くして得られた或認識の段楷に於ける一つの欣態

を取り扱ふ場合には， 吾々は共の低位の段陛に於ける詳細なる欣態に就いては闘郷しないので

ある．この様にして今日物質構造に就いて専ら用ひられて居る巨親，微視の概念はそのま直忍

識の各段階に封しても適應し，その間に先瞼的確率の部入されることも極めて自然的である．

§ 2.渦動朕態の統計力學．渦動朕態に闘する統計理論に於ける吾々の立場は，普通朕態に於

ける流證に闘する諸物理法則が因果律的に成立する最低の認識の世界を徴視的世界と見倣し，

流證の流動状態を観測するのに普通に使ひ慣されて居る宜験室内の時空の尺度に準撒した認

識の世界を巨視的世界と考へ，普通の朕態に於ける渦動朕態を統計的に取扱はんとするにあ ｀ 

る．この取扱ひが可能であるためには先づ 4て2が 4巧（（I),§ 2参照）に較べて極めて小さく

4巧内にあらゆる可能な微親的朕態が含まれる様でなければならないが，これは普通の渦動朕

態に際しては‘満されて居る．

渦動朕態の徴視的朕態に開する偶然性に就いては (I)に述べられて居るが，こ汀こ注意すべ

きことは吾々が取扱ふところのものは流欝がそこに存在するこ．と自證に依つて生ずると見倣

される偶然性のみであることである．（I)に緞げた例に就いて 言ふならば， 二平行板間の劉流

1) 流骰工學研究所報告，第一巻第一辣（昭和十七年）．簡箪の以下これを (I)と略記する．
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に就いては，先瞼的確率を導入、し得るのは瓦斯が射流を起すこと自證に依つて生ずる境界面の

濯度分布の動揺或は熱鵞輸逹量の愛化等に闘連した撮に到してであり，又管内の胤流に古いてベ
は流證の流動に起因する境界層の動揺従つて又その作用に起因する流速，胞力分布の動揺等の

みを考慮して居るのである．勿論これ等の動揺は境界面の幾何學的不規則性により著しく培大

される筈であるが，この種の微親的朕態は吾々の理論により定められるべきものではなく，既

に輿へられたものとして取り扱はれる．

統計力學は元来保存力根系に就いて展開されたものであるが，これを候想的な調和振動子の

集合に應用するFとにより連績髄の振動をも取り扱ひ得たのである．従つて上述の渦動朕態の

統計的性質より見て，更に渦動朕態の統計力學的取り扱ひも全く不可能とは恩はれない．貿際

古くから， J.M. Burgers等 1)によりこの試みが行はれて居る．彼は平行板間の完全流證の二

次元的流動をその間に設けられた微細格子に於ける流れの函敷により表はし，これら函敷に

就いての位相空間に於て Liouville'sTheoremの成立することを證明し得たのt‘ある．然し

ながら，彼も指摘して居る様に，渦動朕態は一つの dissipativesystemではあるが絶ぇず平掏

流動の運動ェネルギーの補給を受け一つの定常朕態を出現し得るこの様に若し定常な朕態に

あるものならば一般にLiouville'sTheoremの成立するであらうことは dissipativedynamical 

systemの場合からも想條されるところである． 吾々のこの論文に於ける目的は，（I）に述べ

た新統計理論に基いて表示粒子に闘する位相空間に就いてこの貼を確め，理論の一つの

應用として， ＇貿験事質より確め得られるところの“一様な渦動献態の場に於ける渦投速度の

Maxwell-Boltzmann分布則’'の説明を試みんとするものである．

渦動状態の統計力學

§ 3.表示粒子流橙の朕態は流髄の場に於て充分に澤山とられた勘に於ける物理諸斌の値

に依つて定められる．従つて敷多くの流個の徽小質櫨を取り 出し，それ等の朕態菱化を追跡す

るならば，吾々は流罷の刻々の朕態を知ることが出来る．吾々の理論に於て渦動朕態とは同一

の巨視的條件のもとに繰り返された N （充分に大なるものとする）回の試みに際して出現す

る流髄の微視的朕態の線括である．従つて上記の多敷の徴小質籠の総括は渦動肱態に劉する統

計的集合と見倣すことが出来る．（I)に於て吾々はこの様な候想徴小質械を渦動欣態の表示粒

子と呼び，その数は箪位橙積毎に p/mであるとした

扱て便宜のために豫め選んだ表示粒子の identification を行ひ， これ等に番琥を附し

Pk(k=l, 2,……)にて表はし，これ等が i回目の試みに恩することを明示するために ipk

(i=l, 2,……N)なる記琥を用ふる．又 ipんが同一試みに恩すること，或は各試みを通じて同

1) Th. v. K紅mann,Proc. Ist. Intern. Congress for Applied Mechanics, 1924, p.. 97. 
J. M. Bu.rgers, Proc. Acad. Sci. Amsterdam, 32 (1929), 414, 643, 818; ibid. 36 (1933), 276. 
W. Tollmien, Physics, 4 (1933) 289.等
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ー表示粒子なることを特に示す必要のある場合には夫々りpk, ir(K)にて表はすこと＼する．

渦動朕態は表示粒子 iplrを巨視的に観察した欣態であり，氣罷運動論のモデルとよく似て居る．

こ L に注意すべきことは， •ip(k) は氣罷運動論に於けると同様に互に全く獨立して振舞ふ粒

子であるが，（刃〉は相互に流髄力根，熱力學の詣法則に従って闘係付けられて居ることであ

る．然しながら，流證の朕態を表はす物理掻 入（jl(j=l,2,•• … •m) に脳する徴分方程式の解が一

組の essentialparameters a, 0, r,……を含むものとして興へられた場合には，これ等に射

應して “)凡の中から適裳に選んだ特別の表示粒子のみに依つて朕態を表はし得る可能性が

生ずる．この様に選ばれた表示粒子を i,凡と謳別して iQんにて表はすことにする．然る時は

a,0,r，・・・・・・に含まれた自由性の範圃に於て “‘Qんぶ亦相互に自由性を有する． この様な場合

に巨親的な典條件のもとにパラメーターが動揺する朕態が渦動瓶態であり， 吾々はその動揺の

確率を求めんとするものである．

以下少しく 'iQk(/)撰掲に就いて考察してみる．（I)に於ける記就を用ひて物理揖 （砂，入12)；・・・

...A畑））に騨する徴分方程式を

D入
＝一Dt 
A (3.1) 

とする．拉に ．A は入及びその逐次徴係敷の函敷である．

今これ等の一組の方程式の解が求まり

か＝屈(x,Y, z, t; a, P, r，・・・・・・） (3.2) 

の形にて輿へられたものとする．拉にバラメーター a,8,r,…•••は初期及び境界條件に到應す

るものである．其等の内に賓瞼装置に就き既に動揺の知れて居るものを含んで居ても以下の理

論は同様に成立するが，簡輩のためにこれ等は含まれて居ないものとし， a， 8,r,• • • …は綿て流

罷う流動そのものに起因して動揺を起すと考へられるパラメータ.....のみであるとする．

(3.2)に依つて Aは又

A(j)＝ A(j) (X, y, z,t ; a, 9, r,…・・・） (3.3) 

の形にて輿へられ，こりに含まれるパラメーターは高々 (3.2)に於けるもの Lみであると考へ

て差支へたい何んと なれば考へてゐる流橙の将来に於ける朕態は現在に於ける朕態により一

義的に定められるものと考へるからである．

扱て表示粒子 Pの運動は（3.2)に依つて定められる．従つてこれを解くならば，その初位

置を (x。,Yo,Zo)として， t時刻に於ける位置は

x=x (t; x。,Yo,Z。a,{1, r，・・・｀•·)

の形にて典へられる筈である．然るに初期條件として吾々の典へられるものは Aの分布函数

のみであり，表示粒子の位置は全く任意に撰ぶことが出来， Q粒子を撰ぶに賞つてもその位置

ー

’
 



』

流骰渦動欣態の研究 II. 37 

は初期及び境界條件により許された範園に於て全く任意にとるこ／とが出来る筈である．従つて

任意の時刻に於ても P粒子が取り得る練ての位置の中その執れを Q粒子に輿へても差支ヘ

ない．又初位置として (x。,Yo,Zo)を全く自由に興へることなく，例へば Yo三八(xo),z。=/2(xo)の
如くに只一個の自由性を奥へることも可能である． j,丘は任意の函敷であるから前同様に任

意の時刻に於ける xー唾標のみに自由性を輿へることになる．更に自由度をも一つ増して x,y

座標を獨立させることも出来る前者を仮に Q(1)後者を Q(2)と記琥しておく．

今パラメーター a,S,r,……に應じて Qん粒子を撰擦する場合に，バラメーターの綿敷 Sが

獨立物理量入の綿敷 m の整敷倍，例べば nであるときには吾々は n個の Q粒子を撰ベ

ばよろし／い．然らざる時には適賞に Q(l)或は Q(2)粒子の助を籍りるならば，綿てのバラメ

ーターを Q粒子に附輿さるべき Aの値に依つて定め得ることが容易に姉られる．敷睾的に

は，この撰探が可能であるためには

］＝ 
o(Jkは，Yk,弘，t;a.,11, r・・・・・・））
o(a,{1,r,......... 1キ 0 (3. 4) 

が任意の時刻に於て成立しなければならない以下に於ては簡輩のために n個の正規の Q粒

子が撰捧されたものとして考察して行く．

寧々の渦動欣態の研究に於ける立場は a,{3,r……が各種の値を取るものとする勘にある．従

つて (3.4)が成立する範園に於て iQk粒子に附輿された座標 （m，加，i忍）及び物理量 9丸を
. I 

獨立な婆敷と見倣すことが出来る．

§ 4.渦動状態の幾何學的表示． n個の Q粒子を用ふるならば刻々の流證の朕態はこれ等を

追跡することに依つて知ることが出来る．今一個の Q粒子の状態をその位置及びそれに附興

された物理菫 A(j ) に闘する (3+m) 次元の空間を用ぴて表はし，更9て Qk(K=1,2,•••…n) に就

いてれX(3+m)次元の空間を用ふるならば，或時刻に於ける流證の欣態 (a,{3,')'……の一組

の値に應ずる）はこの空間内の一貼により示される ． 前者をµ—空間，後者を rI—空間と呼ん

でお <.N回の試みの重心である渦動朕態は rに空間を部分空間として持つ Nxn(3+m)次

冗の空間内の一黙にて表はされ：この表示貼は時と共に一つの曲線を粛いて行く．この空間を

r—空間と呼ぶことにする．

~ N 回の試みに際してパラメーターは一組の値 (1・a,i(3, iy,……)を取る．これに劉應して砂

i=l, 2,...... N,; 
を i入(j) と書けば， r-空間は iXk，凶， izk'i)炉( J=1,2,• … ••m) を表はす互に直角

k=l, 2,・・・・・・ n 

な座標系である ． 従って いxk ，加， izk' ia,……）が少しく異なれば r—空間内の表示貼も少しく

移動し，而も (3.4) の條件のもとに表示讚出は r—空間内に連綾分布を作ることが出来る．この

連綬分布は時と共に流動して行く．

吾々 はこ の雲を r—空間内の恨想流證と呼ぶことにする．

上に於て吾々は （I) に展開した思想形式に従って渦動朕態を lQん粒子に闘する r—空間を

． 
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用ぴて表はすことを試みたのであるがi新らしく立場を代へて，流橙の朕態を（3.4)心満す様

な空間に固定した n個の貼 Rik=1, z,.. ··•·u) に於けるがi) の値を用ひて表はすたらば， rに

空間， r-空間に翻應ずる r,r— 空間に依つて夫々流證の朕態及び渦動朕態を表はすことか

出来る．

§ 5.定常な渦動欣態．1) 扱て巨親的に見て二定の質験装置を用ひ一定の初期條件のもとに宜

瞼を行ぴ，充分永い時間の後に定常な渦動欣態を出現し得たものとするこの定常の意味は時間

統計的には，或時刻に於て共の前後に充分永い時間 Tに就いて微親的観測を行つて得られる

統計的結果が時刻に闘係しないことを言ふのであり，吾々の輝論に於ては (3.2)で輿へられる

肛の集りが統計的に時刻に無闘係であることである．そして質験開始賞時の多くの要索は最

後の朕態に殆んど影智を持たぬ様になり，最後まで残り得るものに位関するパラメーターが (3.2)

に含まれることになる．この様な定常な渦動朕態に際しては，吾々が或任意の時刻に於て其の

時の欣態を初期條件として質瞼を肋始するものとするたらば，同一の巨親的條件のもとに質瞼

を敷多く繰り返すことは初期時刻 t。を全く無秩序に選ぶことをも共の内容に含んで居る．従

つて (3.2) が t を 1楊に含んで居る場合にはパ ラ メーター a,0,r,••…•中には少くとも t。が含

まれて居たければならない

この意味を明示するために (3.2),(3.3)を

砂＝籾(x,y，z,t+ e ; a,fd,r,.・・・・・）， 

Aci) = A(j) (x,y,z,t + e; a,{1,r,.. ・ --) 

と書き改めておく．

(5.1) 

(5.2) 

§ 6. Liouvilleの定理．これは統計力勝の根底にたる屯要な定珂である．従つて渦動朕態に就

いても Liouvilleの定理が成立するならば，その統計的取扱ひに大きた根握が得られるのであ

る．質際昔波に就いてはその位相空間にてこれが成立し，又 Burgerの位相空間に於ては粘性

のない流騰の平行板聞の二次元的流動に就いてこれが成立する．然しながら一般に渦動妹態に

就いては，只に流髄が dissipativesystemである輝由からだけではなく證明は容易でない．然

しながら力學系が非保存系である場合に於ても，充分に永い時間の後には初期條件の如何に闘

らず表示貼は位相空間内に於てエネルギー極小の部分に集合し，そこでは Liouvilleの定理が

成立するに到る．これと同様に渦動朕態に就いても，若し定常朕態がある場合には， N 回の試

みの翫挫に劉應する r—空間内に於ては Liouville, の定理が成立するであら9うと想像される．

今第三節に述べた様に正規表示粒子 iQ k に就いて i必，加占h及び湛j) を獨立誡に選ぶな

らば運動方程式は

1) こ Lに定常とは時に就いて不慶なることを意味する．
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就に度速に特

の形で輿へられる．従つて r—空間内の俣想流證の密度を 7 とすれば

Dて 3i.Il(j)
万ー＝てエ ー K

z,k.j 3iがり）k 

(6.1) 

(6.2) 

が成立する．

62F 
Dissipative systemの場合には dissipativeforce を F とすれば (6.2) の右邊はてエー—-0p⑲qa 

となり，これは常に正或は零であり，エネルギーが極小値を取る時に零となる． 吾々の場合に

は正或は負となり得るが，定常な渦動朕態に就いては r唸芯間内の軌道に沿つて一定でなけれ

ばならない．

今表示貼が時刻 tに於てその軌道上の一勘 4((lXk，加，izk'i.)炉））にあつたとし，これが ot

後に B(（なげ0/,Xk,iy叶 0;yk'iz叶がzk'i籾＋が籾））に移つたとするならば，がXk'・・・・・・が入んは

(6.1)により '，-tA鱈疇しいことは明かであるが，或は (5.1)より直接に求められ

る． i-回目の試みに就いて考へるならば， i入り）は (5.1)に於ける e,a, B, r,……に ie,•i,a，沼， ir,

．．．を代入すれば得られる．時刻 tに於て Bにある流罷の朕態は明らかに ic十がe(=ot), ia，沼，ir,

…に酎應し， t+otに Bにある朕態に同じである．従って (LX己が必，図＋がyk,iz叶 oizん）な

る (i,)Q ん粒子の位置は t時刻に於ても亦可能な位置であり， Bに於ける i回目の試みの朕態

は A に於ける何れかの試みの朕態に含まれて居なければならないこの事は r1.—空間に於て

考ふれば一陪明瞭である．

r—空間内の一貼は r'—空間内の連装分布に到應して居る． 初期時刻が全く無秩序に輿へら

れて居ることはこの連紐分布が時に到して全く共の形を婆へないことを意味して居る．従つて

r/—空間内の表示獣の任意の函敷は r—空間内の表示黙の軌逆に沿つて一定である．候恕流薗の

軌逆は定常な流線をなし，表示獣はその上を一定の速さで移動して行く．

(6.2)の右泌をこ（エ
fJiA炉

• i kj”)と書き直せば上に述べたことにより，これは t陀無脳係に一定

であることが知れる．更に定常渦動朕態なる仮定のもとにこれは客でなければならぬ事か次の

様にして容易に確められる： 今 A薗直に於て極めて小さい断面を有する流管を考へ，その中に

徴小證積 4vをとる．この流管の中心線上の一貼と管側上の一盟ふとは少なくとも c以外にノ゚

ラメーター a,0,r,……の一つ例へば aが有限の値如丈け異つて居なければならない．従

つて如何なる時刻に於ても中心線上の一黙と管側上の任意の一黙との距離は有限である．即ち
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流管の断面は有限である．又 4？が切り取る中心線の長さ 4lは不婆であるから，従って Jv

は零となり得ない斯くて (6.2)の右邊は正ではあり｛尋ない．又これが負であり得ないことも

容易に知られる．この様にして渦動升）ミ態が定常であろならば俵想流橙は非歴縮性流膿の如く振

舞つて居ることが姉られる．

以上の推論に於ては流證力學の法則は何等直接に用ひられて居ない． 一つの物理學的な瓶態

があつて，それに闘する物理法則が （3.1)の形式で典へられ，而も状態が時間統計的に定常で

ある場合には，これより作った空間集合に開する位相空間に於ては空間容積は時に酎して不焚

でなければならぬことを一應形式的に推論したのである．

§ 7.確率函敷 1了親的に見て 二つの渦動朕態が等しいか否かを爵別するに用ひらるべき幾

つかの量が必ず存在する筈である． （I)に學げた二平行板間の到流に就いて言ふたらば， 一定

の装置に依つて惹き起される射流を如何なる場合に同じであると見倣すかの問傾が起る．恐ら

＜吾々は，雨面の平詢濫度が同ーであり，且つ酎流に依つて侮へられる熱流撒が同ーである様

な賓瞼に際してはそこに起る酎流は全く同一性質のものであると見倣すであらう．管内の胤流

に就いては，管の雨端に加へられる平均堅力及び平均流嚢に依つて筒L流は定められるであらう．

この様に一定の賓瞼装置に依つて痰生される渦動朕態に就いてそれを規定すると考へられる

巨視的の幾つかの獨立識 E1,E2，・・・・・・がある筈である．而してこれ等は一般に徹視的朕態に

闘する最八(x,y,z,t+ e,a,{3,…），f2,．．．．．． の集和で輿へられるものとするならば， N 回の試み中

a,0,r，…が一組の値呟，喰，1）r,…を取る回敷を n))として， E1,E2,…が一定であることは

El＝区n炒1（加，招，Pr, …••・）＝一定

E2.＝区nm(％，p8,pr，・・・・・・）＝一定
p 

(7.1) 

例＝月＼＼＼fr(x,Y,z,t,a,fl,-・ ・)dxdx dzd t, 

にて表はされる．弦に Tは平均をとるために用ひた充分永い時間を示し，仰，伶，…は俵定に

より時刻に無闊係である．

こ＼に於て吾々はパラメータ .~ a, S, r,…が（a,a+da;(3，{3 +d/3;…)なる瑳域に落ちる確

率を求め得るに到つた即ち E1,E2，・・・の微小瑳化 L1E1,L1E2,…に封應する r—空間の領域に

就いて先瞼・的確李を採用するならば，輩に領域 ，dad/3 dr…の重みを計算すればよろしい：パ

ラメーター e,a, (3,・・・及び X1,y1沼，X2,Y2,22,．．．に闘する空間を微小證積 (h)に等分すれ

ば，この容積 hは r／ー空間の容積 4h（琴Jlh)に封應して居る．
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然るに e及び (X1,Y1,z1,X2,y2,z2，・・・）は夫々全く無秩序に出現するものと考へて居ろ．従

つて e及び (x1，・・・祐，…）の1説割の敷を犬々 r,sとし，各l載想」に闊する 4を 4(ie，Xk)と記琥

するならば，上に述べた直み g(a,0, r，・・・）は明かに

IこぶK l 

g(a, fi, r, ・・・) =gj。(”J(lC,%））万 (7.2) 

にて輿へられる．この右邊は吾々の保定のもとに時刻‘に酎して一定である．而して求める確率

函撒は

f(r1.,fJ,r, ・・・)=Cg(（J.，{1,r,・・・) e i 
一訊q:ii(cx,~,r,···)

(7.3) 

にて表はされ， Aiは渦動欣態に闘する It視的條件に依つて定められるべき常敷である．

(7.2)の野敷をとり ，beに就いての和を tに就いての積分に，（ふ，・・・花・・・）に就いての和を

空間積分に代へるならば，流欝の占める容積を rとして ．
log g(a,,9,r.-・ ・) = log g。十叫＼＼logJ(tふ）dx,dy,dz,・・・dt (7.4) 

を得る．斯くして loggは表示粒子 (Q心に闊すろ時間軸をも加へた configurationspaceに

於ける logLlの平均値であることが知られる．

物狸描入の婆化が極めて小さい場合には運動方程式は線形となり，その一般解が

砂＝区Aq紗 (x,y,z,t;％ふ，..・) 
Q 

(7.5) 

にて典へられるならば，流罷の朕態は各特解 Aり入(j) を重ね合せたものである．従つて吾々は

これ等の特解を獨立に取り扱ふことが出来る．即ち各解に就いて夫々表示粒子を獨立に撰掃す

ることが出来，（7.2),(7.4)に於ける 4は各解に到するもの叶れとなる．若しこの時に (7.1)に

於ける¢が叉各解に封する • の i 和となるならば確李函敷 f(a, (3，・・・）は分離され，吾々 は直

ちに f(Aq,a,,,凡，…）を求めることが出来る．即ち

.
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 (7.6) 

であり， Aiは qを通じての常敷である．

扱＼て吾々の輝論に於ては，微親的な初期及び境界條件が詳細に知れたものとした場合の運動

方程式の解訊流罷自身に起因して物輝的或は試考的に動揺をなすものと見倣される一組のパ

ラメータ ー a,{3,r，・・・を含む様な場合に，渦動朕態とはこれ存のバラメータ ーが巨祝的に輿ヘ

られた條件のもとに動揺する朕態であつて，パラメーターの許されたあらゆる値に劉する朕態
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・

が N 回の試み中に出現するものとして取扱はれて居る．そこでこの様な理論が宜際の渦動欣

態を表はして居るか否か．と言ふ問題が生ずるが，これは渦動朕態とは何かと言ふ初めの問題に

戻つて仕舞ふのであつて，賓際の渦動朕態を奥へられた徴親的條件により因果律的に定められ

るものとするならば，問題は既に箪なる流髄力學的のものに師せられる．叉これを若干の偶然

性に基＜動揺現象と見倣すときに統計理論が生れ，この統計的取扱ひの妥賞性に就いては緒言

に於て述べた通りである．従って，定常な渦動朕態に際して時間的集合を空間的集合により置

き換へる吾々の理論の妥嘗性は，これ等雨集合が統計的に全く到裳であるか否かに依つて確め

られるものと考へられる特に上記の解胆(x,y,z,t;a,0,…）に於て a,0,r，・・・が時間的に極め

て緩かに動揺する場合にはこの解は叉運動方程式の解と見倣すことが出来る．そこで俵りにこ

の様な朕態が賓際の渦動朕態であると考へることが出来るならば，前節までの理論は確められ

ることになる．理論のこの段階に於て，既に連綬證の統計力學により取り扱はれて居る昔波を

吾々の理論により調べることは興味深いことで，質際 (7.5),(7.6)に依つて容易に行ふことが

出来る．1)

1) 今 x,y,zの方向に夫々 a,b, cの長さを持つ一つの四角な箱に閉ぢられた空氣の振動を考へて見
る．速度ポテンシャルを中とすれば，この問頚の解は

↓＝試cos(pz(t+£)士竺 士…芭狂竺戸） （i） 
b 

にて奥へられる．右邊の各項は夫々平面波を表はして居る．そこで其の進行方向に新しくも軸を

取り，流翌の欣態を（も）空間で表はす．但しかは各軸に就いて固有のものである．この様にすれ

ば平面波は輩振動 IくjCOS(P、(t+<-i)士Pi;．
c' 
―”)となり，獨立な param~ters は氏及び句の二つであ

る．速度はふsin(pz(t+e:i)士位）にて典へられ，吾々は表示粒子としても軸上の二つを選べばよ

ろしい．
今巨蔵的條件として箱の内部の全エネルギーが一定であることのみが奥へられて居るものとす

れば，（7.1 ) の條件として Af+A~十・ ・ ・ ・・・＝一定を得る ． これは各特解に就いて分離して居るから
吾々は寵ちに f(Al=Cg(A)e-入.4.2を得る． gを求める際に△は各特解のものを用ぷればよろし
いから， （7.4)の稜分の形にて gを計箕すれば輩なる数値的の甜敷的無限大を g。に吸牧させ
て，昔波の各成分の振幅が A から A+dAの間に落ちる確率として ・

Ce-入がAdA (ii) 

を得る．この結果は統計力學によるものと一致して居るが，その物珪的内容は著しく異って居る
( i i ) に於ける）、 が各成分を通じて一定であることは，各成分の有する平蒟のエネ｝レギーは縮~て
相等しいことを意味する．この種の運動に附輿される統計的性残の蹄滸さるべき要因に就いて考
へて見るに統計力學の楊合には，瓦斯が或濫度にあること自骰に起因されて居るところの棉成

分子の無秩序運動によって統計的動揺現象が起される．吾々の場合にも同様に偶然性或は統計的

性質が，器の中の瓦斯が運動して居ること自壺に起因されなければな らない．従って，例へば次の
如くに解繹されるべきである．時刻 toに器の中に振動敷 Vの昔波（全エネルギーをEとする）が閉
ぢ込められたものとする．若し器の内壁が完全反射をするものならば，その後の音波の欣態は一

義的に定められて仕舞ふ然しながら壁は完全弾性憫ではあるが，側面の廊力を受けて喪形し得
るものとすれば，その内部に昔波があることに依つて振動を始める．従って反射波の波長及び方

向は極めて緩々ではあるが不規則な披散を受けることになる． この様にして充分永い時間の後に

はその中にあらゆる振動数を持つた波があらゆる方向に進行し，その欣態は巨課的にはエネルギ

ーが一定であること以外に識別し得ない様な欣態に到るであらう．吾々はこの様な定常欣態を取
り扱って居るのである．その際昔波のエネルギーと壁の振動エネルギーとの和がEに等しい筈で
ある．
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一様な渦動状態の場

§ 8. Townend及び Simmon,Salterの賓瞼一般に渦動欣態に際して，それを惹き起す

作用が取除かれてから時間が経過するに従つて，或は共の作用の行はれて居る領域から辿ざか

るに従って渦投速度の三つの成分の平均自乗は互に等しくなって行く強い傾向を有する．宜際

怜内の領iL流に就いては，管の中心に向ふ程，又格子により形成される渦動状態はそれより述l;-

かるに従つて，筈方性となる強い傾向を有することは一般に認められて居ることである．これ

等の寮府は渦動状態が一様になるに従つて等方性となることを示すものである．従つて渦擾運

動の統計的性質を想、ひ合せろならば，氣胴運動論に類推をとつて，一様な渦動朕態に際して渦

擾速度の分布は Maxwell-BoltzmannJll]に従つて居るであらうと推測される以下この見解を

Townend11及Simmon,Salter2`の質験により確め，吾々の統計理論によつて詮明を試みて見る．

1933年に H.C.H. Townend 

は SchlierenMethodに依つて

風洞内の乱流に就いて渦扱速 和
O・I 

度の三成分の頻度曲線を測定し

た彼の使用した風洞は四面が •3 
，ー1

硝子板で張られて居る四角なも

のである．電氣火花に依つて喚

生された微小の高濯空氣の流

動を SchlierenMethodにより

撮映し，その移動を追跡するこ

とに依つて流橙の場の任意の開ぷ

に於ける渦動速度の三成分の頻

度及び相闘々係が研究されて居

る．宜瞼の結果によれば，各成分

に就いて頻度曲線は風洞の断面

を通じて夫々正規誤差曲線によ

く一致して居る．！I寺に風洞の中

心部に於ては各成分の平均自乗

速度も殆んど互に相絆しく，且

つ各成分間の相闘係敷は極めて

小さいことが示されて居る．こ

の結果は吾々の見解を力強く裏

/22ヽ）□-三□］
ロ｀ 〗ーロローI O I -O·t;.~-~ 

し庄／ごと

15-inch downstream of strips. Free stream. 

第 岡

1) Proc. ~oy. Soc. A, 145 11934) 180. 2) Ibid. 145 (1934) 212. 

参
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書きするものであるが，彼の測定は管の

一つの横断面に就ぃて行はれたものであ

るため，如何にしてこの様な欣態が成立

されるに到るかの過程を知るために吾々

は更に L.F. G. Simmon及び C.Salter 

の質瞼結果を侯たねばならない即ち彼

使用された風洞は直径ー吹のもので，

その中に幅い吋の帯で作られた一吋の角

格子をおき，これにより登生された飢流

を帯の影の部分 (A)及び角格子の中心線

に沿ふ部分(B)に就いて其の愛化の模様 ， 

が測定されて居る．便律のために其の結

果の一部を原論文より引用して第一，第

二繭に示しておいた

第一圏は格子の後方諸貼に於ける渦擾

速度 U の頻度曲線 F(u)を示して居る．

見して解る様に格子より遠去かるに従つて F(u)は次第に正規誤差曲線に近付いて行く．（A)

第 圏

に就いて言へば，格子よ・り 二吋下流，即ち胤流が登生しでから約 0.03秒後に於ては F,u)曲線

は著しい skewnessを示して居るが，次第に減少し9II寸下流，即ち 0.14秒後に於ては殆んど

正規誤差曲線になり， 15吋下流に於て其の一致は見事である（原論文 Fig.22参照）．他方流

れの平均速度及渦擾速度の平均自乗も亦この傾向と全く並行して，始めは A部， B部に於て

著しく異つて居るが，格子より 10吋下流 (0.16秒後）の近くにては全く一致し，渦動欣態の

場は一様に均されて仕舞ふ．この婆化の模様は第二闘に示されて居る．

以上の結果は渦動朕態の場が一様になること L渦擾速度分布が正規誤差曲線に一致するこ

とりは全く並行的な現象であり，格子によつて痰生された蹴流に就いては極めて迅速にこの様

な状態が逹せられることを示して居る．

Simmon及び Salterの結果は渦擾速度の流れの方向の成分のみに闘するものであるが，

ヽ , Townedの結果と併せ考へるたらば，格子に依つて惹き起された渦動欣態は一定の朕態即ち

一様な場に牧飯する強い傾向を有し，場が一様になると共に渦擾速度の分布も亦 Maxwell-
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Boltzmann則に牧欽して行くことが知られる．
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§ 9.扱て前節に述べた準定常な渦動朕態が如何たる機構に依つて逹せられるかをこりに吟

味して見る．この準定常欣態は掘流が痰生されてより僅かに 0.15秒程度の後に逹せられて居

り，この様な急激な簑化は粘性のみに依つては到底説明することが出来ない．従つて場が一様

に均されることは粘性と闊係のな恥渦動朕態それ自身に固有の機構に依つて 説明されるべき

であらう．

格子によつて痰生された痰生機の掘流には蒋しい斑があるが，この斑を均らす有力な機構で，

而も斑自身に起因するものとして渦投ェネルギーの撰散が拳げられる．風洞の軸に直角の方向

の速度成分を v,格子の大さを M とすると，第二繭に於ける格子の中心部 Bと蔭の部分 Aと

の間に行はれる渦投ェネルギーの侮逹は，箪位麓禎，箪位時間に就いて ½P 足／M の程度で測

られる．従って aを三璽相駒係敷とし，仮に袂～（2ft/sec)2（第二繭参照）， M～1” をJI]ふるな

らば，A部に於けるエネルギーの増加は毎秒2400Xa%の程度となる．格子の直後に於て aは

相富に大きいことが想條される．そこでa=lとすれば， 0.05秒程度にて渦投ェネルギーは均さ

れることになり，若しa～もとすれば大麗貿験の結果を説明することが出米る．Simmon,Salter 

の貨絵に就いては A部分の格子より 2吋下流に於てa号 0.6である．これは風洞軸の方向の渦援

速度成分に翡するものであるが，軸に直角な方向に就いても相嘗大きな相闘々係が想像される

ので， 1段に同程度のものを仮定するならば，大略現象を説明して居るものと考へられる．

この様にして一様な渦動欣態の場は渦動そのもの＼機構に依つて到逹し得られるのである

から，前節の結里も粘性の有無に拘らず成立する筈である．然しながらこの推論が主張される

ためには，事貿として準定常状態が成立してから後に於ても Max_well-Boltzma:nn則が成立

して居るのにあるから，この分布則が粘性に依つて筒しされないことを確めなければならない．

これは（I'に於て導いた確率函敷fに闘する基礎方程式 (7.3)に依つて容易に確めることが

出来る．

(7.3)に密度 Pを乗じて，速度成分が(i=l,2, 3)以外の線ての鷺に就いて積分するたらば，

場が一様であるとの俵定のもとに， uiに開する確李函敷 f(uりに闘して

3誓び）＝国以（田I(ui)} (9.1) 

を得る．妙にゆ＝ ·— 
1 
p 
op.. -2-.i v a → --rl 
- - J.IがUi_ - --
0が 3 0xi (div v) であつて， pr'p伽は u• を 一定に保つた際

の P及び‘pゆの部分平詢値である．

扱てこれ等の部分平掏値に到して最も簡箪であり，而も合理的な近似値として回鯨平面を採

用するならば，等方性の仮定のもとに吾々は

ヽ

／ 

炉＝P, 伝阿＝pa(t)ui (9.2) 

ヽ

‘
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を得る．玄切に Pは平均密度であるが，その時間による愛化は省略出来るものとする．叉 a(t)

は粘性による渦擾ェネルギーの消失率を示し， a(t)>Oである．

(9.2)を (9.1)に代入すれば

3f 3 
at -?:,:-=a(t)区一(uげ）, 3u1 

(9.3) 

となり， Maxwell-Boltzmann則がこれを満して居ることは明かである．

§ 10.統計理論による説明．渦擾速度の分布が質際に観測されるのは粘性流證に就いてであ

るが，粘性作用のない場合に於ても前節に述べた様に，これは Maxwell-Boltzmann則に従つ

て居るものと考へられる．従つて一様な定常渦動朕態に際してその統計理論的詮明が望ましく

なる．

考へて居る様な渦動状態に際して流膿の流動J状態が幾つかのパラメーターを持つた運動方

程式の解で典へられるものと候定する．簡箪に，流髄の朕態は速度と駆力だけで規定され，そ

れに應じて適賞に表示粒子 Qんを選ぶことが出来たものとする．

菰て平均流動のない—様な定常朕態の場に於て任意の二つの表示粒子 P1,P2 を取り出して
見る． P1 ，代はµ—空間内に夫々曲線 A,B を聾くが，場が一様であるから充分永い時間の間

に A,Bは全く同一形の領域を占めるに至るものと考へて差支へないであらう．従つて P1,P2

の平均のエネルギーは相等しく，流髄系のエネルギーの平駒値は一個の表示粒子のそれに比例

する．若し巨視的條件 (7.1)として流橙系の運動ェネルギーが一定℃｀あることが典へられるな

らば，これは任意の一つの表示粒子を選んで

~ [(iu)2+（力）2+ (iw)2]＝一定 (10.1) 
1 

にて表はされる．

前節までに於て取り扱つた風洞質験に就いての一様な定常渦動朕態に際して 吾々は巨親的

條件として (10.1)を採用することが出来るであらう．今一定の買瞼装置に就いて考へるなら

ば，格子に依つて痰生される掘流は風速に依つて定められ，．従って格子の充分後方に於ける渦

擾エネルギーは風速に依つて定まるものと考へられる．これを逆に見て，一定の宜瞼装置に際

して，渦動朕態が一様であると見倣される部分に於て渦動朕態は渦扱ェネルギーに依つて規定

さ蛉るものと考へて茉支へないであらう．従つてとの場合には (10.1)が成立し，吾々 は最早＇，，，゚

ラメーター， a,{3, r，・・・に開する空間を考へるまでもなく直接 rー空間内の，而も（穂ての Qk粒

子は互に獨立であり，μ-空間内の同一形の領域内を婆動することが出来るから）一個の Q粒子

に開する部分空間に就いて統計を行へば充分である（然しながらこの虚理法が可能なるため

には a,{3, r,．．．．を含む解の存在を候定する必要がある）．

µ—空間を微小なる等容積の桝目に分割し， これ等に番琥を付け， N 回の試み中特定の表示

粒子 Qんが第一の桝目に入る回敷を aぃ第二の桝目に入るものを a2等とするならば，この配



列に野する r—空間内の容積は

N! 
叫a2切！・・・

流憫渦動朕態の研究 II.

に比例する．従つて u,v, w の分布則として (10.1)の條件のもとに吾々は頂ちに

h3 h2 
ーー (u2+v2+wり

f(u, v, w)＝店戸e 2 (10.2) 
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を得る．絃に函敗fが x,y,zを含んで居ないことは，表示粒子 Qんは流橙に許された空間内

に一様の確率を以つてイ「在し得ることを示して居る．

(10.2)は Q,；に拙するものであり，直ちに扱龍速度が Maxwell-Boltzmann分布則に従つ

て居ることを示すものではないが，今流證の場に徴小容積 4如 dy4z・ を取るならば，この中に

入り込んで米る粒子の速度は綿て (10.2)の確率を持つて居る．従つて流謄の場内の任意の貼

に於ける速度分布は又この法則厄従ふことが知られる．

（昭和 18年 1月）




