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1. 緒言 

1.1. 研究背景 

1957 年 10 月 4 日，ソビエト連邦によって打ち上げられた人工衛星スプートニク

1 号によって人類の技術は宇宙に到達し，また 1961 年 4 月 12 日，ソビエト連邦の

Y. A. Gagarin が人類で初めて宇宙に到達した．それ以降，世界各国から様々な人工

衛星やロケットが打ち上げられ，今日に至るまで宇宙開発は加速の一途を辿ってい

る.1 技術の発展に伴い，宇宙開発の目的は天体観測のみに留まらず，気象観測や

GPS，通信，また研究等多岐に渡るようになった.2,3 その結果，人工衛星は様々な

装置を搭載することとなり，その質量やサイズが大きくなる傾向にあるが，ロケッ

トの打ち上げコストは今日でさえ非常に高価であり，コストを抑えより多くの衛星

を打ち上げるためには，装置の小型化がカギとなる．ここでいう装置とは太陽光パ

ネルや各種アンテナ，また推進機等のことを指す．本研究では推進機に焦点を当て

る． 

推進機の性能を評価する指標として，以下の式で示す比推力 𝐼sp [s] がある.3  

𝐼sp =
𝐹

𝑚̇𝑔
(1.1.1) 

ここで 𝐹  [N] は推進機の推力, 𝑚̇  [kg/s] は推進剤の質量流量, 𝑔  [m/s2] は重力

加速度である．単位は秒である．即ち，単位質量の推進剤で単位推力を発生させ続

けられる秒数を示し，推進機の推進剤効率を示す．従来の手法である化学推進機は

高推力を得ることができるが，𝐼sp が低い傾向にある (~ 450 s).4 そのため，化学推

進機を搭載した場合は推進剤質量がその装置の大半を占める．例えば，NASA のス

ペースシャトルは大きく分けて 4 つの装置から構成されるが，そのうち 3 つは燃料

タンクである．地球の重力から脱出する，即ち第二宇宙速度に到達するためには，

通常化学推進機が用いられる．化学推進機は低推進剤効率であるが，高推力が得ら

れるため，ロケットに広く搭載されている．人工衛星の場合でも，静止軌道に到達

するために，アポジモータと呼ばれる化学推進機が通常用いられるが，その推進剤

質量は人工衛星の半分ほどを占めている.5  

この問題の解決策として，全電化衛星が注目を集めている.5-9 全電化衛星は電気

推進機のみを搭載し，電力のみで動作する衛星のことである．化学推進機が化学反
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応による燃焼によって推力を得るのに対し，電気推進機は電力から推力を得る．そ

の手法は電熱式，電磁式，静電式と様々である.10 電気推進機の代表的なものに，

アークジェット，レジストジェット，ホールスラスタ，MPD スラスタ，パルスプ

ラズマスラスタ，イオンスラスタがある．電気推進機は高い比推力を実現できる 

(500 s ～ 10000 s).3,5 電気推進機は理論上，消費電力を上昇させればさせるほど推

力を得られるが，宇宙での発電量やその使用可能量の小ささから，推力は化学推進

より小さなものとなっている．イオンスラスタの場合，その推力は「1 円玉にかか

る重力に等しい」と表現される程である.2 実際のところ，人工衛星は無重力下で作

動されるため，低推力であること自体は問題でなく，数カ月から数年単位で作動さ

せ続けることで，むしろ化学推進より少量の推進剤で同等の加速を達成できる．電

気推進はその電力を増加させることでより推力を得ることができるが，前述の通り

宇宙で使用できる電力には限りがあるため，単位電力あたりの推力を示す電力推力

比 𝐹/𝑃 [mN/kW]  が重要な指標となる (ここで 𝑃  は消費電力である).3 低比推力

であることを理由に，電気推進では化学推進と比較して目標の軌道に収まるまでに

長い時間を要する．静止軌道より低高度の領域にはヴァンアレン帯と呼ばれる，イ

オンと電子(宇宙線)の密度が高い領域がある.11
 太陽光パネルや電子回路，各種セン

サー等は宇宙線からのダメージを受けるため，この領域の影響は無視できず，3 カ

月以内に脱出することが好ましいとされている．そのためには 90 mN/kW 以上の

電力推力比を実現させる必要があるとされている．ホールスラスタと MPD スラス

タは比較的高推力で高比推力を実現しているが，MPD スラスタは原理上莫大な消

費電力が必要となるため，未だ実用化されていない.3 よってホールスラスタが主推

進器として注目を集めている． 

 

1.2. 研究目的 

前述の通り，ホールスラスタは電気推進機の中でも比較的低燃費かつ比較的高推

力である．また，構造がイオンスラスタ等と比較して単純である．しかし，その原

理は複雑で，未解明な点も多い．未解明な現象の一つにホールスラスタの放電電流

振動を駆動するプラズマ不安定性の原理がある.12,13 先行研究によって，理論やシ

ミュレーションによって様々な現象が予測されているが，従来の実験方法では精度
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の低さから実験検証が難しく，そのため放電電流振動の駆動原理は詳しく解明され

ていない.14-18  

そこで本研究室の先行研究では，マイクロ波干渉計測機を用いて，ホールスラス

タ内部の電子密度揺動の様子をプラズマに非接触で観測することに世界で初めて

成功した．これにより，理論やシミュレーションの実験検証の高精度化が図れるよ

うになった． 

本研究では，マイクロ波干渉計測機で観察された電子密度揺動とプラズマ揺動の

同定をおこなうために，揺動の性質を調査するため電子ドリフト不安定性によって

生じる摂動電場 𝑬̃  によって摂動するイオンと電子の式を線形計算し，その摂動電

場 𝑬̃ の分散関係を求めた．まずは近似値から，ある極限で生じるプラズマ波を予

測し，また密度揺動 𝑛̃とポテンシャル揺動 𝜙̃ の応答も調査した．次に分散関係を

近似なしで解くことによって実験検証に向けた解析や，シミュレーションとの比較

検証を行った． 

本論文は計 5 章で構成されている．第 2 章ではホールスラスタと，先行研究で予

測されているプラズマ現象について紹介している．第 3 章では電場摂動の分散関係

を導出した．第 4 章では第 3 章で導出した分散関係の解析を行った．近似解を求め

て極限で生じるプラズマ波を予測し，次に分散関係を近似せずに直接計算した．実

験やシミュレーションによる検証を行うため，近似を行わずに計算できるコードを

開発した．実験により計測できていない波数 𝒌 の仮定をし，周波数の範囲を特定

した．最後に，PIC シミュレーションの結果との比較検証を行った． 
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2. ホールスラスタ 

電気推進機の一種であるホールスラスタ(Hall thruster, Hall effect thruster,20 closed 

drift thruster,21 etc…)は，1960 年代にソビエト連邦の A. I. Morozov によって発明さ

れた．その形状によって大きく 2 種類に分けられ，スラスタの奥行がチャンネル幅

より大きいものをマグネチックレイヤ型と呼び(Stationary Plasma Thruster, SPT とも

呼ばれる) ，またその逆をアノードレイヤ型と呼ぶ．ホールスラスタが最初に採用

されたのは 1971 年 12 月 29 日にソビエト連邦から打ち上げられた METEOR-18 で

あり，その後もロシアを中心に世界各国様々な人工衛星に搭載されている．ホール

スラスタは比較的高い比推力 𝐼sp (1000 s ~ 3000 s)と電力推力比 𝐹/𝑃 (~ 60 mN/kW)

を有し，またイオンスラスタが抱えるような空間電化制限則による推力の上限も存

在しないため，主推進器としての利用を目指した研究や開発が行われている． 

2.1 節ではホールスラスタの仕組みについて解説し，2.2 節ではホールスラスタで

予測されるプラズマ現象の一部ついて解説する． 

2.1. 基本構造 

2.1.1. 作動原理 

図 2.1にホールスラスタの概略図を示す．ホールスラスタは円筒形状をしており，

その一端に設置されたアノードと，スラスタ外部に設置されたホローカソードから

なる電場 𝑬  が軸方向に，またスラスタ内外に設置されたコイルによる磁場 𝑩  が

半径方向に印加されている．推進剤には通常キセノンガスが用いられる．推進剤は

アノード側から供給され，電子との衝突で電離する．スラスタの軸方向の長さはイ

オンのラーマ半径より短く，電子のそれより長く設計されている．そのためイオン

は磁場の影響を受けないとみなすことができ，電場に沿って加速・排出される．こ

の反作用を推力として利用している．一方，衝突により生じた電子と，カソード側

から引き出された電子は，磁場に捉えられてスラスタ周方向に 𝑬 × 𝑩 ドリフトす

る．このとき周方向に生じる電流はホール電流と呼ばれ，ホールスラスタの名称は

ここに由来する．磁場に捉えられた電子は軸方向電場 𝑬  を強化する役割がある．

電子は最終的に中性粒子との衝突により運動エネルギーを得ることで磁場から外

れ，アノードへと拡散すると考えられている．最後に，プラズマが準中性を保つよ
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う，カソードから引き出される電子の一部は排出されたイオンと混ざる．イオンの

みを排出すると電子が余り，装置全体が負に帯電してしまい，排出されたイオンが

逆流するが，それを防ぐ役割がある． 

 

図 2.1 ホールスラスタの基本構造 

 

2.1.2. 基本設計 

ホールスラスタは，以下の条件を満たすように設計されている.3 

𝜌e ≪ 𝐿 ≪ 𝜌i (2.1.2.1) 

𝜔ce𝜏e ≫ 1 (2.1.2.2) 

𝐿 ≪ 𝜆m (2.1.2.3) 

ここで 𝜌e  [m] と 𝜌i  [m] は電子とイオンのラーマ半径，𝐿  [m] はスラスタ長， 

𝜔ce  [rad/s] は電子のサイクロトロン角周波数，𝜏e  [s] は電子の衝突時間，𝜆m  [m] 

はイオンの平均自由行程である．それらについて以下で説明する． 

式 (2.1.2.1) について，電子のみが閉じ込められるようにこのように設定されて

いる．𝜌e と 𝜌e は以下で定義される． 

𝜌e =
𝑚𝑣e
𝑒𝐵

(2.1.2.4) 

𝜌i =
𝑀𝑢i
𝑒𝐵

(2.1.2.5) 
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ここで 𝑚 [kg] と 𝑀 [kg] は電子とイオンの質量，𝑣e [m/s] と 𝑢i [m/s] は電子

とイオンの速度，𝑒 [C] は粒子の電荷, 𝐵 [T] は磁場である．電子速度がマクスウ

ェル型をしている場合，𝑣e は 

𝑣e = √
2𝑘B𝑇e
𝑚

(2.1.2.6) 

ここで 𝑘B はボルツマン定数，𝑇e [eV] は電子温度である． 

式 (2.1.2.2) はチャンネル内を電子が十分にドリフトする条件を示す． 𝜔ce𝜏eは

ホールパラメータと呼ばれ，電子が一回衝突するまでの時間を示す．𝜔ce は以下の

式で定義される: 

𝜔ce =
𝑒𝐵

𝑚e

(2.1.2.7) 

式 (2.1.2.3) はイオンが中性粒子と衝突せずに排出される条件を示す．𝜆m  は以

下の式で定義される: 

𝜆m =
1

𝜎i𝑛0
(2.1.2.8) 

ここで 𝜎i [m2] はイオンと中性粒子の衝突断面積，𝑛0 [m-3] はプラズマ密度であ

る．プラズマの準中性条件より，𝑛0 とイオン，電子密度 𝑛i, 𝑛e は以下の関係にあ

る． 

𝑛0 = 𝑛i = 𝑛e (2.1.2.9) 

 

2.1.3. ホールスラスタの種類 

今日に至るまで，様々な種類のホールスラスタが開発されている．代表的なもの

に，ロシアの Fakel 社が開発した SPT シリーズがある．また，ESA (European Space 

Agency) からは，2003 年に SSP-1350-G ホールスラスタを採用した月周回衛星

SMART-1 (Small Mission for Advanced Research in Technology) がフランスから打ち

上げられた.23 一方，日本の JAXA (Japan Aerospace Exploration Agency) では，ホー

ルスラスタを搭載した全電化衛星 ETS-9 (Engineering Test Satellite-9) の打ち上げを

2023 年に計画している.24,25 この衛星は，海外の実績のあるホールスラスタを主推

進器として採用し，試験的にいくつかの国産ホールスラスタを搭載している．この

ように，ホールスラスタの実用化は現在の大きなトピックの一つである． 

日本でもこれまでにホールスラスタの研究は盛んに行われているが，その主な目

的は実用化よりもむしろホールスラスタの物理の解明や，性能や設計の向上に重点
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を置く傾向にある.26 図 2.2 に本研究室が所有する 1 kW 級ホールスラスタを示す．

このホールスラスタは，以下で説明するマイクロ波干渉計測による電子密度揺動計

測を行うために開発されたものである．寸法は 200 mm × 200 mm × 85 mm，チャ

ンネル外径は 91 mm，内径は 61 mm，チャンネル幅は 15 mm，チャンネル長は 14 

mm である．コイルはチャンネル内部に 1 つと外部に 4 つ設置しており、内外で逆

向きの電流が流れるようになっている．図 2.3 に磁場分布を示す．(a)より，出口付

近の磁場が強くなることが分かる．また，背面にはマイクロ波干渉計測機の導波管

を挿入するための穴が 12 個空いている． 

 
図 2.2. 1 kW 級ホールスラスタ 

 

図 2.3. 1 kW 級ホールスラスタの磁場形状. (a)周方向断面図(b)軸方向断面図 

 



 

8 

 

2.1.4. 放電電流振動・電子密度揺動 

前述の通り，ホールスラスタはシンプルな構造をしている．しかし，その物理は

とても複雑であり，開発から 60 年以上経った現在でも完全には解明されていない．

解明されていない現象の一つとして，プラズマ揺動から生じる放電電流振動がある. 

12,24,27-29 この現象は，他の装置への電磁干渉や，性能や寿命への影響といった問題

を生じさせる.24,29  

このプラズマ現象を解明するために，これまで様々な計測が行われてきているが，

プラズマの直接計測のためには，多くの場合 Langmuir プローブによる静電ポテン

シャル計測が行われる.31,32 しかし，この測定方法はプラズマ中に直接計測装置を挿

入するため，装置が要因で少なからずともプラズマを攪乱してしまい，その測定結

果は正確性に欠ける．そこで本研究室の先行研究では，マイクロ波干渉計測法を用

いてチャンネル内部の電子密度を計測する手法を開発した. 19,32 この手法はプラズ

マに非接触で計測できるため，従来の手法よりも信頼度が高い結果を得ることがで

きた．図 2.4 にマイクロ波干渉計測のアンテナの配置図を示す．円の灰色部はホー

ルスラスタのチャンネルを下流側から見たものである．この計測では，マイクロ波

のアンテナは排気面から 3 mm 上流側に設置している．図 2.5 にこの計測から得ら

れた 1 kW 級ホールスラスタ内部の電子密度揺動のフーリエ線図を示す．この図か

ら，いくつかの揺動が存在することが確認できる(106 Hz 以降に現れているいくつ

かの直線状のピークはノイズである)．これらは先行研究により，プラズマ波によ

るものであるとされている. 12,27 しかし，本研究室の 1 kW 級ホールスラスタにお

いて，どの周波数の揺動が何のプラズマ波であり，それらがどのようなプラズマ不

安定性に由来するかは明らかになっていない．そこで本研究では，1 kW 級ホール

スラスタにおけるプラズマ揺動の同定を行うことを目的とした．その第一歩として，

本研究では電子が電場に垂直に周方向ドリフトすることのみによって励起される

不安定性である電子ドリフト不安定性の特性について調査することを目的とした． 
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図 2.4. マイクロ波干渉計測の計測方向 

 

図 2.5. ホールスラスタ内部の電子揺動のフーリエ線図 
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2.2. プラズマ揺動 

上記のとおり，ホールスラスタのプラズマでは，様々な不安定性が予測されてい

る．本節では，先行研究によって存在が予測されているホールスラスタにおけるプ

ラズマ不安定とプラズマ波の一部を紹介する． 

 

2.2.1. 電子ドリフト不安定性 

電子ドリフト不安定性 (Electron Drift Instability, EDI) は電子の𝑬 × 𝑩ドリフトに

よって静電的に引き起こされる．以下にそのメカニズムを示す． 

1. 𝐸0 を横切って電子が𝑬 × 𝑩ドリフトする(ホール電流)． 

2. ホール電流を自由エネルギーとして様々なプラズマ波が励起される． 

EDI によって生じるプラズマ波の候補は 2.2.2 節から 2.2.5 節で説明する． 

 

図 2.6. 電子ドリフト不安定性の簡略図 

 

2.2.2. イオン音波 

 空気中を伝搬する音は，空気の分子同士の衝突によって伝搬する波であるが，プ

ラズマ中では分子は電荷をもち，同じ電荷同士には斥力が生じる．イオン音波は，

電場摂動がイオン間を非接触で，まるで空気中を伝搬する音のように伝搬するため

この名称がつけられている.22 イオンの振動は，その質量の大きさから振動の周波

数は電子の波と比較し小さいと予測でき，プラズマ近似(式 (2.1.2.9))が適応できる．

その場合の分散関係を示す． 

𝜔

𝑘
= (

𝑘B𝑇e + 𝛾i𝑘B𝑇i
𝑀

)
1/2

= 𝑐s (2.2.2.1) 

また，プラズマ近似が成り立たない状況(𝑛i ≠ 𝑛e)を仮定した場合，分散関係の導出

にはポアソン方程式(式(3.4.1))を用いる．その場合のイオン音波の分散関係は， 
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𝜔

𝑘
= (

𝑘B𝑇e
𝑀

1

1 + 𝑘2𝜆De
2 +

𝛾i𝑘B𝑇i
𝑀

)

1
2

= 𝑐s (2.2.2.2) 

ここで，𝜔 [rad/s] はイオン音波の周波数，𝑘 [2π/m] はイオン音波の波数，𝛾iはイ

オンの比熱比，Ti [eV] はイオン温度，𝑐s [m/s]はイオン音速，𝜆De [m]は電子のデ

バイ長である．中性粒子の場合，粒子の熱運動がゼロだと音波は発生しないが，イ

オン音波の場合は，式 (2.2.2.1)，(2.2.2.2)より，𝑇i = 0 eV の場合でも発生すること

が分かる．一方，𝑇e ≲ 𝑇i だと，イオンの熱速度𝑢thi = √𝛾i𝑇i/𝑀 [m/s]がイオン音速 

𝑐s に近づくため，ランダウ減衰(粒子と波の速度が近しい場合，速い方のエネルギ

ーが遅い方に吸収され，速い方の波は減衰，遅い方は成長する現象)によってイオ

ン音波は減衰し，すぐに消滅してしまう.33 

 ホールスラスタにおいてはイオンの熱運動は小さく(0.1 eV 程度)，そのため本研

究においては無視していることから 𝑇i を含む項の影響は無視できるが，EDI によ

るイオン音波の成長が考えられる．電子が周方向に 𝑬 × 𝑩 ドリフトすることによ

って電子の速度分布がシフトする．この状況でイオン音波と電子が共鳴し，ランダ

ウ減衰と逆の機構でイオン音波がエネルギーを受け取ることで波が成長している

と考えられる． 

 

2.2.3. 混成波 

 混成波は，波と磁場が完全に垂直であるときに生じる共鳴であり，その周波数で

2 つに分けられる.34 一方は高域混成波と呼ばれる静電波で，以下の分散関係で表さ

れる.22 

𝜔UH = √𝜔pe2 + 𝜔ce2 (2.2.5.1) 

式から，電子のプラズマ周波数とサイクロトロン周波数の共鳴であることが分かる．

この波の概要図を図 2.8 に示す．上記の説明の通り，プラズマに密度勾配がある場

合，密な領域から疎な領域の方向へ電場が生じる．これにより生じるローレンツ力

により，電子のラーマ運動は楕円軌道を描く．この場合，電子には密度を均衡させ

ようと生じる力(プラズマ振動の復元力)と，ラーマ運動のローレンツ力が働く．そ

のため，式 (2.2.1.1)の 𝜔pe = 0 rad/sとした場合はローレンツ力のみが残り，単に

サイクロトロン周波数となる．また𝜔ce = 0 rad/sとした場合も復元力のみ残るの

で，単にプラズマ振動となる． 

 もう一方の共鳴を低域混成波と呼び，以下の分散関係がある.22 
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ωLH = √𝜔ci
2𝜔ce2 (2.2.5.2) 

式より，イオンと電子のサイクロトロン周波数の共鳴であることが分かる．これら

の混成波は，電子のラーマ半径と慣性力の小ささから，磁場と波が完全に 90°で

ないと発生しないため，観測は難しいとされているが，核融合プラズマでは，これ

を生じさせることでイオンを高効率で加熱できる研究も行われている.35,36 

 

図 2.8 高域混成波による電子の運動 

 

2.2.4. 電子サイクロトロン高調波 

電子サイクロトロン高調波は別名 Bernstein 波 (電子サイクロトロン共鳴，ECR

とも) と呼ばれ，その名の通り電子サイクロトロン周波数の整数倍の周波数 𝑛𝜔ce 

に現れる静電波である.22,37 この波は様々な性質を有しており，上記の混成波も含ま

れる．サイクロトロン運動に起因するので，波は磁場と垂直に減衰を受けずに伝搬

し，逆に垂直でない場合は速やかに減衰する．また，カットオフ密度(波が伝搬しな

くなる密度の条件)が存在しないことから，どんな電子密度でも伝搬すると言われ

ており，また低温プラズマ (~10 eV) の過熱も可能であるとされている.38 そのため

高温である必要がある核融合プラズマでは，電子サイクロトロン共鳴加熱(ECRH)

と呼ばれるプラズマ過熱方法があり，𝜔ceの整数倍の周波数の電磁波を入射するこ

とで ECR を発生させ，電子を加熱することで間接的にイオンを加熱し，プラズマ

の温度を上昇させる.39 ECRH は，電磁波のアンテナとプラズマとの距離を置ける

こと，また局所的な加熱が可能なことが長所である．ホールスラスタでは半径方向

に磁場が印加されており，電子は十分なラーマ運動を行う設計であることから，

Bernstein 波はスラスタ軸方向もしくは周方向に発生していると考えられる． 

 

2.2.5. 電子サイクロトロンドリフト不安定性 

ホールスラスタにおいて，EDI で生じる不安定性のひとつとして電子サイクロト

ロンドリフト不安定性(ECDI)がある.15,16,40-43 宇宙空間における無衝突衝撃波面で

も観測されており，磁力線を横切るイオンビームによってサイクロトロン高調波が
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励起され，そのため磁場と垂直に伝搬する静電波である．この不安定性は磁場に垂

直な電子の過熱に寄与する． 

 

2.2.6. ドリフト波 

ある空間に閉じ込められているプラズマは熱的平衡状態になることはなく，その

密度勾配により常に不安定性が存在する．これをユニバーサル不安定性という．そ

の一つがドリフト波，もしくはドリフト不安定性と呼ばれる.22,44 図 2.7 にドリフト

波が伝搬する様子を示す．z 軸方向に示す磁場と，x 軸と並行に密度勾配がある状

況を考える.44,45 

1. 密度勾配を均衡しようとする 

2. その質量を理由に，イオンよりも電子の方が疎の領域に速く移動する(ボルツ

マン関係)．すると，正のポテンシャルと負のポテンシャルの領域ができるの

で，電場が生じる． 

3. イオンと電子は磁場と電場によりドリフトする．イオンの電場方向への移動

と，電子の慣性により，初期状態とはずれた場所に密度勾配が生じる． 

4. 再びポテンシャルの集中による電場が発生する 

上記のプロセスを繰り返すことで，ドリフト波は y 軸方向へと伝搬する．このよう

に，ドリフト波は小さな密度勾配からでも励起され，磁場とは垂直方向に伝搬する

静電波である．ホールスラスタにおいては，排出方向に生じる密度勾配が起因して

この波が形成される可能性がある． 

 

図 2.7 ドリフト波が励起される様子 
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2.2.7. 電離不安定性 

最後に，ホールスラスタのプラズマ揺動で一番振幅が大きいとされている，電離

不安定性を紹介する.29,46 この不安定性は，衝突により電離し，イオンが電場に沿っ

て動くプラズマに発生する．ホールスラスタにおけるこの不安定性の原理を図 2.9

と以下に示す． 

1. 中性粒子は電子との衝突により電離し，イオンは電場によって排出される． 

2. 電離が進むと，閉じ込められる電子も増えるので，中性粒子-電子の衝突周波

数が増加，結果 1と比較してプラズマ密度が上昇，中性粒子密度は減少する． 

3. 電子が増えると電場が強化され，イオンの排出速度も増加する．推進剤流量が

一定だとイオンの粒子数も一定であるため，結果イオン密度が減少，またプラ

ズマは準中性を保つ傾向にあるので，電子も同時に拡散し，つまりプラズマ密

度が減少する． 

4. 閉じ込められた電子が減少するため，電離の周期も低下し，中性粒子密度が増

加する． 

5. 徐々に電離が進み，1に戻る 

 

図 2.9 ホールスラスタにおける電離不安定性のプロセス 
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3. 分散関係の導出 

本章では，EDI の分散関係を導出した．計算の流れを説明する．まず，電子の 𝑬 ×

𝑩ドリフトによって生じる摂動電場 𝑬̃が存在する環境を考慮する．そこに印加電場

 𝑬 で排出されるイオンと，𝑬 × 𝑩 ドリフトする電子が 𝑬̃ によって摂動されると

考える．つまり，イオン密度揺動 𝑛̃iと電子密度揺動 𝑛̃e が生じる．電荷を持つ粒子

の揺動が生じると，それらによる摂動電場 𝑬̃ が生じる．このように，自ら与えた

影響が自分に返ってくる場のことを自己無撞着場と呼ぶ． 

3.1 節では計算の条件とパラメータを述べる．値は本研究室の先行研究の実際の

実験のパラメータを用いた．3.2 節ではイオン密度揺動 𝑛̃iを導出した．導出には 2

つの流体方程式を用いた．3.3 節では，電子密度揺動 𝑛̃eを導出した．電子は定常状

態でマクスウェル型の速度分布 𝑓0 を持つと仮定し，その運動を，Vlasov 方程式を

用いて表し，速度分布揺動 𝑓e を導出，それを速度積分することで密度揺動を導出

した．3.4 節では，ポアソン方程式を用いて，密度揺動から分散関係を導いた． 

3.1. パラメータ 

図 3.1 に計算に用いた座標系を示す．𝑥 軸方向に印加電場 𝑬，𝑧 軸方向に印加磁

場 𝑩 が一様に存在するものとし，結果周方向に取った 𝑦  軸と反対方向に電子が

一定速度 𝒗𝐃 で 𝑬 × 𝑩 ドリフトしているとした．ここで，𝑬 × 𝑩ドリフト速度 𝒗𝐃 

は，密度勾配や磁場勾配等，その他の要因から生じるドリフト速度よりも十分に大

きなものとした．これらの条件は一様であると仮定し，また一方にのみ方向を持つ

とした．そのため，定常プラズマでは以下のようになる． 

𝑬 = 𝐸0𝑥̂ (3.1.1) 

𝑩 = 𝐵0𝑧̂ (3.1.2) 

𝒗D = −
𝐸0
𝐵0
𝑦̂ (3.1.3) 

𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑛0 (3.1.4) 

表 3.1 に計算に用いたパラメータを示す．ここで，𝐿𝑥 と 𝐿𝑧 はそれぞれアノード

から排気面までの長さと，半径方向のチャンネル幅，また 𝑉D  は放電電圧である 

(𝐸 = 𝑉D/𝐿𝑥)．𝑛0 はプラズマ密度である. プラズマ近似を用いると，𝑛0 = 𝑛i = 𝑛eと
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仮定できる.22 𝑇e は電子温度である．𝑛0  は実験からおおよそ仮定した値であり，

𝑇e はホールスラスタにおける典型的な値を用いた． その他の値は実際の実験パラ

メータを用いている．実際には電場や磁場，密度などは空間勾配を持つが，ここで

はその影響を考慮しないため，平均した値を用いている．また，推進剤には Xe ガ

スを用いている．表 3.1.2 は表 3.1.1 と物理定数から算出した各周波数である．ここ

で，𝑓ci と 𝑓ce はそれぞれイオンと電子のサイクロトロン周波数，𝑓pi と 𝑓pe はイ

オンと電子のプラズマ周波数である．より詳細なパラメータは付録 A に記載して

いる． 

EDI の周波数は図 2.5 の範囲内に収まっていると仮定すると，𝑓ci はそれより小

さく，また 𝑓ce は大きくなる．つまり，イオンはサイクロトロン運動の周波数より

も電場摂動の周波数の方が小さくなるため非磁化，また電子は電場摂動の周波数よ

りもサイクロトロン運動の周波数の方が小さくなるため磁化されているとして扱

う．また，イオンは印加電場による速度のみ持つと仮定した場合，温度 𝑇i = 0 eV

を仮定できる(冷たいイオン)．また，粒子同士の衝突は考慮しない． 

 

図 3.1. 計算に用いた座標系 

 

表3.1 計算に用いた実験パラメータ 

𝐿𝑥 [mm] 𝐿𝑧 [mm] 𝐵0 [mT] 𝑉D [V] 𝐸 [V/m] 𝑛0 [m
−3] 𝑇e [eV] 

14 15 20 300 21430 1×1018 20 

 

表 3.2 表 3.1 から算出したプラズマの各周波数パラメータ 

𝑓ci [kHz] 𝑓ce [MHz] 𝑓pi [MHz] 𝑓pe [GHz] 

2.3 560 18 9.0 
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3.2. イオン密度揺動 

最初に，イオンの運動を考える．上記の通りイオンの温度を考慮しないことから，

流体である仮定すると，運動方程式は以下のようになる． 

𝑀𝑛i [
𝜕𝒖i
𝜕𝑡

+ (𝒖i ∙ ∇)𝒖i] = 𝑒𝑛i𝑬 (3.2.1) 

ここで 𝑀 はイオン質量，𝒖i はイオン速度ベクトル，𝑒 はイオン電荷である(ここ

では 1 価のイオンを仮定する). 電場はポアソン方程式 𝐸 = −∇𝜙で表される．ここ

で 𝜙 は静電場ポテンシャルである．この関係を用いて式 (3.2.1) を整理すると， 

𝜕𝒖i
𝜕𝑡

+ (𝒖i ∙ ∇)𝒖i =
𝑒

𝑀
(−∇𝜙) (3.2.2) 

印加電場 𝑬  は 𝑥  方向のみの成分であるため，𝒖i  も 𝑥  方向のみの成分を持つ． 

そのため，式 (3.2.2) の第二項は 

(𝒖i ∙ ∇)𝒖i = 𝑢i,𝑥
𝜕𝒖i
𝜕𝑥

+ 𝑢i,𝑦
𝜕𝒖i
𝜕𝑦

+ 𝑢i,𝑧
𝜕𝒖i
𝜕𝑧

= 𝑢i,𝑥
𝜕𝒖i
𝜕𝑥

(3.2.3) 

よって式 (3.2.2)を整理すると， 

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢i,𝑥

𝜕

𝜕𝑥
)𝒖i = −

𝑒

𝑀
∇𝜙 (3.2.4) 

ここで，線形化を適用する．線形化は近似法の一種であり，ある物理量が定常な項

と，微小に摂動する項から構成される場合，微小量の 2 乗以上の項は，定数項と比

べて十分に小さいため，無視できるという考え方である. 22 即ち，ある物理量 g が

定常項 g0と微小摂動項 g̃  から構成され，g = g0 + g̃  の関係にあり，また g0 ≫ g̃ 

である場合， g̃2, g̃3… ≃ 0とでき，g̃ をフーリエ展開すると，時間勾配 ∂/ ∂t と空

間勾配 ∇  はそれぞれ – 𝑖𝜔  と 𝑖𝑘  に置き換えることができる．ここで 𝜔 [rad/s] 

は摂動の周波数，𝑘 [2π/m]  は不安定性の波数である(𝑘2 = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2 )．線形化

するために，速度と電場を以下のように置き換える． 

𝒖i = 𝒖𝐢,𝟎 + 𝒖̃i (3.2.5) 

𝑬 = 𝑬𝟎 + 𝑬̃ = (−∇𝜙0) + (−∇𝜙̃) (3.2.6) 

ここで，添え字 ̃   は摂動項を表す．すると式 (3.2.4) は次のように書き換えるこ

とができる． 

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢i,𝑥

𝜕

𝜕𝑥
) (𝒖𝐢,𝟎 + 𝒖̃i) = −

𝑒

𝑀
∇𝜙̃ (3.2.7) 



 

18 

 

𝒖𝐢,𝟎 は定常であるため，時間変化せず，また空間勾配を持たない．そのため， 

 (
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢i,𝑥

𝜕

𝜕𝑥
) 𝒖̃i = −

𝑒

𝑀
∇𝜙̃ (3.2.8) 

微分項を線形化してフーリエ展開することによって， 

(−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑥𝑢i,𝑥)𝒖̃i = −𝑖
𝑒

𝑀
𝑘𝜙̃ (3.2.9) 

 次に，連続の式を用いる． 

𝜕𝑛i
𝜕𝑡

+ ∇ ∙ (𝑛i𝒖i) = 0 (3.2.10) 

ここで，第二項は 

∇ ∙ (𝑛i𝒖i) = 𝒖i ∙ ∇𝑛i + 𝑛i∇ ∙ 𝒖i (3.2.11) 

よって式 (3.2.10) は 

𝜕𝑛i
𝜕𝑡

+ 𝒖i ∙ ∇𝑛i + 𝑛i∇ ∙ 𝒖i = 0 (3.2.12) 

ここで，密度と速度は以下のようにおける． 

𝑛i = 𝑛0 + 𝑛̃i (3.2.13) 

𝒖i = 𝒖𝐢,𝟎 + 𝒖̃i (3.2.14) 

よって式 (3.2.12) は次のように書き換えることができる． 

𝜕

𝜕𝑡
(𝑛0 + 𝑛̃i) + (𝒖𝐢,𝟎 + 𝒖̃i) ∙ ∇(𝑛0 + 𝑛̃i) + (𝑛0 + 𝑛̃i)∇ ∙ (𝒖𝐢,𝟎 + 𝒖̃i) = 0 (3.2.15) 

𝑛0, 𝒖𝐢,𝟎 は時間・空間変化しない．そのため，式 (3.2.15) は 

𝜕𝑛̃i
𝜕𝑡

+ 𝒖𝐢,𝟎 ∙ ∇𝑛̃i + 𝑛0∇ ∙ 𝒖̃i = 0 (3.2.16) 

𝒖𝐢,𝟎 は 𝑥 成分のみを持つ．線形化し，整理すると， 

(−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑥𝑢i,𝑥)𝑛̃i + 𝑛0𝑖𝑘 ∙ 𝒖̃i = 0 (3.2.17) 

式 (3.1.17) を式 (3.2.9) に代入し整理することで，以下の密度揺動が求まる． 

𝑛̃i
𝑛0
=

𝑘2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2

𝑒𝜙̃

𝑀
(3.2.18) 

ここで，𝑐s
2 = 𝑇e/𝑀, 𝑐s はイオン音速である．そのため式 (3.2.19) を書き換え，最

終的なイオン密度揺動は以下のようになる． 
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𝑛̃i
𝑛0
=

𝑐s
2𝑘2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2

𝑒𝜙̃

𝑇e
(3.2.19) 

3.3. 電子密度揺動 

3.3.1. 速度分布関数揺動の導出 

平衡状態の電子の速度分布が，電子温度 𝑇𝑒 を持つマクスウェル分布であると仮

定する． 

𝑓0 = 𝑛0 (
𝑚

2𝜋𝑇e
)

3
2
exp [−

𝑚

2𝑇e
𝑣′2] (3.3.1) 

ここで 𝑚 は電子質量，𝒗 は電子の速度ベクトルである．電子が摂動状態のとき，

電子の速度分布 𝑓e は Vlasov 方程式で表される． 

𝜕𝑓e
𝜕𝑡

+ 𝒗 ∙ ∇𝑓e −
𝑒

𝑚
[𝑬 + 𝒗 × 𝑩] ∙

𝜕𝑓e
𝜕𝒗

= 0 (3.3.2) 

ここで 𝑓e と 𝑬 は以下のように表すことができる 

𝑓e = 𝑓0 + 𝑓e (3.3.3) 

𝑬 = 𝑬𝟎 + 𝑬̃ (3.3.4) 

𝑓0 は定常であるため，空間・時間変化しない．そのため，式 (3.3.2) を整理すると， 

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝒗 ∙ ∇ −

𝑒

𝑚
[𝑬𝟎 + 𝒗 × 𝑩] ∙

𝜕

𝜕𝒗
)𝑓e =

𝑒

𝑚
𝑬̃ ∙
𝜕𝑓0
𝜕𝒗

(3.3.5) 

よって速度分布関数揺動 𝑓e は右辺を時間積分することで求まる． 

𝑓e = ∫ [
𝑒

𝑚
𝑬 ∙̃

𝜕𝑓0
𝜕𝒗′

] 𝑑𝑡′
𝑡

−∞

= ∫ [
𝑒

𝑚
(−𝑖𝜙̃𝑘) ∙

𝜕𝑓0
𝜕𝒗′

] 𝑑𝑡′
𝑡

−∞

(3.3.6) 

𝑬̃  は 𝒙̃′と𝑡′の関数 𝑬̃(𝑥̃′, 𝑡′)  であり, また添え字 ′  は運動前の状態を表す．即ち，

(𝑥′, 𝑣′, 𝑡′) → (𝑥, 𝑣, 𝑡)である．ここからは 𝑓e を求めるため，式 (3.3.6) を解いていく． 

まず，𝑬̃(𝒙̃′ , 𝑡′)について考える．この 𝒙 は以下で定義される． 

𝑑𝒙

𝑑𝑡
= 𝒗 (3.3.7) 

そのため，まずは速度ベクトル 𝒗 から調査する．𝒗 を時間微分することで，電子

の運動方程式を得る． 

𝑑𝒗

𝑑𝑡
= −

𝑒

𝑚
[𝑬𝟎 + 𝒗 × 𝑩] (3.3.8) 
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この動作を行う前の運動方程式は， 

𝑑𝒗′

𝑑𝑡
= −

𝑒

𝑚
[𝒗′ × 𝑩] (3.3.9) 

𝑩 で外積を行うと，各ベクトルの値は， 

𝑑𝑣𝑥
′

𝑑𝑡′
= −

𝑒𝐵

𝑚
𝑣c,𝑦
′ (3.3.10) 

𝑑𝑣c,𝑦
′

𝑑𝑡′
=
𝑒𝐵

𝑚
𝑣𝑥
′ (3.3.11) 

𝑑𝑣𝑧
′

𝑑𝑡′
= 0 (3.3.12) 

ここで，𝑣𝑦
′ = 𝑣D + 𝑣cであり，𝑣c はサイクロトロン運動の速度である． (𝑣𝑥もサイ

クロトロン運動の速度である)．磁場は 𝑧 方向に印加されているため，式 (3.3.12) 

は時間変化しない．よって， 

𝑣𝑧
′(𝑡′) = 𝑣𝑧 (3.3.13) 

式 (3.3.10) と式 (3.3.11) を 2 階微分すると， 

𝑑2𝑣𝑥
′

𝑑𝑡′2
= −

𝑒𝐵

𝑚

𝑑𝑣c,𝑦
′

𝑑𝑡′
= −(

𝑒𝐵

𝑚
)
2

𝑣𝑥
′ = −𝜔ce

2 𝑣𝑥
′ (3.3.14) 

𝑑2𝑣c,𝑦
′

𝑑𝑡′2
=
𝑒𝐵

𝑚

𝑑𝑣𝑥
′

𝑑𝑡′
= −(

𝑒𝐵

𝑚
)
2

𝑣c,𝑦
′ = −𝜔ce

2 𝑣c,𝑦
′ (3.3.15) 

𝜔ce は電子のサイクロトロン角周波数である．2 階微分方程式を解くと， 

𝑣𝑥
′(𝑡′) = 𝐴 cos𝜔ce𝑡

′ + 𝐵 sin𝜔ce𝑡
′ (3.3.16) 

𝑣c,𝑦
′ (𝑡′) = 𝐴 cos𝜔ce𝑡

′ − 𝐵 sin𝜔ce𝑡
′ (3.3.17) 

A, B は定数である．ここで，速度を以下のように定義する． 

𝑣𝑥
′ = 𝑣⊥ cos 𝜃 (3.3.18) 

𝑣𝑐,𝑦
′ = 𝑣⊥ sin 𝜃 (3.3.19) 

𝜃 は 𝑣𝑥
′  と 𝑣c,𝑦

′  がなす角度である. 式 (3.3.16) と式 (3.3.17)を書き直すと， 

𝑣⊥ cos 𝜃 = 𝐴 cos𝜔ce𝑡 + 𝐵 sin𝜔ce𝑡 (3.3.20) 

𝑣⊥ sin 𝜃 = 𝐴 cos𝜔ce𝑡 − 𝐵 sin𝜔ce𝑡 (3.3.21) 

また，定数 A, B が求まる． 

𝐴 = 𝑣⊥(cos 𝜃 cos𝜔ce𝑡 + sin 𝜃 sin𝜔ce𝑡) (3.3.22) 

𝐵 = 𝑣⊥(cos 𝜃 sin𝜔ce𝑡 − sin 𝜃 cos𝜔ce𝑡) (3.3.23) 

式 (3.3.22) と式 (3.3.23) を式 (3.3.16) と式 (3.3.17) に代入し整理すると， 
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𝑣𝑥
′(𝑡′) = 𝑣⊥ cos{𝜃 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)} (3.3.24) 

𝑣𝑦
′ (𝑡′) = 𝑣D + 𝑢⊥ sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)} (3.3.25) 

ここまでで求めた速度を式 (3.3.7) に従って時間積分すると，変位が求まる． 

𝑧(𝑡′) = 𝑧 + 𝑣𝑧(𝑡
′ − 𝑡) (3.3.26) 

𝑥(𝑡′) = ∫ 𝑣𝑥
′(𝑡′)𝑑𝑡

𝑡′

𝑡

= 𝑣⊥∫ cos{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)} 𝑑𝑡

𝑡′

𝑡

=
𝑣⊥
𝜔ce

[sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)} − sin 𝜃] + 𝑥 (3.3.27)

 

𝑦(𝑡′) = ∫ 𝑣𝑦
′ (𝑡′)𝑑𝑡

𝑡′

𝑡

= ∫ [𝑣D + 𝑢⊥ sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)}]𝑑𝑡

𝑡′

𝑡

= 𝑣D(𝑡
′ − 𝑡) −

𝑣⊥
𝜔ce

[cos{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)} − sin 𝜃] + 𝑦 (3.3.28)

 

次に，式 (3.3.6) の 𝜕𝑓0/𝜕𝒗
′ の項について考える．𝑓0 は式 (3.3.1)で定義される

通りである．𝒗 は 2 つの項に分けることができる． 

𝒗𝟐 = 𝑣∥
2 + 𝑣⊥

2 (3.3.29) 

よって式 (3.3.1) は以下ように書き換えることができる． 

𝑓0 = 𝑛0 (
𝑚

2𝜋𝑇e
)

3
2
exp [−

𝑚

2𝑇e
(𝑣⊥

2 + 𝑣∥
2)] (3.3.30) 

そのため，式 (3.3.6) の微分項は以下のようになる． 

∂

𝜕𝒗′
=
∂𝒗

𝜕𝒗′
∙
∂

𝜕𝒗
=
∂𝑣∥
𝜕𝒗′

∂

𝜕𝑣∥
+
∂𝑣⊥
𝜕𝒗′

∂

𝜕𝑣⊥
(3.3.31) 

右辺の第一項は， 

∂𝑣∥
𝜕𝒗′

=
∂𝑣𝑧
𝜕𝒗′

= 𝑧̂ (3.3.32) 

また 𝒗⊥ は， 

𝑣𝑥
′2 + (𝑣𝑦

′ − 𝑣D)
2
= 𝑣⊥

2 (3.3.33) 

式 (3.3.33) を 𝑣𝑥
′  と 𝑣𝑦

′  で偏微分することで，以下の式を得る． 

2𝑣𝑥
′ = 2𝑣⊥

𝜕𝑣⊥ 

𝜕𝑣𝑥′
(3.3.34) 
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2(𝑣𝑦
′ − 𝑣D) = 2𝑣⊥

𝜕𝑣⊥ 

𝜕𝑣𝑦′
(3.3.35) 

式 (3.3.27) と式 (3.3.28) を式 (3.3.34) と式 (3.3.35) に代入すると， 

𝜕𝑣⊥ 

𝜕𝑣𝑥′
=
𝑣𝑥
′

𝑣⊥
= cos{𝜃 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)} (3.3.36) 

𝜕𝑣⊥ 

𝜕𝑣𝑦′
= sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)} (3.3.37) 

また， 

∂𝑓0
𝜕𝑣⊥

= −
𝑚𝑣⊥
𝑇e

𝑓0 (3.3.38) 

∂𝑓0
𝜕𝑣∥

= −
𝑚𝑣∥
𝑇e

𝑓0 (3.3.39) 

波数を以下のように定義する． 

𝑘𝑥 = 𝑘⊥ cos𝜓 (3.3.40) 

𝑘𝑦 = 𝑘⊥ sin𝜓 (3.3.41) 

ここで 𝜓 は 𝑘𝑥 と 𝑘𝑦 がなす角である. 

以上で式 (3.3.6) を解く準備が整った．式 (3.3.31) を式 (3.3.6) の一部に代入す

ると， 

𝑘 ∙
𝜕

𝜕𝒗′
𝑓0 = 𝑘 ∙ (

∂𝑣∥
𝜕𝒗′

∂

𝜕𝑣∥
+
∂𝑣⊥
𝜕𝒗′

∂

𝜕𝑣⊥
)𝑓0

= 𝑘𝑧
∂

𝜕𝑣∥
+ 𝑘⊥(cos𝜓 cos{𝜃 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)} + sin𝜓 sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)})

∂𝑓0
𝜕𝑣⊥

= 𝑘𝑧
∂

𝜕𝑣∥
+ 𝑘⊥ cos{𝜃 − 𝜓 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)}
∂𝑓0
𝜕𝑣⊥

(3.3.42)

 

揺動成分はある物理量 g̃ を用いると，次のように表すことができる． 

g̃ = g̃𝒌𝜔𝑒
𝑖𝒌𝒙′−𝑖𝜔𝑡′ (3.3.43) 

これを用いて式 (3.3.42) を式 (3.3.6) に代入すると， 

𝑓𝑒
′ = ∫ [

𝑒

𝑚
(−𝑖𝜙̃)𝑘 ∙

𝜕𝑓0
𝜕𝒗
] 𝑑𝑡′

𝑡

−∞

 

= ∫
𝑒

𝑚
(−𝑖𝜙̃𝒌𝜔𝑒

𝑖𝒌𝒙′−𝑖𝜔𝑡′) [𝑘𝑧
∂

𝜕𝑣𝑧
+ 𝑘⊥ cos{𝜃 − 𝜓 + 𝜔ce(𝑡

′ − 𝑡)}
∂𝑓0
𝜕𝑣⊥

]
𝑡

−∞

𝑑𝑡′ (3.3.44) 

また，式 (3.3.26) と式 (3.3.27)，式 (3.3.28) を用いることで，𝑘𝒙′ を以下のように

表すことができる． 

𝑘 ∙ 𝒙′ = 𝑘𝑥𝑥
′ + 𝑘𝑦𝑦

′ + 𝑘𝑍𝑧
′ 
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= 𝑘𝑥 (
𝑣⊥
𝜔ce

[sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)} − sin 𝜃] + 𝑥)

+ 𝑘𝑦 (𝑣𝐷(𝑡
′ − 𝑡) −

𝑣⊥
𝜔ce

[cos{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)} − cos 𝜃] + 𝑦)

+ 𝑘𝑍(𝑧 + 𝑣𝑧(𝑡
′ − 𝑡)) 

= 𝑘⊥
𝑣⊥
𝜔ce

[sin{𝜃 + 𝜔ce(𝑡
′ − 𝑡)} − sin(𝜃 − 𝜓)] + 𝑘𝑦𝑣D(𝑡

′ − 𝑡) + 𝑘𝑧𝑣𝑧(𝑡
′ − 𝑡) + 𝑘𝒙(3.3.45) 

時間成分を以下のように置き替える． 

𝑡′ − 𝑡 = 𝜏 (3.3.46) 

すると式 (3.3.44) は以下のように書き換えられる． 

𝑓e
′ = ∫

𝑒

𝑚
(−𝑖𝜙̃𝒌𝜔)𝑒

𝑖𝑘⊥
𝑣⊥
𝜔ce

{sin(𝜃−𝜓+𝜔ce𝜏)−sin(𝜃−𝜓)}+𝑖𝑘𝑦𝑣D𝜏+𝑖𝑘𝑧𝑣𝑧𝜏+𝑖𝒌𝒙−𝑖𝜔𝜏−𝑖𝜔𝑡 [𝑘𝑧
∂

𝜕𝑣∥

0

−∞

+ 𝑘⊥ cos(𝜃 − 𝜓 + 𝜔ce𝜏)
∂𝑓0
𝜕𝑣⊥

] 𝑑𝜏 

=  −𝑖𝜙̃𝒌𝜔
𝑒

𝑚
𝑒𝑖(𝒌𝒙−𝜔𝑡) [∫ 𝑒

𝑖𝑘⊥
𝑣⊥
𝜔𝑐𝑒

{sin(𝜃−𝜓+𝜔ce𝜏)−sin(𝜃−𝜓)}𝑒−𝑖(𝜔−𝑘𝑦𝑣D−𝑘𝑧𝑣𝑧)𝜏
 0

−∞

× (𝑘𝑧
𝜕𝑓0
𝜕𝑣∥

+
𝜔 − 𝑘𝑦𝑣𝐷 − 𝑘𝑧𝑣𝑧

𝑣⊥

𝜕𝑓0
𝜕𝑣⊥

)𝑑𝜏 +
1

𝑖

1

𝑣⊥

𝜕𝑓0
𝜕𝑣⊥

] 

(3.3.47) 

式 (3.3.43) に従って 𝑒𝑖(𝑘𝒙−𝜔𝑡) を外すと， 

𝑓e,𝒌𝜔

= −𝑖𝜙̃𝒌𝜔
𝑒

𝑚
×
1

𝑖

1

𝑣⊥

𝜕𝑓0
𝜕𝑣⊥

−𝑖𝜙̃𝒌𝜔
𝑒

𝑚
[∫ 𝑒

𝑖𝑘⊥
𝑣⊥
𝜔ce

{sin(𝜃−𝜓+𝜔ce𝜏)−sin(𝜃−𝜓)}𝑒−𝑖(𝜔−𝑘𝑦𝑣D−𝑘𝑧𝑣𝑧)𝜏
 0

−∞

× (𝑘𝑧
𝜕𝑓0
𝜕𝑣∥

+
𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑘𝑧𝑣𝑧

𝑣⊥

𝜕𝑓0
𝜕𝑣⊥

)𝑑𝜏] 

(3.3.48) 

ここで，次の関係式を用いる． 

𝑒𝑖𝑧𝑠𝑖𝑛𝜑 =∑𝐽𝑙(𝑧)𝑒
𝑖𝑙𝜑

𝑙

(3.3.49) 

すると式 (3.3.48) は以下のように書き直すことができる． 
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𝑓e,𝒌𝜔

=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

𝑓0

− 𝑖𝜙̃𝒌𝜔
𝑒

𝑚
∫ ∑𝐽𝑛1 (

𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) 𝑒𝑖𝑛1(𝜃−𝜓+𝜔ce𝜏)∑𝐽𝑛2 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔𝑐𝑒

) 𝑒𝑖𝑛2(𝜃−𝜓)

𝑛2𝑛1

𝑒−𝑖(𝜔−𝑘𝑦𝑣D−𝑘𝑧𝑣𝑧)𝜏
 0

−∞

× {−𝑘𝑧
𝑚𝑣𝑧
𝑇e

+
𝑚(𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑘𝑧𝑣𝑧)

𝑇e
}𝑓0𝑑𝜏                             (3.3.50) 

最後に式 (3.3.50) 右辺の第二項を積分することで， 𝑓e,𝒌𝜔 を得る． 

𝑓e,𝒌𝜔

=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

𝑓0

−
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

𝑓0 ∑ ∑
𝜔− 𝑘𝑦𝑣D

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce

∞

𝑛2=−∞

∞

𝑛1=−∞

 𝐽𝑛1 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) 𝐽𝑛2 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) 𝑒𝑖(𝑛1−𝑛2)(𝜃−𝜓) 

(3.3.51) 

3.3.2. 電子密度揺動の導出 

次に，式 (3.3.51) を速度で積分することによって，電子密度を導出する． 

𝑛̃e,𝒌𝜔
𝑛0

= ∫ 𝑓e,𝒌𝜔

∞

−∞

𝑑𝒗

= ∫
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

𝑓0

∞

−∞

𝑑𝒗

− ∫
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

𝑓0 ∑ ∑
𝜔− 𝑘𝑦𝑣D

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce

∞

𝑛2=−∞

∞

𝑛1=−∞

 𝐽𝑛1 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) 𝐽𝑛2 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) 𝑒𝑖(𝑛1−𝑛2)(𝜃−𝜓)
∞

−∞

𝑑𝒗 

=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

−
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

∑ ∫
𝑚

2𝜋𝑇e
𝑒
−
𝑚e
2𝑇e

𝑣⊥
2∞

−∞

𝐽𝑛
2 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) × 2𝜋𝑣⊥𝑑𝑣⊥

∞

𝑛=−∞

 

× ∫ (
𝑚

2𝜋𝑇e
)

1
2
𝑒
−
𝑚e
2𝑇e

𝑣∥
2 𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce
𝑑𝑣∥ 

∞

−∞

(3.3.52) 

式 (3.3.52) の右辺の第二項の𝑣⊥の積分に関して，以下の関係式を用いる． 

∫ 𝑥𝑒−𝑎
2𝑥2𝐽𝑛(𝑝𝑥)𝐽𝑛(𝑞𝑥)

∞

0

=
1

2𝑎2
𝑒
−
𝑝2+𝑞2

4𝑎2 𝐼𝑛 (
𝑝2 + 𝑞2

4𝑎2
) (3.3.53) 

この式を式 (3.3.52) に用いることで，右辺の第一項は以下のようになる． 
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∫
𝑚

2𝜋𝑇e
𝑒
−
𝑚e
2𝑇e

𝑣⊥
2∞

−∞

𝐽𝑛
2 (
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔ce

) × 2𝜋𝑣⊥𝑑𝑣⊥ = 𝑒−𝑏𝐼𝑛(𝑏) (3.3.54) 

ここで，𝐼𝑛(𝑏)  は 𝑛  次の第一種の修正ベッセル関数である．この関数について

は 4.1 節で定義する．また，𝑏 = 𝑘⊥
2𝜌e

2, 𝜌e
2 = 𝑣the

2 /𝜔ce
2 は電子の Larmor 半径, 𝑣the

2 =

𝑇e/𝑚  は電子の熱速度である．式 (3.3.52) の右辺の第二項の 𝑣∥  の積分に関して，

以下の関係式を用いる． 

Z(𝜉𝑛) =
1

√𝜋
∫

𝑒−𝑡
2

𝑡 − 𝜉𝑛
𝑑𝑡

∞

−∞

(3.3.55) 

これはプラズマ分散関数と呼ばれる.14,15,36,47,48ここで，以下のように置く． 

𝑡 = √
𝑚e

2𝑇e
𝑣∥ =

1

√2

𝑣∥
𝑣the

(3.3.56) 

𝑣∥ = √2𝑣the𝑡 (3.3.57) 

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce
=
𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

√2𝑘𝑧𝑣the

1

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce

√2𝑘𝑧𝑣the
− 𝑡

(3.3.58)
 

そのとき， 

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce

√2𝑘𝑧𝑣the
= 𝜉𝑛 (3.3.59) 

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

√2𝑘𝑧𝑣the
= 𝜉0 (3.3.60) 

よって， 

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

√2𝑘𝑧𝑣the

1

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce

√2𝑘𝑧𝑣the
− 𝑡

= (−1)𝜉0
1

𝑡 − 𝜉𝑛
(3.3.61)

 

式 (3.3.55), 式 (3.3.56), そして式 (3.3.61) を用いると，式 (3.3.52) の右辺の第 2

項は以下のようになる． 

∫ (
𝑚

2𝜋𝑇e
)

1
2
𝑒
−
𝑚e
2𝑇e

𝑣∥
2 𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛1𝜔ce
𝑑𝑣∥ 

∞

−∞

= −𝜉0
1

√𝜋
∫

𝑒−𝑡
2

𝑡 − 𝜉𝑛
𝑑𝑡

∞

−∞

= −𝜉0𝑍(𝜉𝑛) (3.3.62)

 

式 (3.3.54) と (3.3.62) を式 (3.3.52) に代入することで，以下の電子密度揺動の

式を得る． 
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𝑛̃e,𝒌𝜔
𝑛0

=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

+
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

∑ 𝑒−𝑏𝐼𝑛(𝑏)𝜉0𝑍(𝜉𝑛)

∞

𝑛=−∞

(3.3.63) 

 

3.4. 分散関係の導出 

EDI では，電場摂動 𝑬̃ でイオンと電子の密度揺動が生じ，それによる電場摂動 𝑬̃

も生じるが，それは電荷の密度差から生じるものである．そのため，イオン密度揺

動 𝑛̃i (式 (3.2.20))と電子密度揺動 𝑛̃e (式 (3.3.64)) は等しくならない．そのため，

以下に示すポアソン方程式に代入する． 

∇ ∙ 𝑬̃ = 4𝜋𝑛0𝑒 (
𝑛̃i
𝑛0
−
𝑛̃e
𝑛0
) (3.4.1) 

そして線形化すると以下のようになる． 

𝑘𝟐𝜙̃ = 4𝜋𝑛0𝑒 [{
𝑐s
2𝑘2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2

𝑒𝜙̃

𝑇e
} − {

𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

+
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

∑ 𝑒−𝑏𝐼𝑛(𝑏)𝜉0𝑍(𝜉𝑛)

∞

𝑛=−∞

}] (3.4.2) 

これを整理すると，分散関係が得られる． 

𝑘2𝜆De
2 =

𝑘2𝑐s
2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 − 1 − ∑ 𝑒−𝑏𝐼𝑛(𝑏)𝜉0𝑍(𝜉𝑛)

∞

𝑛=−∞

(3.4.3) 

ここで，𝜆De
2 = 𝜀0𝑇e/𝑛0𝑒

2は電子のデバイ長である． 
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4. 分散関係の解析 

本章では，3 章で導出した分散関係の解析を行った．分散関係にはプラズマ分散

関数 𝑍(𝜉𝑛)  が含まれるが，この関数の解が虚数解であることや，発散することか

ら，数値的に解くことは難しいとされている.47,48 そのため，4.1 節では𝑍(𝜉𝑛)の引

数 𝜉𝑛 の極限を取ることで，近似解を得た．しかし，分散関係の実験による検証の

ためには，近似解ではなく分散関係を数値的に解く必要がある．そこで，PlasmaPy

という，𝑍(𝜉𝑛) を数値的に解くことができるパッケージを用いることにした．4.2 節

では，数値解析のために分散関数を変形した．4.3 章では計算コードの開発，4.4 章

ではその確認を行った． 

 

4.1. 近似解の導出 

 上記の通り，プラズマ分散関数 𝑍(𝜉𝑛) を数値的に解くことは困難である．その

ため，引数 𝜉𝑛 の極限を取った場合の 𝑍(𝜉𝑛) の近似解が存在する.22 まずはそれを

利用して分散関数の近似解を計算した．ここで，因数 𝜉𝑛 は式 (3.3.59) に示す通り，

分母に磁場方向の波数，分子に周方向の波数を持ち，磁場方向の波数の割合を示し

ている．すなわち，𝜉𝑛 ≫ 1 の極限では磁場方向の波数は十分に少なく，𝜉𝑛 ≪ 1 の

極限は磁場方向の波数が十分に大きいという意味を持つ．それらの極限での 

𝑍(𝜉𝑛) の近似解を以下に示す． 

𝑍(𝜉𝑛) =

{
 

 𝑖√𝜋𝜎𝑒−𝜉𝑛
2
−
1

𝜉𝑛
(1 +

1

2𝜉𝑛2
+ ∙∙∙ )    for 𝜉𝑛 ≫ 1

𝑖√𝜋𝑒−𝜉𝑛
2
− 2𝜉𝑛 (1 −

2

3
𝜉𝑛
2 + ∙∙∙ )    for 𝜉𝑛 ≪ 1

(4.1.1) 

ここで，𝜎 は 

𝜎 =

{
  
 

  
 0    for Im𝜉𝑛 >

1

|Re𝜉𝑛|

1   for |Im𝜉𝑛| <
1

|Re𝜉𝑛|

2  for Im𝜉𝑛 < −
1

|Re𝜉𝑛|

(4.1.2) 
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また，𝐼𝑛(𝑏) で表される第一種の修正ベッセル関数についても近似解を使用する．  

𝐼𝑛(𝑏) ≃
1

𝑛!
(
𝑏

2
)
𝑛

=
1

𝑛!
(
𝑘⊥
2𝜌e

2

2
)

𝑛

(4.1.3) 

以下の項では，分散関係に 𝑍(𝜉𝑛) の近似式を適用し，𝜉𝑛の極限での分散関係を導

出する．また，𝑍(𝜉𝑛) は電子密度揺動 𝑛̃e(式 (3.3.63))にも表れる．適応することで，

電子の密度揺動 𝑛̃eとポテンシャル揺動 𝜙̃ の関係，すなわちマイクロ波干渉計測と

プローブ計測で得られる結果の比較ができる． 

 

4.1.1. 𝜉𝑛 ≫ 1 の場合 

𝜉𝑛 ≫ 1 で極限を取った場合，すなわち磁場に平行な電子の運動が小さい場合

(𝑘∥ = 𝑘𝑧 ≃ 0)の分散関係の近似を行う．プラズマ分散関数の近似式 (4.1.1) を分散

関係の式 (3.4.3)に当てはめると，以下の式を得る． 

𝑘2𝜆De
2 =

𝑘2𝑐s
2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 − 1 − ∑ 𝑒−𝑏𝐼𝑛(𝑏)𝜉0 (−

1

𝜉𝑛
+ 𝑖√𝜋𝜎𝑒−𝜉𝑛

2
)

∞

𝑛=−∞

(4.1.1.1) 

周波数 𝜔 が実数解と虚数解を持つとき，すなわち  

𝜔 = 𝜔R + 𝑖𝛿𝜔 (𝜔R ≫ 𝛿𝜔) (4.1.1.2) 

の場合，𝜔R は不安定性の周波数，また 𝛿𝜔 は不安定性の成長率を示す．成長率は

波が立つ早さを示すもので，成長率が高いほど早く波が立ち，ゼロだと波は立たな

い．計算の複雑さから，ここでは実数解のみ，すなわち周波数のみを導出する． 

 式(4.1.1.1) の右辺第 3 項について，以下のテーラー展開を用いる． 

∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)2 = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) +

∞

𝑛=0

∙∙∙ (4.1.1.3) 

すると，式(4.1.1.1) の右辺第 3 項は以下のようになる． 

∑ 𝑒−𝑏
∞

𝑛=−∞

= 1 − 𝑏 (4.1.1.4) 

∑ 𝐼𝑛(𝑏) (−
1

𝜉𝑛
)

∞

𝑛=−∞

= ∙∙∙  + {−
𝑏

2
(−

1

𝜉−1
)} + {−

𝑏

2
(−

1

𝜉1
)} + ∙∙∙ (4.1.1.5) 

よって，式 (4.1.1.1) は 
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𝑘2𝜆De
2 =

𝑘2𝑐s
2

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 − 1 + (1 − 𝑏) −

𝑏

2
(
𝜉0
𝜉1
+
𝜉0
𝜉−1

) 

=
𝑘2𝑐s

2

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 − 𝑘⊥

2𝜌e
2 − 𝑘⊥

2𝜌e
2

(𝜔R − 𝑘𝑦𝑣D)
2

(𝜔R − 𝑘𝑦𝑣D)
2
− 𝜔ce2

(4.1.1.6) 

整理すると， 

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2
=

𝑘2𝑐s
2

𝑘2𝜆De
2 + 𝑘⊥

2𝜌e2
(4.1.1.7) 

𝑘𝑧 ≃ 0 なので， 

𝑘2𝑐s
2

𝑘2𝜆De
2 + 𝑘⊥

2𝜌e2
≃

𝑐s
2

𝜆De
2 + 𝜌e2

=

𝑇e
𝑀

𝜀0𝑇e
𝑛0𝑒2

+
𝑣the
2 𝑚2

𝑒2𝐵2

(4.1.1.8) 

整理することで，最終的に以下の関係を得る． 

𝑇e
𝑀

𝜀0𝑇e
𝑛0𝑒2

+
𝑣the
2 𝑚2

𝑒2𝐵2

=

𝑇e
𝑀

𝜀0𝑇e
𝑛0𝑒2

+
𝑇e𝑚
𝑒2𝐵2

=
𝑛0𝑒

2𝐵2

𝑀(𝜀0𝐵2 +𝑚𝑛0)
=

𝑛0𝑒
2𝐵2

𝑀𝑛0 (
𝜀0𝐵2

𝑛0
+𝑚)

≃
𝑒2𝐵2

𝑀𝑚
= 𝜔ci𝜔ce (4.1.1.9)

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2
= 𝜔ci𝜔ce (4.1.1.10)

 

この式は低域混成波と呼ばれる波の周波数と一致する.22 低域混成は，電場摂動

が磁場とちょうど垂直の関係，すなわち 𝑬̃ ⊥ 𝑩 の場合，電子とイオンのサイクロ

トロン周波数が共鳴を起こし，それらの積の周波数で電場揺動が生じる現象である．

また，プラズマ分散関数の近似式を式 (3.3.63) に適応する．すると以下の式を得る． 

𝑛̃e
𝑛0
=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

+
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

𝑘⊥
2𝜌e

2 − 𝑘⊥
2𝜌e

2
(𝜔R − 𝑘𝑦𝑣D)

2

(𝜔R − 𝑘𝑦𝑣D)
2
− 𝜔ce2

= 𝑘⊥
2𝜌e

2
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

(4.1.1.11) 

デバイ長は 10−4 [m] のオーダーを持ち，𝑘⊥
2𝜌e

2 は十分に小さな値を取ると考えら

れる．そのため式 (4.1.1.11) は，電子の密度揺動 𝑛̃eよりもポテンシャル揺動 𝜙̃ の

方が大きいことを示す． 

 

4.1.2. 𝜉𝑛 ≪ 1 の場合 

 𝜉𝑛 ≪ 1の場合，すなわち磁場方向の波数が十分に大きな場合を想定する．この場

合，𝑘 の中で 𝑘⊥の値は小さくなるため，3.3 節で定義される 𝑏 は次のように定義

できる． 
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𝑏 = 𝑘⊥
2𝜌e

2 ≪ 1 (4.1.2.1) 

そのため，𝑏 を引数とする以下の関数も極限を取る． 

𝑒−𝑏 ≃ 1, 𝐼𝑛(𝑏) ≃ 1 (4.1.2.2) 

プラズマ分散関数の近似式 (3.4.5) と (4.2.1.1)，式 (4.1.2.2) をプラズマ分散関係式 

(3.4.3) に当てはめると， 

1 + 𝑘2𝜆De
2 =

𝑘2𝑐s
2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 − 𝜉0(−2𝜉0 + 𝑖√𝜋) (4.1.2.3) 

ここで，周波数が虚部を持つという仮定(式 (4.1.1.2))と，右辺第一項の分母にテー

ラー展開を適用する． 

1

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 =

1

(𝜔R + 𝛿𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 =

1

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 −

2

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
3 𝑖𝛿𝜔 (4.1.2.4) 

そのため式 (4.1.2.3)は以下のように実部と虚部に変形できる． 

1 + 𝑘2𝜆De
2 =

𝑘2𝑐s
2

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 − 𝑖

2𝑘2𝑐s
2𝛿𝜔

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
3 − 𝑖𝜉0√𝜋 (4.1.2.5) 

実数項は以下で示される． 

(𝜔R − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2
=

𝑘2𝑐s
2

1 + 𝑘2𝜆De
2

(4.1.2.6) 

この関係式はイオン音波の周波数を示す.また，虚部に関しては，整理することで以

下の関係式を得る． 

𝛿𝜔 = 𝑖√
𝜋𝑚

8𝑀

𝑘

𝑘𝑧

𝑘𝑦𝑣D − 𝜔R

(1 + 𝑘2𝜆De
2 )

3
2

(4.1.2.7) 

また，プラズマ分散関数の近似を式 (3.3.63)に当てはめると，以下の関係が得ら

れる． 

𝑛̃e
𝑛0
=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

+
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇e

∑ 𝑒−𝑏𝐼𝑛(𝑏)𝜉0𝑍(𝜉𝑛)

∞

𝑛=−∞

=
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇𝑒

+
𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇𝑒

× 2𝜉0
2 ≃

𝑒𝜙̃𝒌𝜔
𝑇𝑒

(4.1.2.8) 

これはボルツマンの関係式と一致する.22 これは，電子はイオンよりも質量が軽く

機敏に運動することから，指数的に加速されることを説明する関係式である． 
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4.2. 数値解 

 4.1 節ではプラズマ分散関数を近似することで，イオン音波と低域混成波が存在

する可能性を示した．しかし，分散関係式 (3.4.3)を実験や数値シミュレーション等

で検証するためには，極限を取るのではなく，それらの波が現れる条件を値で，も

しくは極限の間での現象について理解する必要がある．すなわち，プラズマ分散関

数を直接解く必要がある．しかし，前述の通り，直接数値計算することは困難であ

る．そこで，PlasmaPy という，Python のパッケージを用いた.49 PlasmaPy は Python

の無料オープンソースであり，世界中のプラズマに関する教育や研究のために

2020 年に開発され，アメリカ合衆国エネルギー省，スミソニアン協会，NASA，

Google Summer of Code が協賛している．このパッケージではプラズマに関する関

数が計算でき，その中にプラズマ分散関数も含まれる．これを用いることで分散関

係の直接計算が可能となる．PlasmaPy のインストール手順は付録 B で説明してい

る． 

 分散関係を数値的に解くために，まずは分散関係を計算できる形に変形した．分

散関係の式 (3.4.3) の右辺第三項を以下のように変形する． 

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣𝐷

√2𝑘𝑧2𝑣the
2

𝑒−𝑘⊥
2𝜌e

2
∑ 𝑍

(

 
𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D − 𝑛𝜔ce

√2𝑘𝑧2𝑣the
2

)

 

∞

𝑛=−∞

𝐼𝑛(𝑘⊥
2𝜌e

2)

=

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D
𝜔ce

√2𝑘𝑧2𝜌e2
𝑒−𝑘⊥

2𝜌e
2
∑ 𝑍(

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D
𝜔ce

− 𝑛

√2𝑘𝑧2𝜌e2
)

∞

𝑛=−∞

𝐼𝑛(𝑘⊥
2𝜌e

2)

= g(
𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

𝜔𝑐𝑒
, 𝑘⊥

2𝜌e
2, 𝑘𝑧

2𝜌e
2 ) (4.2.1)

 

ここで g(Ω, X, Y) は Gordeev 関数であり，以下で定義される.15,50 

g(Ω, X, Y) = 𝑖Ω∫ exp [−X(1 − cos𝜑) −
1

2
Y𝜑2 + 𝑖Ω𝜑]𝑑𝜑

+∞

0

 

=
Ω

√2Y
𝑒−X ∑ 𝑍(

Ω −𝑚

√2Y
)

∞

𝑚=−∞

𝐼𝑚(X) (4.2.2) 

これを適用し，分散関係式 (3.4.3)を整理すると， 

1 + 𝑘2𝜆De
2 + g(

𝜔 − 𝑘𝑦𝑣D

𝜔ce
, 𝑘⊥
2𝜌e

2, 𝑘𝑧
2𝜌e

2 ) −
𝑘2𝑐s

2

(𝜔 − 𝑘𝑥𝑢i,𝑥)
2 = 0 (4.2.3) 
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4.1.2 項にて，イオン音波が存在する可能性を予測した．イオン音波の分散関係は，

波数が大きくなるとイオンのプラズマ周波数 𝜔pi に収束する傾向にある．そこで，

分散関係内の周波数の関数を 𝜔pi で規格化する．また，長さの関数を電子のデバ

イ長 𝜆De で規格化することにより，速度の関数をイオン音速 𝑐s = 𝜆De/𝜔pi で規格

化する．その結果，式 (4.2.3) は以下の式になる． 

(𝜔̂ − 𝑘̂𝑥𝑢̂i,𝑥)
2
=

𝑘̂2

1 + 𝑘̂2 + g(
𝜔̂ − 𝑘̂𝑦𝑣𝐷
𝜔̂ce

, 𝑘̂⊥
2 𝑀
𝜔̂ce2
̂

, 𝑘̂𝑧2
𝑀
𝜔̂ce2
̂
)

(4.2.4)
 

ここで，添え字 ̂  は規格化された関数を意味し，𝑀̂ はイオン質量 𝑀 を電子質量

𝑚 で規格化したものである．式 (4.2.4) は両辺に解である周波数 𝜔 を含むが，こ

れを解くために反復計算法を用いる． 

(𝜔̂𝑛+1 − 𝑘̂𝑥𝑢̂i,𝑥)
2
=

𝑘̂2

1 + 𝑘̂2 + g(
𝜔̂𝑛 − 𝑘̂𝑦𝑣𝐷

𝜔̂ce
, 𝑘̂⊥
2 𝑀
𝜔̂ce2
̂

, 𝑘̂𝑧
2 𝑀
𝜔̂ce2
̂
)

(4.2.5)
 

まず，右辺の Gordeev 関数内の 𝜔0 にゼロを代入し，左辺 𝜔1 を求める．次に，求

めた 𝜔1 を Gordeev 関数に代入し，𝜔2 を求める．𝜔𝑛 の値が収束するまで計算を

繰り返す． 

 Gordeev 関数はプラズマ分散関数を含むため，実部と虚部を持つことになる．そ

のため，Gordeev 関数の実部と虚部を以下のように区別する． 

g𝑛 = gr𝑛 + 𝑖gi𝑛 (4.2.6) 

ここで g𝑛 は 𝑛 次の Gordeev 関数であり， gr𝑛 と gi𝑛 はそれぞれ g𝑛 の実部と

虚部である．この表記を式 (4.2.5) に当てはめ，整理すると， 

(𝜔̂𝑛+1 − 𝑘̂𝑥𝑢̂i,𝑥)
2
=

𝑘̂2

ℎ𝑛2 + gi𝑛
2
(ℎ𝑛 − 𝑖gi𝑛) (4.2.7) 

ここで ℎ𝑛 は以下で定義される． 

ℎ𝑛 = 1 + 𝑘̂2 + gr𝑛 (4.2.8) 

式 (4.2.7) の両辺の平方根を取ると， 

𝜔̂𝑛+1 − 𝑘̂𝑥𝑢̂i,𝑥 = ±
𝑘̂

√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2

√ℎ𝑛 − 𝑖gi𝑛 (4.2.9)
 

ここで， 式 (4.2.9) の右辺の虚部を含む平方根を展開するために，回転座標を適用

する． 

ℎ𝑛 − 𝑖gi𝑛 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) (4.2.10) 
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ここで， 

{
 
 

 
 𝑟 = √ℎ𝑛2 + gi𝑛

2

cos 𝜃 =   
ℎ𝑛
𝑟
  

sin 𝜃 = −
gi𝑛
𝑟
 

(4.2.11) 

よって，その平方根は 

√ℎ𝑛 − 𝑖gi𝑛 = √𝑟𝑒
𝑖
𝜃
2

= √𝑟 (cos
𝜃

2
+ 𝑖 sin

𝜃

2
)                                          

= √𝑟 (√
1 + cos 𝜃

2
+ 𝑖√

1 − cos 𝜃

2
)               

=
1

√2
{(ℎ𝑛 +√ℎ𝑛2 + gi𝑛

2 )

1
2

+ 𝑖 (−ℎ𝑛 +√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2 )

1
2

} (4.2.12) 

これによって，式 (4.2.9) は以下のように書き換えられる． 

𝜔̂𝑛+1 − 𝑘̂𝑥𝑢̂i,𝑥 = ±
1

√2

𝑘̂

√ℎ𝑛
2 + gi𝑛

2

{(ℎ𝑛 +√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2 )

1
2

+ 𝑖 (−ℎ𝑛 +√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2 )

1
2

} (4.2.13) 

以上により，分散関係の解  𝜔̂𝑛+1 は以下で表される． 

{
𝜔̂+,𝑛+1 = 𝑘𝑥𝑢i,𝑥 + 𝜔̂𝑟,𝑛+1 + 𝑖𝛾𝑛+1
𝜔̂−,𝑛+1 = 𝑘𝑥𝑢i,𝑥 − 𝜔̂𝑟,𝑛+1 − 𝑖𝛾𝑛+1

(4.2.14) 

ここで 𝜔̂𝑟,𝑛+1 と 𝛾𝑛+1 は以下で定義される． 

{
 
 
 

 
 
 
𝜔̂r,𝑛+1 =

1

√2

𝑘̂

√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2

(ℎ𝑛 +√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2 )

1
2

𝛾𝑛+1 =
1

√2

𝑘̂

√ℎ𝑛2 + gi𝑛
2

(−ℎ𝑛 +√ℎ𝑛
2 + gi𝑛

2 )

1
2

(4.2.15) 

𝜔̂𝑛+1の実部，すなわち 𝑘𝑥𝑢i,𝑥 ± 𝜔̂r,𝑛+1 は不安定性の周波数，虚部 ±𝛾𝑛+1 は虚部で

ある．また，不安定性が存在するためには成長率は正である必要があるため， 以

下では 𝜔̂+ のみ計算を行う． 
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4.3. 計算コードの開発 

 図 4.1 に計算の流れを示す．まず，Gordeev 関数内の 𝜔̂𝑛 に 𝜔̂0 = 0 を代入し，

シグマの値が収束するまで計算を行う．次に，収束した Gordeev 関数を式 (4.2.14)，

(4.2.15) に代入し，𝜔̂1 を計算する．𝜔̂+,1 のみを Gordeev 関数に代入し，同じよう

に𝜔̂+,2 を計算し，この値が収束するまで行う．計算を行った結果，シグマは±25で

十分に収束し，また 𝜔̂𝑛 は 𝑛 = 1, すなわち反復を 1 度行うだけで値が収束した．

計算は Python で行い，上記の反復回数の場合，計算時間は 3 秒以下であった．実

際のコードは付録 C に記載する．  

 

図 4.1. 計算の流れ 

 

4.4. 計算コードの確認 

4.3 節で開発した計算コードが正常に動作できているかの確認のために，先行研

究との比較を行った．Cavalier らが行った研究では，ESA のホールスラスタである

SSPシリーズの試験機であるSSP-X000ⓇにおけるEDIの分散関係を調査している.15 

表 4.1 にそのパラメータを，また図 4.2 にその分散関係を示す．これらのパラメー

タを 4.3 節で開発した計算コードに用いて描いた分散関係を図 4.3 に示す．この結

果から，開発したコードの計算の妥当性が確認できた． 

表 4.1 先行研究のパラメータ 15 

𝜆De[m] 𝜔pi[rad/s] 𝑐s[m/s] 𝑘̂𝑥 𝑣D 𝑣the 𝜔̂ce 𝑀̂ 

8.3 × 10−5 5.1 × 107 4270 0 150 491 50 2.4 × 105 
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図 4.2. 先行研究の分散関係 15 

 

図 4.3. 開発した計算コードに先行研究の数値を用いた分散関係 15 
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4.5. 分散関係の計算 

4.4 節にて，分散関係を求める準備が整った．本節では本研究室の 1 kW 級ホー

ルスラスタ実験の値を用いた分散関係について調査を行う． 

 

4.5.1. パラメータ 

計算のために，表 3.1 と表 3.2 のパラメータを規格化する．値を表 4.2 に示す．

磁場などの実験パラメータは表 3.1 に示すとおりである．ここで波数に関して，現

段階で実験的に測定ができていない．そのため，本節では Cavalier らが行った先行

研究 15 のオーダーを用いる．この研究では，EDI の成長率の最大値を調査し，結

果として波数 𝑘𝑦 はデバイ長 𝜆De のオーダーで規格化している．また，J. C. Adam

らの研究では磁場方向の波数は無視できるほど小さく,51 また A. Ducrocq らの研究

で，軸方向の波数の変化に関しては鈍感であるという結果から,14 𝑘𝑧 は 𝑘𝑦 と比較

して小さな値，また 𝑘𝑥 は簡単のために 0 を取っている．波数に関しては次節で詳

しく議論する． 

表 4.2 本研究室のホールスラスタ実験のパラメータ(規格化済) 

𝜆De[m] 𝜔pi[rad/s] 𝑐s[m/s] 𝑘̂𝑥 𝑣D 𝑣the 𝜔̂ce 𝑀̂ 

3.3 × 10−5 11.1 × 107 3830 0 280 490 30 2.4 × 105 

 

4.5.2. 分散関係 

 図 4.4 に表 4.2 のパラメータを用いた場合の EDI の分散関係を示す．上図は不安

定性の周波数，下図は成長率である．𝑘𝑦𝜆Deの値が大きくなるにつれ，周波数は右

肩上がりに 𝜔/𝜔pi に収束に向かう線が表れている．図 4.5 に図 4.4 の 𝑘𝑧𝜆De = 0.04 

のグラフと，4.1.2 項で求めたイオン音波の式をプロットした分散関係を示す．こ

の 2 つのグラフは，ほぼ等しい線を書いているため，4.1 節の仮定と同じく，𝑘𝑧が

大きな場合はイオン音波が表れる．一方，𝑘𝑧𝜆Deの値が 0.04 (𝑘𝑧 ≃ 1200 m
−1)よりも

小さくなると，グラフが周期的なピークを持つようになることが分かる．近似解を

求めた際，𝜉𝑛 ≪ 1 と 𝜉𝑛 ≫ 1 の極限を取り，結果異なる波が表れる結果となった．

そのため，このピークはイオン音波から別のモードに変化している途中の段階では

ないかという仮定の下，𝜉𝑛 = 1  の場合の調査を行った．𝜉𝑛 = 1  の場合，𝜉𝑛  の式 

(3.3.59) を変形し，以下の形になる． 
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𝑘𝑦 = −𝑛
𝜔ce
𝑣D

−
√2𝑘𝑧𝑣the

𝑣D
+
𝜔

𝑣D
(4.5.2.1) 

加えて 𝜉𝑛  が関与する関数であるプラズマ分散関数 𝑍(𝜉𝑛)  にも注目した．ここで

𝜉𝑛 は分母にあり，分母がゼロになるときに注目し，その場合の式を以下に示す． 

k𝑦 = −𝑛
𝜔ce
𝑣D

−
𝑘𝑧𝑣the
𝑣D

+
𝜔

𝑣D
(4.5.2.2) 

また，これらをプロットしたものを図 4.6 に示す．ピークと式 (4.5.2.1) (4.5.2.2)は

一致しなかったが，それらの間隔は一致した．そのため，二つの関係式の中の，周

期性を持つ右辺第一項 |∆𝑘𝑦| = 𝜔ce/𝑣D  はこのピークに関係している可能性があ

る．可能性として，この値がサイクロトロン周波数の整数倍であるため，電子サイ

クロトロン波が ECDI によって励起されていることが挙げられるが，それが 𝑣D の

商であることや，右辺第二項以降の意味など，詳しいことははっきりと分かってい

ない． 

 𝑘𝑧𝜆De の値が持つ意味について考察する．分散関係にピークを含む 𝑘𝑧𝜆De = 0.01 

の場合，そこから求まる波長は 𝜆𝑧 ≃ 15 mm となり，チャンネル幅と一致する．

またイオン音波モードとなる 𝑘𝑧𝜆De = 0.04  の場合，その波長は 𝜆𝑧 ≃ 5.2 mm  と

なる．即ち，チャンネル幅の中に磁場方向に波が 3 個より多いとイオン音波が生

じ，少ないとイオン音波と，それとは別の波が重なり分散関係にピークが出現する

ことが分かる． 

 

図 4.4 表 4.2 のパラメータを用いた分散関係 
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図 4.5 𝑘𝑧𝜆𝐷𝑒 = 0.04 とイオン音波の比較 

 

図 4.6 𝜉𝑛 = 1 とピークの比較 

(左)𝜉𝑛 = 1の場合 (右)𝑍(𝜉𝑛)の分母がゼロの場合(𝑡 − 𝜉𝑛) 

 

4.5.3. 推進剤質量の依存性 

 実験パラメータの影響の調査として，推進剤質量の依存性を調査した．ここでは，

代替推進剤の候補の一つである，ネオン，アルゴン，クリプトンの希ガスと，通常

用いられるキセノンの比較を行った. 52,53 実際には希ガスの他に，水や二酸化炭素

などの貯蔵量が豊富な気体，また，アダマンタンや樟脳などの昇華性があり，分子
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量が大きな物質も代替推進剤の候補であるが，それらは単元素である希ガスと比較

して複雑な電離をするため，ここでは用いなかった.  

 図 4.7 に結果を示す．これまで規格化を行っていた 𝜔pi にはイオン質量の項が

含まれ，それだと同軸での比較ができないため，ここでは規格化なしで比較を行っ

た．図より，軽い元素ほど高周波数，また高成長率であることが分かる．これは，

𝜔p や 𝜔c が電子やイオンよりも軽いため，高い値をとるのと同様に，軽いイオン

の方が摂動電場の影響を受けやすいためであると考えられる．また，質量依存性の

度合いとして，図 4.8 に，𝑘𝑦𝜆De = 1.0 のときの推進剤の原子量と周波数の関係を

示す．比較として，イオン質量 𝑀 を変化させたイオン音波の周波数(式(3.4.2.6))を

フィッティング関数として示す．イオン音波は周波数とイオン質量に −1/2  乗の

関係があるが，気体の周波数の変化とイオン音波の周波数の変化は同様であり，ま

た 𝑘𝑧𝜆De の値によらないため，以下の関係にあることが確認できた． 

𝜔 =
𝑘𝑐s

√1 + 𝑘2𝜆De
2
∝

1

√𝑀
(4.5.3.1) 

 

図 4.7 EDI のイオン質量依存性 (左)𝑘𝑧𝜆De = 0.01 (右)𝑘𝑧𝜆De = 0.04 
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図 4.8 𝑘𝑦𝜆De = 1.0 での原子量と周波数の関係 

 (左)𝑘𝑧𝜆De = 0.01 (右)𝑘𝑧𝜆De = 0.04 

 

4.6. 波数 𝒌 と周波数 𝜔 の特定 

4.6.1. 波数 𝒌 の特定 

ここまで，波数に関しては先行研究 15 を参考に，最大の成長率が確認できるデ

バイ長 𝜆De のオーダーと仮定して計算を行ってきた．ホールスラスタでは，通常

電子のラーマ半径 𝜌e  の値は 𝜆De  より大きな値をとる．本研究の場合も，𝜌e =

553 μm と 𝜆De = 33 μm と，ラーマ半径の方が約 17 倍も大きい．仮に摂動電場

の波長が 𝜆De のオーダーであり，𝜌e よりも小さいとすると，電子の運動はラーマ

運動よりも摂動電場による電子揺動の方が支配的になる(磁場によって電子が 1 回

の円運動を終える前に，静電電場によって何回も振動する)．そうなると電子はも

はや磁化しているとは言えず，EDI を駆動する電子𝑬 × 𝑩ドリフトの影響を無視す

るという矛盾が生じる．そこで，摂動電場の波長 𝜆 のオーダーをラーマ半径以下，

即ち 𝑘𝜌e ≲ 1  であると仮定した．この場合は，摂動電場による電子揺動と磁場に

よるラーマ運動が共存でき，電子は磁化しているといえるようになる．これらをま

とめた図を図 4.9 に示す． 
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図 4.9 電場摂動 𝑬̃ の波長𝜆Deとラーマ半径 𝜌e の大小による電子運動への影響 

 

4.6.2. 周波数 𝜔 の特定 

 4.6.1 項にて，波数は 𝑘𝜌e ≲ 1 と仮定した．これにより，分散関係から EDI の周

波数の範囲を特定できるようになった．図 4.10 に𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧 それぞれを比較したコ

ンターを示す．ここでは波数は 𝜌e，時間は 𝜔ce，また速度は 𝑣the で規格化を行っ

た．これらの図から，𝑘𝑥, 𝑘𝑦 の比較だと 300 kHz ~ 8 MHz，𝑘𝑥, 𝑘𝑧 の比較だと 100 

kHz ~ 8 MHz，𝑘𝑧 , 𝑘𝑦 の比較だと 500 kHz ~ 7 MHz となり，つまり，EDI の波数を

𝑘𝜌e ≲ 1と仮定した際の周波数の範囲は 100 kHz ~ 8 MHz であることが分かった． 

 波数を𝑘𝜌e ≲ 1と置いた場合，波長は 𝜆 ≳ 3.3 mm となる．これより，EDI によ

るプラズマ揺動から生じる電子密度揺動を，図 2.4 に示したマイクロ波干渉で観測

するには，そのチャンネル間隔は 3.3 mm 以上にする必要があることが分かる． 
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図 4.10  𝑘𝜌e ≲ 1と仮定した場合の周波数 𝜔 のコンター． 

(a)𝑘𝑥, 𝑘𝑦 (b)𝑘𝑥 , 𝑘𝑧 (c)𝑘𝑧 , 𝑘𝑦 

4.7. PIC シミュレーションとの比較 

 最後に，本研究で行った EDI の理論計算と，本研究室で行われている PIC シミ

ュレーションの結果との比較を行った．PIC シミュレーションでは，2.1.3 項で簡単

に紹介した，露 Fakel 社製の SPT100 ホールスラスタの結果を再現している．円筒

座標系を用いており，チャンネル軸方向を z 軸，半径方向を r 軸，周方向は 𝜃 軸

と置いている．寸法は，チャンネル外径は 100 mm，内径は 70 mm，チャンネル幅

は 15 mm，チャンネル長さは 25 mm である．また，放電電圧は 300 V，推進剤はキ

セノンを使用している．図 4.11 に PIC シミュレーションによる軸方向電場摂動を
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示す．イオンは軸方向に排出され，そのためイオン音波は軸方向に伝搬するため，

ここでは軸方向の電場摂動を選んでいる．この図より，摂動の様子を軸方向(図中 z

軸)で 0 ~ 25 mm，25 ~ 30 mm，30 ~ 46 mm で分けられる 3 つの特徴的な領域が見ら

れる．それぞれ，領域 1，領域 2，領域 3 と呼ぶことにする．EDI を駆動する電子

ドリフトは磁場の強度に依存し，磁場の強度は軸方向に勾配を持つ．この磁場勾配

により，軸方向に摂動の様子が異なる領域が生じると考えられる．この PIC シミュ

レーションではこの 3 領域ごとに分散関係を求めている．そこで，領域ごとの理論

による分散関係と PIC の比較を行い，本研究で行った理論計算の検証を行う．理論

計算で用いるパラメータの内，軸方向に大きな勾配を持つ値は，磁場，電子温度，

イオン速度である．図 4.12 に SPT100 の磁場，電子温度，イオン速度の軸方向分布

を，表 4.3 にそれらの領域ごとの平均値を示す．磁場分布の図は電磁場解析ソフト

FEMM で作成し，PIC の計算条件として用いたものであり，電子温度とイオン速度

の分布は PIC の計算結果から得られたものである．これらの値と SPT100 の条件を

用いて分散関係の理論計算を行い，PIC の結果と重ねて比較したものが図 4.13 で

ある．波数は 𝑘𝑥 を横軸に取り，PIC の計算の特性上 𝑘𝑦 はゼロ，また PIC ではイ

オン音波モードとなることが確認できたため，𝑘𝑧 = 1200 m−1 (イオン音波モード

となる十分に大きな値)を取った． 2D のコンターが PIC の分散関係，また赤線が

理論値である．領域 1 では図 4.11 からも分かるように，電場にはっきりとした波

が観察されないため分散関係は不明瞭であるが，領域 2，3 では理論値と PIC の結

果がよく一致していることが分かる．この結果から，本研究による分散関係はイオ

ン音波の特徴をよく表すことができていて，また PIC の波数のオーダーから，波数

のオーダーをラーマ半径程度とした仮定が正しいことも証明できた． 

 電子温度とイオン質量の分布から，各地点でのイオン音速が算出でき，その値は

領域 1, 2, 3 それぞれ 2710, 3833, 3090 m/s，また平均音速は 3533 m/s (𝑇e ≃ 17 eV)と

なり，𝑇e = 20 eV とおいた理論計算でのイオン音速 𝑐s = 3800 m/sとなるが，表

4.3 のイオン速度をこれらと比較すると，どの地点でも音速を超えることになる．

イオンが印加電場にのみ加速されると仮定した場合，そのエネルギー保存則は以下

の式で表される． 

𝑒𝐸∆𝑥 +
1

2
𝑀𝑢i,0

2 =
1

2
𝑀𝑢i,∆𝑥

2 (2.7.1) 

ここで ∆𝑥 [m]は電場領域の長さ，即ちチャンネル長 𝐿𝑥 である．これにより計算

したイオンの排出速度 𝑢i,∆𝑥 は 20994 m/s となった．初期速度 𝑢i,0 が不明であり 0

としたため，実際はこの値と異なるが，排出速度 𝑢i,∆𝑥 と比較すると 𝑢i,0 は十分に
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小さな値をとると考えられるため，PIC の計算結果の領域 2, 3 のイオン排出速度の

オーダーと一致すると考えられる．これから，軸方向電場の大きさから，イオンが

音速を大きく超える速度に加速されていることが言える．移動速度が音速を超える

ということは，イオン速度が大きいことによる不安定性が存在してる可能性を示唆

できる． 

 

図 4.11 PIC シミュレーションによる周方向電場摂動の軸方向分布 

 

 

図 4.12 (左上) PIC シミュレーションに適応した SPT100 の磁場分布  

(右上)PIC シミュレーションによる軸方向の電子温度分布 

(下)PIC シミュレーションによるイオン速度の軸方向分布 
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表 4.3 各分布の平均値 

 領域 1 領域 2 領域 3 

磁場 𝐵 [mT] 15 20 17 

電子温度 𝑇e [eV] 10 20 13 

イオン速度 𝑢i [m/s] 2995 10898 17544 

 

 

 

図 4.13 理論計算(赤線)と PIC シミュレーションの分散関係の比較 
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5. 結言 

本研究では，1 kW 級ホールスラスタの電子ドリフト不安定性の同定のため，イ

オンの運動方程式と連続の式，電子の Vlasov 方程式から摂動電場の分散関係を導

き，様々な解析を行った．以下に得られた知見を示す． 

1. 磁場方向の波数の近似により，波数がゼロの場合は低域混成波，波数が大き

い場合はイオン音波が存在する可能性があり，前者はポテンシャル揺動が電

子密度揺動より大きく，後者はボルツマン関係であった． 

2. プラズマ分散関数を数値的に計算し，分散関係を近似なしで計算できるコー

ドの開発を Python にて行った． 

3. 推進剤に希ガスを用いた場合，周波数と推進剤質量には 𝜔 = 1/√𝑀 の関係が

あった． 

4. EDI の場合，電子は磁化されている必要があり，そのため摂動電場の波長 𝜆 

は電子のラーマ半径 𝜌e 以下である必要があり，その場合周波数は 100 kHz ~ 

8 MHz となった． 

5. PIC シミュレーションから得られた分散関係との比較検証の結果，イオン音波

が存在すること，また波数がラーマ半径程度のオーダーを持つことが確認で

きた． 

この研究のさらなる調査のために，質量依存の他に磁場，電場，密度等の実験

パラメータによる依存性，またそれらがプラズマのパラメータにどのように作用

し，その現象がどのような原理で生じるのかを調査する必要がある．また，実験

や数値シミュレーションにて波数のより詳細な特定を行い，それを用いることで

周波数を正確に特定し，また理論で予測した質量依存などの現象を，実験や数値

シミュレーションにより確認することで，理論の整合性を高めていく必要があ

る． 
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付録 A：計算に用いたパラメータ群 
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付録 B：PlasmaPy のインストール手順 

Plasmapy のホームページ：https://www.plasmapy.org/ 

Anaconda3 の場合のインストールの手順です (Ver.0.3.1 時点) ．Pip 等その他のプラ

ットフォームの場合は HP を参照してください． 

 

I. パッケージのインストール(Web→PC) 

conda install -c “conda-forge/label/cf202003” plasmapy を入力・実行 

A. Jupyter notebook 

 

図 B-1 Jupyter notebook の場合のインストール方法 

 

B. Spyder 

 

図 B-1 Spyder の場合のインストール方法 

 

https://www.plasmapy.org/
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II. 確認方法 

1. プラットフォーム(spyder, jupyter 等)を閉じる 

2. Anaconda を立ち上げる 

3. Environments → Search packages で Plasmapy を検索 

 

図 B-3 Anaconda3 での PlasmaPy のインストール確認方法 

 

III. PlasmaPy でのプラズマ分散関数 𝑍(𝜉𝑛) の計算方法 

1. import plasmapy.formulary.dispersionfunction と記入(パッケージ読み込み) 

2. z = plasmapy.formulary.dispersionfunction.plasma_dispersion_func(xi) 

※2023/02/16時点では plasmapy.dispersion.dispersionfunctionに変更されていまし

た．このように細かいアップデート等が頻繁に行われる可能性があるので，

うまく動作しない場合は Plasmapy の HP を適宜確認してください． 

 

図 B-4 Plasmapy パッケージ内プラズマ分散関数の読み込み 

 

図 B-5 プラズマ分散関数の入力 
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付録 C：計算コード 

I. 図 4.4 の分散関係を計算する Python コードを以下に示す． 

 

###パッケージのインストール 

import numpy as np 

from scipy.special import iv 

import plasmapy.formulary.dispersionfunction 

import matplotlib.pyplot as plt 

import time 

import datetime 

 

Tstart = datetime.datetime.now()#計算開始時間の取得 

 

#%%関数の定義 

###Gordeev 関数 

def Gordeev(O, X, Y): 

    ###Σの計算 

    l = 25  #繰り返し回数 

    Gm = 0 

    for m in range(-l, l+1): 

        xi = (O - m) / np.sqrt(2 * Y)#ξ_n 

        z =  plasmapy.formulary.dispersionfunction.plasma_dispersion_func(xi)#プラズマ分散関数 

        Ve = iv(m, X)#ベッセル関数 

        Gm += z * Ve 

         

    Gc = (O / np.sqrt(2*Y)) * np.exp(-X)   #Σ外の Gordeev 関数         

    G = Gc * Gm 

    return G 

 

###分散関係 

def Dispersion_relation(kx_, ky_, kz_, Vd_, M_, wce_):#カッコ内は規格化したパラメータ 

     

    #初期値の定義 

    w_  = 0 

    g_  = 0 

    w_f = 0 

    k_ = np.sqrt(kx_**2 + ky_**2 + kz_**2) 

     

    #反復計算 

    for n in range(3):#発散するときは 1 にする 

        #Gordeev 関数の引数 

        O = (w_f - ky_ * Vd_) / wce_ 

        X = (kx_**2 + ky_**2) * M_ / wce_**2 

        Y =  kz_**2           * M_ / wce_**2 

         

        G = Gordeev(O, X, Y)#Gordeev 関数 

         

        grn = G.real#Gordeev 関数実部 

        gin = G.imag#Gordeev 関数虚部 
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        hn = 1 + k_**2 + grn 

         

        w_ = (1/np.sqrt(2)) * (k_ / np.sqrt(hn**2 + gin**2)) * np.sqrt( hn + np.sqrt(hn**2 + gin**2)) 

        g_ = (1/np.sqrt(2)) * (k_ / np.sqrt(hn**2 + gin**2)) * np.sqrt(-hn + np.sqrt(hn**2 + gin**2)) 

         

        w_f = (kx_ * ui_)  +  w_  + 1j * g_ 

         

    w_ = w_f.real#周波数 

    g_ = w_f.imag#成長率 

     

    return w_, g_ 

 

def Graph(xax, xmin, xmax, wmin, wmax, gmin, gmax): 

     

    x = xax#x 軸関数の定義 

     

    fig = plt.figure() 

    plt.rcParams['font.family']="Times New Roman" #フォント 

     

    ax1 = fig.add_subplot(2, 1, 1) #グラフ配置 

    ax1.set_xlim(xmin, xmax)#x 軸の範囲 

    ax1.set_ylim(wmin, wmax)#y 軸の範囲 

    ax1.tick_params(direction = "in", labelsize = 8)#軸目盛の設定 

    ax1.plot(x, w_list_0[:], linestyle = "dashdot", label = label_vs0, color = 'black', lw=1)#プロット 

    ax1.plot(x, w_list_1[:], linestyle = "dashed",  label = label_vs1, color = 'blue' , lw=1)#プロット 

    ax1.plot(x, w_list_2[:], linestyle = "solid",   label = label_vs2, color = 'red'  , lw=1)#プロット 

    ax1.set_xlabel("$¥it{k}$$_{y}$$¥it{λ}$$_{De}$", fontsize = 8)#x 軸ラベル 

    ax1.set_ylabel("$¥it{ω}$/$¥it{ω}$$_{pi}$", fontsize = 8)#y 軸ラベル 

    ax1.legend(loc = "best", fontsize = 8, borderpad=0.3, labelspacing = 0.1, fancybox=False, 

edgecolor="black")¥ 

        .get_frame().set_linewidth(0.5)#凡例、改行してる 

    ax1.set_title('Frequency', fontsize = 8)#グラフタイトル 

     

    ax2 = fig.add_subplot(2, 1, 2) #グラフ配置 

    ax2.set_xlim(xmin, xmax)#x 軸の範囲 

    ax2.set_ylim(gmin, gmax)#y 軸の範囲 

    plt.yticks(np.arange(gmin, (gmax*1.01), 0.05))#y 軸の目盛幅の設定 

    ax2.tick_params(direction = "in", labelsize = 8)#軸目盛の設定 

    ax2.plot(x, g_list_0[:], linestyle = "dashdot", label = label_vs0, color = 'black', lw=1)#プロット 

    ax2.plot(x, g_list_1[:], linestyle = "dashed",  label = label_vs1, color = 'blue' , lw=1)#プロット 

    ax2.plot(x, g_list_2[:], linestyle = "solid",   label = label_vs2, color = 'red'  , lw=1)#プロット 

    ax2.set_xlabel("$¥it{k}$$_{y}$$¥it{λ}$$_{De}$", fontsize = 8)#x 軸ラベル 

    ax2.set_ylabel("$¥it{γ}$/$¥it{ω}$$_{pi}$", fontsize =8)#y 軸ラベル 

    ax2.legend(loc = "best", fontsize = 8, borderpad=0.3, labelspacing = 0.1, fancybox=False, 

edgecolor="black")¥ 

        .get_frame().set_linewidth(0.5)#凡例、改行してる 

    ax2.set_title('Growth rate', fontsize = 8)#グラフタイトル 

     

    ###グラフサイズ・配置調整 

    fig.set_size_inches(5.5, 5.5)#グラフ寸法 

    fig.tight_layout()#配置の整理 

     

    ###グラフ保存 

    if SAVE == 1: 

        plt.savefig('fig/dispersion relation %s.png'%time.time(), bbox_inches='tight', dpi=200); print("

保存完了") 
    plt.show 
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#%%パラメータ 

###物理定数 

ip = 8.85418782e-12 #[F/m], 真空の誘電率 

 

###装置 

Lx = 14e-3 #[m], スラスタ長 

Lz = 15e-3 #[m], スラスタ幅 

E = 300    #[V], 放電電圧 

E0 = E/Lx  #[V/m], 印加電場 

B = 20e-3  #[T], 印加磁場 

 

###粒子定数[Xe, e] 

e = 1.602176634e-19      #[C], 電子電荷 

M = 2.181e-25          #[kg], Xe 質量 

m = 9.1093837015e-31    #[kg], 電子質量 

n = 1e18           #[m^-3], 電子密度 

Te = 20               #[eV], 電子温度 

Te = Te*e              #[J], 電子温度 

 

###プラズマパラメータ 

#イオン 

wci = e*B/M                       #[rad/s], イオンサイクロトロン角周波数 

wpi = ( (n*e**2) / (ip*M) )**0.5  #[rad/s], イオンプラズマ角周波数 

cs = (Te / M)**0.5 #[m/s], イオン音速 

ui = 5e3         #[m/s], イオン速度 

 

#電子 

wce = e*B/m                       #[rad/s], 電子サイクロトロン角周波数 

wpe = ( (n*e**2) / (ip*m) )**0.5  #[rad/s], 電子プラズマ角周波数 

De = ( (ip*Te) / (n*e**2) )**0.5     #[m], 電子デバイ長 

Vd = E0 / B                  #[m/s], 電子ドリフト速度 

Vthe = (Te / m)**0.5         #[m/s], 電子熱速度 

re =  Vthe/ wce                #[m], 電子ラーマ半径 

 

###規格化 

ui_ = ui / cs 

Vd_ = Vd / cs 

Vthe_ = Vthe / cs 

wce_ = wce / wpi 

M_ = M / m 

 

 

##########調節値 

###比較パラメータ, kz の値 

what = "$k_{z}$${λ}$$_{De}$"#凡例の文字 

NUM = 3#反復回数 

vs_list = np.zeros(NUM) 

vs_list[0] = 0.01 

vs_list[1] = 0.02 

vs_list[2] = 0.04 

 

#グラフの調節 

xmin = 0 

xmax = 1.201 

wmin = 0 
wmax = 1.0 
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gmin = 0 

gmax = 0.4 

 

SAVE = 10 #1 で save 

########## 

 

#Compare with kz_ 

for i in range(NUM): 

    kx_ = 0.005 

    ky_ = np.linspace(xmin, xmax, 1000) 

    kz_ = 0.045 

    kz_ = vs_list[i] 

     

    kx = kx_ / De 

    ky = ky_ / De 

    kz = kz_ / De 

     

    w_, g_ = Dispersion_relation(kx_, ky_, kz_, Vd_, M_, wce_) 

     

    if i == 0: 

        vs_0 = vs_list[i] 

        w_list_0 = w_ 

        g_list_0 = g_ 

    elif i == 1: 

        vs_1 = vs_list[i] 

        w_list_1 = w_ 

        g_list_1 = g_ 

    elif i == 2: 

        vs_2 = vs_list[i] 

        w_list_2 = w_ 

        g_list_2 = g_ 

        print("計算終了") 

             

#%%Graph 

###凡例の文字 

label_vs0 = f"{what} = "f"{vs_0}"  

label_vs1 = f"{what} = "f"{vs_1}"  

label_vs2 = f"{what} = "f"{vs_2}"  

 

xax = ky_ 

Graph(xax, xmin, xmax, wmin, wmax, gmin, gmax) 

 

#計算時間 

Tfinish = datetime.datetime.now() 

print('Computing time %s' %(Tfinish-Tstart)) 
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II. 図 11 の２次元コンターを計算するコードを以下に示す． 

 

###パッケージのインストール 

import numpy as np 

from scipy.special import iv 

import plasmapy.formulary.dispersionfunction 

import matplotlib.pyplot as plt 

import matplotlib as mpl 

import time 

import datetime 

 

Tstart = datetime.datetime.now()#計算開始時間の取得 

 

#%%関数の定義 

###Gordeev 関数 

def Gordeev(O, X, Y): 

    ###Σの計算 

    l = 25  #繰り返し回数 

    Gm = 0 

    for m in range(-l, l+1): 

        xi = (O - m) / np.sqrt(2 * Y)#ξ_n 

        z =  plasmapy.formulary.dispersionfunction.plasma_dispersion_func(xi)#プラズマ分散関数 

        Ve = iv(m, X)#ベッセル関数 

        Gm += z * Ve 

         

    Gc = (O / np.sqrt(2*Y)) * np.exp(-X)   #Σ外の Gordeev 関数         

    G = Gc * Gm 

    return G 

 

###分散関係 

def Dispersion_relation(kx_, ky_, kz_, k_, re, Vd_, De):#カッコ内は規格化したパラメータ 

     

    #初期値の定義 

    w_  = 0 

    g_  = 0 

    w_f = 0 

    k  = k_  / re 

        

    #反復計算 

    for n in range(1): 

        #Gordeev 関数の引数 

        O = w_f - ky_ * Vd_ 

        X = (kx_**2 + ky_**2) 

        Y =  kz_**2 

         

        G = Gordeev(O, X, Y)#Gordeev 関数 

         

        grn = G.real#Gordeev 関数実部 

        gin = G.imag#Gordeev 関数虚部 

         

        hn = 1 + (k*De)**2 + grn 

         

        w_ = (1/np.sqrt(2)) * (k_ / np.sqrt(M_*(hn**2 + gin**2))) * np.sqrt( hn + np.sqrt(hn**2 + 

gin**2)) 
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        g_ = (1/np.sqrt(2)) * (k_ / np.sqrt(M_*(hn**2 + gin**2))) * np.sqrt(-hn + np.sqrt(hn**2 + 

gin**2)) 

         

        w_f = (kx_ * ui_)  +  w_  + 1j * g_ 

         

    w_ = w_f.real#周波数 

    g_ = w_f.imag#成長率 

     

    return w_, g_ 

 

def DDplot(x, y):#2D プロットの描写、x,y に何をプロットするか 

 

    X, Y = np.meshgrid(x, y)#メッシュ 

     

    xmin, xmax = min(x), max(x) 

    ymin, ymax = min(y), max(y) 

     

    fig = plt.figure() 

 

    ax1 = fig.add_subplot(1, 1, 1) 

    ax1.set_xlim(xmin, xmax)#x 軸の範囲 

    ax1.set_ylim(ymin, ymax)#y 軸の範囲 

    ax1.set_xlabel("$¥it{k}$$_{x}$$¥it{ρ}$$_{e}$", fontsize = 14)#x 軸ラベル 

    ax1.set_ylabel("$¥it{k}$$_{y}$$¥it{ρ}$$_{e}$", fontsize = 14)#y 軸ラベル 

    Freq = ax1.pcolormesh(X, Y, w_list, cmap="CMRmap_r", norm=mpl.colors.LogNorm(), vmin=3e5, 

vmax=8e6)#プロット 

    pp1 = fig.colorbar(Freq, ax = ax1)#カラーバー 

    pp1.set_label("$¥it{ω}$ [Hz]", fontsize = 14) #カラーバーのラベル 

    ax1.set_title('Frequency', fontsize = 10)#グラフタイトル 

    fig.set_size_inches(6, 5)#グラフサイズ 

    fig.tight_layout()#配置の整理 

     

    #波数メモ 

    fig.text(0.4, 0, "${k}$$_{z}$$¥it{ρ}$$_{e}$ = "f"{kz_}, ") 

    #保存 

    if SAVE == 1: 

        plt.savefig('fig/dispersion relation %s.png'%time.time(), bbox_inches='tight', dpi=200); print("

保存完了")     

    plt.show() 

 

#%%パラメータ 

###物理定数 

ip = 8.85418782e-12 #[F/m], 真空の誘電率 

 

###装置 

Lx = 14e-3 #[m], スラスタ長 

Lz = 15e-3 #[m], スラスタ幅 

E = 300    #[V], 放電電圧 

E0 = E/Lx  #[V/m], 印加電場 

B = 20e-3  #[T], 印加磁場 

 

###粒子定数[Xe, e] 

e = 1.602176634e-19      #[C], 電子電荷 

M = 2.181e-25          #[kg], Xe 質量 

m = 9.1093837015e-31    #[kg], 電子質量 

n = 1e18           #[m^-3], 電子密度 
Te = 20               #[eV], 電子温度 
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Te = Te*e              #[J], 電子温度 

 

###プラズマパラメータ 

#イオン 

wci = e*B/M                       #[rad/s], イオンサイクロトロン角周波数 

wpi = ( (n*e**2) / (ip*M) )**0.5  #[rad/s], イオンプラズマ角周波数 

cs = (Te / M)**0.5 #[m/s], イオン音速 

ui = 17e3         #[m/s], イオン速度 

 

#電子 

wce = e*B/m                       #[rad/s], 電子サイクロトロン角周波数 

wpe = ( (n*e**2) / (ip*m) )**0.5  #[rad/s], 電子プラズマ角周波数 

De = ( (ip*Te) / (n*e**2) )**0.5     #[m], 電子デバイ長 

Vd = E0 / B                  #[m/s], 電子ドリフト速度 

Vthe = (Te / m)**0.5         #[m/s], 電子熱速度 

re =  Vthe/ wce                #[m], 電子ラーマ半径 

 

###規格化 

ui_ = ui / Vthe 

Vd_ = Vd / Vthe 

Vthe_ = Vthe / Vthe 

wce_ = wce / wce 

M_ = M / m 

 

 

LEN = 400#メッシュのサイズ 

w_list = np.zeros((LEN, LEN)) 

g_list = np.zeros((LEN, LEN)) 

 

#####保存 

SAVE = 10 # 1 で save 

##### 

 

kx_min = 0 

kx_max = 1.2 

ky_min = 0 

ky_max = 1.2 

kz_ = 1.0 

 

#x 軸は for,y 軸は np.linspace で並べる 

for t in range(LEN): 

    kx_range = (LEN-1) / (kx_max - kx_min)#Max と MMin をメッシュサイズで割ってる 

 

    kx_ = t / kx_range + kx_min     

    ky_ = np.linspace(ky_min, ky_max, LEN) 

    kz_ = kz_ 

       

    k_ = np.sqrt(kx_**2 + ky_**2 + kz_**2) 

    w_, g_ = Dispersion_relation(kx_, ky_, kz_, k_, re, Vd_, De) 

     

    w_list[:, t] = w_ * wce / (2 * np.pi) 

         

    #計算度合い算出 

    Per = (t / LEN) * 100 

    Check = Per % 10 

    if Check == 0: 
        print('%s パーセント完了 %s'%(round(Per))) 
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kx_ = np.linspace(kx_min, kx_max, LEN)#kx_の再定義(メッシュ作成用) 

#%% 2D Mapping 

 

x = kx_ 

y = ky_ 

 

DDplot(x, y) 

 

Tfinish = datetime.datetime.now() 

Cost = Tfinish - Tstart 

print('Computing time %s' %(Tfinish-Tstart)) 


