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第 1 章 序論 

1･1 自己同期現象の概要 

自己同期現象とは，異なる振動数をもつ複数の非線形自励振動子が結合されると全ての

振動子が同一の振動数に引き込まれる現象である(1)．この現象を最初に発見したのは光学

研究の業績および振り子時計の構築等で有名な Huygens であると言われている(2)-(4)．1665

年の冬，Huygens が木製の梁に吊るされた 2 つの振り子時計を眺めていると，2 つの振り

子時計が同じ振動数で反対方向に揺れて同期していることに気づいた．外乱を加えた場合

においても短時間で振動数が揃うことを確認した一方で，2つの時計を 15フィートほど離

した場合には同様の現象が見られなかったことから，原因は振り子の振動に起因した空気

の微小運動ではなく，梁の微小振動による相互作用ではないかと推測した． 

自己同期現象の代表例としては，19世紀中頃に Rayleighにより発見されたオルガンパイ

プの自励音も有名である(5)．2 つのオルガンパイプを隣り合わせて置きわずかに音程をず

らすと同一音を出す場合や，極端な場合には互いの発生音を打ち消し合い振動が停止する

（Quenching，振動の死(2)）場合があることを確認した．この現象はAbelらによって実験的

に検証され，振動数の差が小さいほど同期しやすいことが確認されている(6)． 

上記の例以外でも様々な分野で自己同期現象が確認されている．化学系でも自己同期現

象が数多く確認されており，例としては BZ反応（Belousov-Zhabotinsky反応）が挙げられ

る．吉本らは 2つの反応槽の溶液を交換することで自己同期現象の発生を確認し，溶液の

交換速度により 2つの反応槽の同期振動数や位相が変わることを示している(7)． 

学術面だけでなく，私たちの身の周りにおいても様々な場面で自己同期現象が確認でき

る(3),(4),(8),(9)．生物系においては特に多くの事例が存在するが，とくに有名な現象は概日リズ

ムである．人間をはじめとした哺乳類の概日リズムは 24 時間とは異なる(10)が，太陽光が

網膜の視床下部路に入ることにより 24 時間にリズムを揃えている(11),(12)．不規則な生活等

で適切なタイミングに光を浴びることができなければ，概日リズムが適切に整わず体温の

低下や睡眠障害等を招くことが研究で明らかになっている(12)．また，生物内のそれぞれの

臓器ではたくさんの細胞が同期することにより，心臓が鼓動するといったように全体とし

て 1つの動きを成すことが知られている(3),(10)． 

生物の体内だけでなく，生物間においても自己同期現象が発生する．コウロギ(13)やカエ

ル(14),(15)の鳴き声が同じリズムに揃うのも自己同期現象の一種であり，カエルについては 2

匹が交互に発声する事例(14)や，集団における合唱(15)などが研究されている．他にも，アジ

ア蛍の集団による同期した発光を扱った研究が多くみられる(16)-(18)．人間同士でも自己同期

現象がしばしば発生する．例えば，コンサート内で拍手が揃う事例(4)や，歩調が揃う事例
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(4),(19)も自己同期現象であると言われている．2000年のミレニアムブリッジ（イギリス）の

振動源となったのは人の歩調が同期したことによる大きな振動であると考えられている

(19)．また，身近なペットボトル(20)やろうそく(21)を利用して自己同期現象の発生を確認した

例もある． 

自己同期現象は現象が確認されるだけでなく，様々な分野において応用されている．本

論文と密接に関わる機械振動分野の応用例については後述する．電気電子工学分野では，

Ecclesらが周波数のわずかに異なる 2つの発振器を結合させると，発振器が同一の周波数

で振動することを実験で確認した(22)．その後，Appletonと van der Polが Ecclesらの実験を

元に，正確な発振器の微弱な振動で強力な発信器の周波数の安定化を可能にした(23),(24)． 

一方で自己同期現象を発生させない方が望ましい場合もある．神経振動子が集団で同期

するとパーキンソン病の運動障害を引き起こすことが知られている(25),(26)．このように同期

させたくない場合は，外部から刺激を加えることによってあえて脱同期させる脳深部刺激

療法(10)などといった治療法(27)-(29)が行われている． 

以上より，自己同期現象は古くから様々な分野で確認されており，我々の生活を支える

重要な現象であるため，統一的な枠組みでその特性を理解しようとする研究もなされてき

た． 

Pikovsky らは同期発生には結合の強さと周波数デチューニング（ミスマッチ）の重要性

を述べている(2)．結合の強さとは，自己同期現象が発生する際に重要となる振動子間の相

互作用の強さを指す．また，周波数デチューニングとはそれぞれの振動子が結合されてい

ないときの振動数の差を表しており，振動数の差が一定範囲（同期領域）に収まれば同期

が発生すると述べられている．この同期領域の大きさは結合の強さに依存する． 

さらに蔵本らは，力学モデルにおいて自由度の縮減と標準形への変換を行う縮約理論を

用いることによって，複雑なモデルであっても単純で同一の形をもつ力学モデルに帰着さ

せられることを示している(3)． 

また，最近では様々な分野の自己同期現象をまとめて取り扱った専門書(2),(3),(9),(30)や，初心

者にもわかりやすく説明された一般図書(4),(8),(31)も数多く発行されている． 

 

1･2 自己同期現象の分類 

自己同期現象には相互引き込み（相互同期）と強制引き込み（強制同期）の 2種類が存

在する(1),(3)．前者はそれぞれの自励振動子が及ぼす影響が同程度で，互いに相互作用を及ぼ

すことにより同期するもので，例としては前述のHuygensの振り子時計やRayleighのオル

ガンパイプ，生物の細胞，カエルなどの声の同期などがある．後者は影響力の強い振動子
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が他の自励振動子に一方的に影響を及ぼし同期するもので，地球の自転リズムに哺乳類の

概日リズムが揃う事象が一例として挙げられる． 

また，同期する自励振動子の数も事例ごとに異なり，Huygens の振り子時計のような 2

者間での同期はもちろん，数個の自励振動子間で発生する同期や，生物内の細胞の同期と

いったように多くの自励振動子間で発生する集団同期がある． 

通常自己同期現象と言えば振動子が同じ振動数に引き込まれる場合を指すが，それぞれ

の振動数が整数比 :m nとなって同期する現象も存在する．これを倍数次同期と呼び，通常
の 1:1の同期とは区別する．倍数次同期の例としては井上ら(32)および Zhang(33),(34)らの研究

が挙げられ，振動ふるいなどに応用することでふるいの精度を向上できることが確認され

ている(35),(36)．以下では，理論面および応用面の両方で最も基本的かつ重要な 1:1の回転数

比の同期のみを議論の対象とする． 

同期発生時の振動数である同期振動数について，主に系の固有振動数に近い値を取る場

合を near-resonant，固有振動数から離れた高い値を取る場合を far-resonant あるいは super-

resonant と呼んで区別する．同期振動数が系の固有振動数に近い場合には共振状態となる

ため，系の振幅が増大する． 

自己同期現象について語る上では自励振動子間の位相（の差）も重要となる．2 振動子

間の同期の場合には同じ位相で振動する場合を同位相(in-phase)で同期するといい，同相同

期とも呼ぶ．位相がだけずれる場合には逆位相(anti-phase)で同期するといい，逆相同期

と表現する場合もある(3)．1.1節で述べたように，Huygensの振り子時計は逆相同期である

と言われている(2)．2 つの振動子が同一である場合には完全な同位相あるいは逆位相の自

己同期現象が発生するが，実際には個体差があることから必ずしも位相差は正確に同位相

または逆位相になるとは限らない(3)．おおよそ同位相あるいは逆位相とみなせる場合には

同相同期あるいは逆相同期と呼ぶが，位相差が 0およびから大きくずれて同期する場合
には異相同期(out-of-phase synchronization)と呼ぶ場合がある(3)．3 振動子以上の場合には全

て同じ位相で同期する同相同期をはじめ，振動子が 2つ以上のグループに分かれグループ

内では同位相かつグループ間では位相が異なる場合，全ての振動子が異なる位相で同期す

る場合が確認されており，振動子の数が増えるにつれて挙動はより複雑になる(37),(38)． 

なお，アクティブ制御による同期を利用した Vibrotactor(39)や振動フィーダ(40)といった

Controlled synchronizationに関する研究も見られるが，これらは本論文の検討対象としない． 
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1･3 機械振動分野における研究事例 

次に，機械振動分野における研究事例を示す．機械振動分野では，主に往復型および回

転型振動子の自己同期現象の特性が研究の対象となっており，以下に示す研究事例の一部

についてはKapitniakら(37),(38)，長嶺ら(41)，井上ら(42)によって紹介されている． 

 

1･3･1 往復型振動子の場合 

往復型振動子については，Huygens による実験系のモデル化，現象のメカニズム，概周

期振動やカオス等の非線形振動の発生に着目している研究が多い． 

Blekhmanは振り子の系に Poincaré and Lyapunov methodsを適用し，自己同期現象の発生

条件と安定性に関する近似式を導出している(43)．この解析における減衰の取り扱いは

Jovanovic により再検討され，同位相同期に関して実験と対応する結果が得られている(44)．

BennettらはHuygensの実験の再現を行い，逆位相同期に加えて Beating death（うなりの発

生によって振幅が脱進機の作用角度より小さくなり振動が停止する現象）の発生を確認す

るとともに，線形固有モードの大きさの時間変化に関する解析を行って実験で観察される

同期パターンと比較している(45)．Pantaleone はメトロノームを設置した実験において広範

囲のパラメータで同位相同期のみが発生したことを報告し，メトロノームを van der Pol型

の駆動力が作用する振り子でモデル化した系に平均法を適用してパラメータが同期発生

時の位相に及ぼす影響を調べている(46)．佐藤らはワイヤで吊るされた木製の台に 2つのメ

トロノームが載せられた系を対象として，同期が発生するための台の固有振動数の条件や

台の固有振動数と 2つのメトロノームの位相差の関係を，数値解析および実験で調べてい

る(47)．この系については，近藤らによってシューティング法により不安定解を含めた詳細

な検討がなされ，ホップ分岐点に起因する周期解の不安定領域では概周期振動およびカオ

スが発生することが示されている(48)．また長嶺らは台が複数の振動子を搭載する系につい

ても取り扱い，振動子間の位相差と台の振幅の関係(49)や，同期振動数と台の減衰比の関係

(50)についても調べている．Senatorはモード解析的手法を用いて脱進機の励振効果と粘性摩

擦の減衰効果の大小関係を解析的に検討し，Huygens の実験で逆位相同期が観察された理

由について考察している(51)．Willmsらは Equivariant bifurcation and normal form theoryを用

いた解析で解の分岐現象および安定性に対するパラメータの影響を調べ，その結果と

Blekhman(43)，Bennettら(45)，Pantaleone(46)，Senator(51)による結果の対応について述べている

(52)．また，振り子の支持系のモード特性を考慮した解析も行われており，脱進機が間欠的

に作用する”Modulating/ intermittent behaviour”の発生が確認されている(53)． 
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Kapitaniak らは運動方程式のエネルギー積分により同期発生時のエネルギーの流れを示

し，振り子の位相差と振幅の間の関係式や，減衰が無視できる場合の位相差を近似的に求

めている．さらに，部分的に線形化を施した近似解析により同期発生時の位相差に定性的

な説明を与えるとともに，脱進機を不連続な駆動力と van der Pol型の駆動力でモデル化し

たいずれの系でも自己同期現象，概周期振動およびカオスが発生することを示している(37)．

KoludaらはKapitaniakらが提案した手法を不連続な駆動力が作用する 2つの二重振り子に

おける自己同期現象に応用し，同期状態における 4つの振り子の位相差を近似的に求めて

いる(54)．また近年ではDudkowskiらが振動子の支持系が並進自由度を持つ場合(55)，回転自

由度を持つ場合(56)のそれぞれについて，初期値およびパラメータと発生する同期パターン

の関係を数値計算により求め，得られた結果に対し Kapitaniakらが導出したエネルギーに

関する式を用いてエネルギー的な説明を試みている． 

また，往復型振動子の中には乾性摩擦特性に起因して振動する系も含まれ，例として駆

動ベルト上に置かれた質量ばね系が挙げられる．井上らはスティック・スリップ現象のう

ち，スティック現象が生じないようにベルトの速度を大きめに設定し，調和外力を加えた

場合の強制引き込みとうなりの特性を数値解析と実験により示している(57)．倉本らは，1自

由度系に三次摩擦特性および直線摩擦特性が作用する場合の振動について，平均法や断片

線形近似法を用いた解析を行い，振動形態分布や強制引き込みにおける諸特性を明らかに

している(58)-(60)．また，小野らはスティック・スリップ振動をともなう 2つの振動子につい

て実験とシューティング法による数値計算を行い，発生する自己同期現象が 2自由度線形

系の自由振動特性と強い相関があることを明らかにし(61)，2 つの振動子の間に適切な結合

要素を加えることで同期範囲を拡大できることを確認している(62)． 

 

1･3･2 回転型振動子の場合 

一方，回転型振動子については，自己同期現象のメカニズムに着目した基礎的な研究に

加えて機械システムへの応用に着目した研究も多い． 

まず，基礎的な研究について述べる．Zhang らはインダクションモータにより同方向に

回転する 3個の不釣り合いロータが面内振動する剛体に設置された系を扱い，系の共振点

より遥かに高い振動数の自己同期現象を対象に解析を行っている(63),(64)．そこでは，減衰や

自由度の影響の一部を無視して簡潔化した平均法を適用し，駆動トルクや減衰トルクなど

の各種トルクの和と差に関する 2本の条件式と安定性の条件式を近似的に求め，トルクの

差の式からは同期しやすさの指標を導出している．これらの条件式および同期しやすさの

指標を用いて，周期解とその安定性に及ぼすパラメータの影響を調べている．この手法は
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1 つの剛体に任意の向きに回転する複数の不釣り合いロータが設置された系(65)や，複数の

剛体からなる系に 2 個の不釣り合いロータが設置された系(66)-(70)に対して拡張されている． 

Kapitaniak らは回転型振動子の自己同期現象について，すべての振動子が同方向に回転

する場合(38),(71)と少なくとも 1 つの振動子が逆方向に回転する場合(38),(72)のそれぞれについ

て数値シミュレーションを実施し，パラメータと初期値を様々な値に設定した計算を行っ

て系が引き込まれる同期パターンについて調べている．さらに，運動方程式のエネルギー

積分により同期発生時のエネルギーバランスを示すとともに，振動子の位相関係に関する

近似式を導出して数値シミュレーション結果との対応を調べている． 

井上らは不平衡ロータを対象として，ロータの回転軸心が調和振動する系(73)，自動調心

機構を用いた系(74)，ロータが剛体空間に任意に配置された系(75)および衝突を伴う系(76)にお

いて発生する，相互同期の発生条件や安定な位相角を平均法(77)を用いて明らかにしている．

また，振動ふるいや振動破砕機を想定した 2振動子モデル(78)や自己同期現象を応用した振

動リフト(79)についても研究を行っている．さらに，Paz らは井上らが検討した 2振動子モ

デルに準じた系を取り扱い，安定な位相角をハミルトンの原理によって求めることを試み

ている(80)．また，長嶺らは板ばねで支持された水平台の上で複数の剛体ロータが支持系の

危険速度を通過する場合の挙動を実験と解析で調べ，危険速度通過後には振動子が逆相同

期を行い振動が小さくなることを示している(81)． 

盆子原らは DCモータにより同方向に回転する不釣り合いロータを搭載した 2個の剛体

からなる系で発生する自己同期現象について，剛体間を結合するばねの剛性が自己同期現

象に及ぼす影響を実験とシューティング法による数値計算で明らかにしている(82)．さらに

森らは，この系における自己同期現象の基本的な特性を非線形不減衰系の周期運動で説明

できることを示している(83)． 

 

1･4 自己同期現象の応用事例 

次に，自己同期現象の応用を目的とした研究について簡単に述べる．振動機械において

は 1つの大きなモータを用いる代わりに複数の小さなモータを用いることで，同様の加振

力を得ながら加振源を分散させて 1つあたりの軸受の負荷を低減できることが知られてお

り，複数のモータを同位相に回転させて加振力を得る振動機械も多い(43)．この複数のモー

タの回転数を揃えるために自己同期現象が用いられることがあり，自己同期現象を応用し

た振動機械については不釣り合いロータの同期回転を振動機械の加振源に利用したシス

テムが主に提案されている．Blekhmanが振動ふるいや振動搬送機への応用に言及している

ほか(43)，Zhangらは，振動破砕機への応用に向けて 2個の不釣り合いロータの自己同期現

象により 1個のローラを同期回転させる装置を(70)，近藤らは推進装置を(84)，盆子原らは自
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己同期現象を利用した振動ランマの装置を(85)それぞれ作製している．また，Zhang らは振

り子に 2つの回転型振動子を取り付け同期させることで振り子を振動させ，さらに 2つの

振り子を同期させることにより，ジョークラッシャーへの応用を試みている(86),(87)．さらに，

特定のロータに対するエネルギー供給が停止した場合でも同期回転を継続できる点

(63),(64),(88),(89)や，それを利用した省エネルギー化(70)も自己同期現象を応用した振動機械の利

点として挙げられている． 

自己同期現象を振動機械に応用する場合は同期振動数が重要となる．固有振動数に近い

同期振動数で同期させると振動子を搭載した剛体の振幅が増大するため，遠心脱水機や長

距離搬送用の振動搬送機などは固有振動数近傍の同期振動数で駆動される．これに対し，

例えば振動ふるいの場合には，固有振動数よりも高い同期振動数で自己同期現象が利用さ

れている(64)．また，系の振幅は同期振動数と振動子間の位相差で決まる加振力に依存する

ことから，振動子間の位相差も重要であり，互いの影響を強め合って大きな振動を発生さ

せたい場合には同位相で，一方で互いの影響を弱め合って振動を小さくしたい場合には逆

位相で同期させることが多い． 

 

1･5 エネルギーに基づく解析の潜在的な有効性と従来の研究における問題点 

自己同期現象への十分な理解と自己同期現象を応用した振動機械の合理的な設計を実現

するためには，現象の発生メカニズムを解明することが必要である．同期発生時には振動

子間の相互作用によるエネルギーのやり取りが行われていると考えられることから，自己

同期現象の発生メカニズムや特性を考える上では，エネルギーの視点に基づく解析が有効

である可能性が高い．その有効性について調べるために，本論文では 2つの回転型振動子

の自己同期現象を対象に解析を実施する． 

上述のように，これまでに回転型振動子の自己同期現象に対してエネルギーの視点から

解析を行った例にKapitaniakらの研究があり(38),(71),(72)，運動方程式のエネルギー積分から得

られる式を用いて同期発生時のエネルギーの流れを示しているほか，同期発生時の位相関

係を与える式を導出している．ところが，位相関係を与える式の導出では減衰と駆動力の

影響は十分に小さいとして無視しているため，不減衰系の自由振動解に相当する特性は求

められているものの，数値シミュレーションで観察される自己同期現象の特性を十分に表

すことはできていない．自己同期現象は本来的に減衰と駆動力の間でエネルギーの散逸と

供給のバランスが取れた状態で生じることを考えれば，その発生メカニズムと特性の把握

には減衰と駆動力の影響を考慮した解析が必要であると考えられる．また，Zhangら(63)-(70)

は回転型振動子の自己同期現象に対して，同期状態で満足する条件式をトルクの観点から

求めることでパラメータの影響を考察しているが，近似解を直接求めることや，同期発生
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に必要なパラメータの範囲を導出することには主眼を置いていない．自己同期現象の発生

メカニズムの解明および振動機械への応用を目指すにあたっては，解全体に対する検証を

行ったうえで，パラメータが自己同期現象に与える影響を明確に示す必要がある． 

また，自己同期現象を応用した振動機械の設計にあたっては，同期振動数や位相差など

といった同期状態に関する値が目標値となるように，適切にパラメータを設定する必要が

ある．例えば，振動搬送機では搬送に用いる剛体（トラフ）が大振幅となるように，同期

振動数を固有振動数近傍に設定し，振動子が同位相となるような設計にすることが求めら

れる．しかしながら現状ではパラメータが同期状態に与える影響が不明であり，所望の同

期状態とするためには試行錯誤的にパラメータを探さなければならない．したがって，効

率的な振動機械の設計を行うためには，パラメータと同期状態の関係を明らかにすること

が重要である． 

 

1･6 本論文の構成 

このような視点に基づいて，本論文では剛体に DCモータで駆動される 2個の回転型振

動子が搭載された系を用いて，減衰や駆動力の影響まで含めエネルギー的に考察できる手

法を提案し，その有効性検証を行う． 

提案手法の概要は以下のとおりである．まず，運動方程式のエネルギー積分を行うこと

で，自己同期発生時に満たすべき 2本の条件式を導出する．1本目は，減衰と駆動力によ

る散逸エネルギーに関する式であり，2 本目は振動子間の相互作用によってやり取りされ

るエネルギーに関する式である．この 2本の条件式に近似を適用した上で連立して解くこ

とによって，周期解の近似計算と調和バランス法に基づく安定判別を組み合わせた効率的

な解析が可能となる．さらには，2 本の条件式を満たすパラメータの関係式を解析的に導

出することで，自己同期現象が発生しうる領域を把握できる．これにより，近似解を求め

るまでもなくパラメータと同期状態の関係を大域的に明らかにできる． 

以下に本論文の構成を示す． 

第 2章では，並進 1自由度系に 2つの回転型振動子が搭載された最も基本的なモデルで

ある，2振動子 3自由度モデルを対象としてエネルギーに関する 2本の条件式の導出とそ

れらを用いた解析手法の提案を行う．その後，提案手法によって求められた近似解をシュ

ーティング法により得られる高精度な数値解と比較することで提案手法の妥当性を検証

する．さらには 2本の条件式を満足するパラメータの関係式を用いることで，周期解の存

在領域が把握できることを示す． 

第 3章では第 2章で示した提案手法を数種類のパラメータ設定に対して適用し，それぞ

れのパラメータが自己同期現象に与える影響を包括的に把握できることを示す． 
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第 4 章では多自由度支持系に回転型振動子が搭載された系に提案手法を拡張するために，

直交 2 方向の並進自由度を有する 2 自由度支持系に 2 つの回転型振動子が搭載された 4 自

由度モデル，および直交 2 方向の並進自由度および回転自由度を有する 3 自由度支持系に

2 つの回転型振動子が搭載された 5 自由度モデルを取り扱う．4 自由度モデルおよび 5 自

由度モデルにおける近似解の精度を検証したうえで，3 自由度モデルと同様にパラメータ

の影響を見通しよく解析できることを示す． 

第 5 章では第 4 章で拡張した提案手法を元に，多自由度支持系における複数の固有振動

数が自己同期現象に与える影響を考察する．固有振動数の大小関係を入れ替えた場合およ

び固有振動数を近づけて異方性を小さくした場合の影響をそれぞれ検討する． 

第 6 章では自己同期現象を応用した振動機械に提案手法を応用するための検証実験を実

施する．振動搬送機を模した実験機を作製して実験を行い，解析モデルにより得られる数

値計算結果と比較することで，解析モデルの妥当性を検証する．その後，提案手法により

2 本の条件式を満足するパラメータの範囲を求め，実機においてもパラメータの影響を提

案手法により把握できることを示す． 

第 7 章では，第 1 章から第 6 章までの内容を総括し，結論とする． 

 

以上が本論文の本編であり，本編の補足内容を付録に示す． 

付録 A1 では，第 2 章，第 4 章および第 6 章で用いた運動方程式の導出過程を示す． 

付録 A2 では，第 2 章で導出したエネルギーに関する式の詳細を掲載する． 

付録 A3 では，基礎支持の減衰が散逸エネルギーに関する条件を満たす領域に与える影

響について簡単に述べる． 

付録 A4 では，第 4 章および第 6 章で用いたエネルギーに関する条件式および近似解の

安定判別で用いる式の導出過程を示す． 
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第 2 章 エネルギー条件に基づく自己同期現象の解析手法 

本章では，回転型振動子に発生する自己同期現象のメカニズムについて検討するために，

回転型振動子の中でも最も基本的なモデルである，並進 1 自由度を有する剛体を介して 2

個の振動子が結合された 2 振動子 3 自由度モデルを対象として，エネルギー条件に基づい

た自己同期現象の解析手法を提案する． 

提案手法では，減衰と駆動力による散逸エネルギーと励振エネルギーの間のバランスを

表す式と，同期発生のために相互作用でやり取りされるエネルギーが満たすべき式の 2 本

の条件式を導出し，それを基に次の 2 種類の解析を行う．一つは 2 本の条件式を連立させ

た効率的な周期解の近似計算であり，これによって系で発生しうる自己同期現象を簡潔か

つ高精度に把握することができる．求められた近似解はシューティング法による高精度計

算結果との間で安定性まで含めた全体的な比較を行うことで，妥当性を十分に検証する．

もう一つは，周期解の存在限界を表す関係式を用いた解析である．これにより自己同期現

象が発生しうるパラメータ範囲の解析的かつ大域的な明確化が可能となり，パラメータが

現象に及ぼす影響を見通しよく解析できるようになる．これら 2 種類のアプローチは自己

同期現象のメカニズムおよび特性の解明，ならびに振動機械の設計への応用において有用

な解析ツールになると考えられる． 

 

2・1 解析モデルおよび運動方程式 

本章で用いる解析モデルを図 2.1 に示す．このモデルでは，図のように，ばね xk および

減衰 xc によってx 軸方向に支持された質量 bM のブロックに，質量 1 2,m m および不釣り合

い長さ 1 2,r r のおもりを有する 2 つの DC モータが同一水平面内で回転するように設置さ

れている．以下では，左右のモータをそれぞれモータ 1 およびモータ 2 と呼び，不釣り合

いおもりを付加する回転体の慣性モーメントをそれぞれ 1 2,r rJ J とする．ブロックは回転

せずに不釣り合いおもりと同一水平面内でx 軸方向の並進運動を行う．静的平衡状態を基

準としたブロックの右向き変位をx で表し，モータ 1 およびモータ 2 の角変位をそれぞれ

図のような反時計回りを正とする角度 1 および 2 で表す．さらに，モータ 1 およびモータ

2 の印加電圧をそれぞれ 1e および 2e で表し，モータの電機子抵抗 ar ，トルク定数 tK ，逆起

電力定数 EK の値はモータ 1 およびモータ 2 で等しいものとする． 
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Fig. 2.1  Analytical model 

 

ブロックの並進運動およびモータの回転運動に関する運動方程式は次式のように求めら

れる（運動方程式の導出過程については付録 A1 を参照されたい）． 

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

( cos sin ) ( cos sin )

cos

cos

x xMx c x k x m r m r
J B Ae m r x
J B Ae m r x

       
  
   

      


   


   

    
  
  

 (2.1) 

ここに， 

2 2
1 2 1 1 1 1 2 2 2 2, , , ,t t E

b r r
a a

K K KM M m m J m r J J m r J A B
r r

         (2.2) 

であり，Aはモータの電圧とトルクの間の変換係数を，Bはモータの内部減衰を表す．た

だし， 1 20, 0e e  であり， 1  のとき 2 つのモータは同方向に回転し， 1   のとき逆

方向に回転する． 

いくつかの無次元パラメータを導入し，式(2.1)を完全に無次元化する． 

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

2 ( cos sin ) ( cos sin )

cos

cos

               
        
        

           


     
     

 (2.3) 

ここに， 

2 2 2
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
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
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
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 (2.4) 
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である．T は同期状態における式(2.1)の周期解（以下，同期解と呼ぶ）の周期であり，式

(2.3)の同期解の無次元周期は2となる．また，r は代表長さである．無次元パラメータお

よび変数については， p は無次元慣性モーメント， p は無次元電圧， p は無次元不釣り

合い量， はモータの無次元内部減衰，は基礎支持の減衰比，はブロックの無次元変

位， は同期振動数比， は無次元時間である． 

図 2.1 における回転型振動子の自己同期現象の特性は，式(2.3)の同期解を解析すること

で解明される． 

 

2・2 エネルギー条件に基づく解析手法 

本節では，第 2.1 節で導出した運動方程式を元に，同期状態におけるエネルギーの流れ

について考察する．エネルギー積分により得られる式から自己同期現象が発生するために

エネルギーが満たすべき 2 本の条件式を求め，さらに近似を導入することで積分を実行し

た後の条件式を解析的に求める．その後，それらの条件式から近似解が求められることを

示し，得られる解の安定判別法について述べる．さらに，この 2 本の条件式を満たす同期

解の存在限界を表す簡潔な式を求める． 

 

2・2・1 エネルギーに関する条件式の導出 

本項では，同期解を仮定した運動方程式のエネルギー積分により自己同期現象が発生し

ている状態で各種のエネルギーの間に成立する 2 本の条件式を導出するとともに，その物

理的な意味について考察する． 

以下の議論において， 1,  および 2 は同期解を表すものとする．このとき，次式が成立

する． 

1 1 2 2

1 1 2 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( ) 2 , ( 2 ) ( ) 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

                
              

        
           

 (2.5) 

式(2.3)の第 1 式，第 2 式および第 3 式の両辺にそれぞれ 1,  および 2を乗じた上で，

 について 0 から 0 2  まで積分すると，次式を得る． 

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

E D T T
E D R T
E D R T

   

    

    

   
   
   

  
   
   

 (2.6) 
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式(2.6)の詳細は付録 A2 に示す．
1

,E E   および
2

E はそれぞれブロック，モータ 1 お

よびモータ 2 の 0  から 0 2  の間における（無次元）力学的エネルギーの変化量，

1
,D D   および

2
D はそれぞれブロックの粘性減衰，モータ 1 の内部減衰およびモー

タ 2 の内部減衰で消費される（無次元）散逸エネルギー，
1

R および
2

R はそれぞれモ

ータ 1 およびモータ 2 に対して外部電源の印加電圧により供給される（無次元）励振エネ

ルギーを表す．
1

T と
1

T  はブロックとモータ 1 の間に作用する内力によるモータ 1 か

らブロックへのエネルギー移動量と，ブロックからモータ 1 へのエネルギー移動量を表す．

同様に，
2

T と
2

T  はブロックとモータ 2 の間に作用する内力によるモータ 2 からブ

ロックへのエネルギー移動量と，ブロックからモータ 2 へのエネルギー移動量を表す． 

力学的エネルギーの変化量について，式(2.5)および式(A2.1)より次式が成立する． 

1 2
0E E E        (2.7) 

さらに，ブロックと各モータの間のエネルギー移動量について，式(2.5)および式(A2.1)より

次式が成立する． 

0

1 1
0

0

2 2
0

22
1 1 1

22
2 2 2

cos 0

cos 0

T T

T T

 
   

 
   

      

      





       

       

 (2.8) 

したがって， 

1 1 2 2
,T T T T             (2.9) 

となる．すなわち，同期状態においてモータ 1 からブロックへと，ブロックからモータ 1

へと流れるエネルギー移動量は互いに逆符号の関係にあり，同様にモータ 2 からブロック

へと，ブロックからモータ 2 へと流れるエネルギー移動量も互いに逆符号の関係にある． 

式(2.6)に式(2.7)および式(2.9)を代入して整理すると，ブロックおよび各モータそれぞれ

の 1 周期あたりのエネルギー積分は， 

1 2

1 1 1

2 2 2

D T T
D T R
D T R

  

  

  

  
  
  

 
  
  

 (2.10) 

となり，モータ 1 からブロック，モータ 2 からブロックへと移動したエネルギーがブロッ

クの粘性減衰で消費されること，各モータにおいて内部抵抗で消費されるエネルギーとブ
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ロックに移動するエネルギーの和が印加電圧により供給される励振エネルギーと等しい

ことがわかる． 

以上より，システム全体の 1 周期あたりのエネルギー積分は，式(2.10)の 3 式の和を取る

ことによって，次式のように求められる． 

1 2 1 2
D D D R R             (2.11) 

このように，1 周期の間に印加電圧によって供給される全ての励振エネルギーが，ブロッ

クの粘性減衰と 2 つのモータの内部抵抗で消費されることがわかる． 

一方，式(2.10)の第 2 式から第 3 式を辺々引いて整理すると，次式が求められる． 

1 2 1 1 2 2
( ) ( )T T R D R D                (2.12) 

これは，それぞれのモータの励振エネルギーとモータの内部抵抗で消費されるエネルギー

の差，すなわち実質的なモータの励振エネルギーの差がそれぞれのモータからブロックへ

のエネルギー移動量の差に等しいことを意味している．このように，ブロックを介してモ

ータ間でエネルギーバランスを取ることによって自己同期現象が実現しているものと考

えられる． 

 

2・2・2 近似解の導出 

本項では，状態量の近似解を仮定して式(2.11)および式(2.12)に含まれる積分を実行した

後の条件式を解析的に求め，それらを用いて近似解を求める方法を述べる． 

式(2.3)の厳密解を求めて式(2.11)および式(2.12)における各項を解析的に求めることは困

難である．そこで，同期状態において，無次元時間 に関する周期関数であるモータ 1 と

モータ 2 の角速度 1および 2の変動量が一定成分に比べて小さいものと仮定し，2 つのモ

ータの角変位 1 および 2 に関して次のような近似を導入する． 

1

2 ( )

 
   

 
  

 (2.13) 

ここに，は 1 と 2 との間の位相差を表す未知の定数である．さらに，同期解の角速度

も未知であることから，式(2.4)より同期振動数比 も未知の定数となる． 

式(2.13)の近似を導入すると，ブロックの運動方程式（式(2.3)の第 1 式）は次式のように

なる． 
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 2 2
1 22 sin sin( )                (2.14) 

式(2.14)より，ブロックの変位の特解（同期解）が次式のように求められる． 

 1 1 2 2

3 2 2
1 1

1 12 2 2 2 2 2

3 2 2
2 2

2 22 2 2 2 2 2

cos sin cos( ) sin( )

2 (1 )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

2 (1 )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

c s c s

c s

c s

           

     
   

     
   

     


  
    


      

 

 

 (2.15) 

式(A2.1)および式(2.15)より，式(2.13)の近似を導入したときの 1 周期あたりの散逸エネル

ギーおよびエネルギー移動量は次のように表すことができる． 

1 2

1 1 1

2 2 2

D D D
T D S
T D S

  

  

  

  
  
  

  


  
  

 (2.16) 

ここで， 

1 2

1 2

5 2 5 2
1 1 2 2 1 2
2 2 2 2 2 2

4 2
1 2

2 2 2

2 ( cos ) 2 ( cos )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

(1 )
, , sin

(1 ) (2 )

D D

S S S S S

 

 

          
   

        
 

 
    


     

 

  
 (2.17) 

である． 

このように，2 つのモータからブロックへのエネルギー移動量
1 2
,T T   は，それぞれ

ブロックの散逸エネルギー D を補填するためのエネルギー
1 2
,D D   と，ブロック

を介してモータ間でやり取りされ，自己同期現象が発生するためのエネルギーバランスに

寄与するエネルギー
1 2
,S S   の 2 種類からなることがわかる．式(2.17)における S は

モータ 1 からモータ 2 へと流れる方向を正として 1 周期間にモータ間でやり取りされるエ

ネルギー量を表しており，以下ではこれを同期エネルギーと呼ぶ． 

式(2.16)および式(2.17)を考慮すれば，式(2.10)の同期状態における各種のエネルギーが満

たすべき条件は次式のように表せる． 

1 2

1 1 1

2 2 2

D D D
D D S R
D D S R

  

  

  

  
   
   

 
   
   

 (2.18) 

ここで， 
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1 2
2D D      (2.19) 

である． 

式(2.18)の第 1 式は，それぞれのモータからブロックへと流れたエネルギーのうち散逸エ

ネルギーの補填分がブロックの減衰で消費されることを表し，式(2.15)のに対しては お

よびの値によらず成立する．式(2.18)の第 2 式および第 3 式はそれぞれのモータの内部減

衰により散逸されるエネルギー，モータからブロックに流れブロックの減衰で消費される

エネルギー，そしてモータからブロックを介してもう一方のモータへと流れる同期エネル

ギーの和が印加電圧による励振エネルギーと等しいことを表す．式(2.18)の第 2 式および

第 3 式より，同期エネルギー S は一方のモータのエネルギー不足分を補うために，もう

一方のモータから移動するエネルギーであることがわかる． 

式(2.18)の 3 式の和を取ると式(2.11)に対応する式が得られ，式(A2.1)，式(2.17)および式

(2.19)より次式のようになる． 

5 2 2
1 2 1 2

1 22 2 2

2 ( 2 cos )
4 2 ( )

(1 ) (2 )

         
 
 

  
 

 (2.20) 

これが，自己同期発生時の散逸エネルギーに関する条件を満足するための条件式である．

式(2.20)より同期状態における振動数比 と位相差によって全体の散逸エネルギーが決

まり，この全体で散逸されるエネルギー分を印加電圧による励振エネルギーで補填してい

ることがわかる． 

一方，式(2.12)に式(2.16), (2.17), (2.19)を代入すると 

1 2 1 2
( ) 2D D S R R            (2.21) 

となる．式(2.16)および式(2.17)より式(2.21)の左辺は
1 2

T T   と等しいので，式(2.21)

はそれぞれのモータからブロックへのエネルギー移動量の差が励振エネルギーの差と等

しくなるように，モータ間で同期エネルギー S のやり取りが行われることを示している． 

式(2.21)に式(A2.1)および式(2.17)を代入すると， 

5 2 2 4 2
1 2 1 2

1 22 2 2 2 2 2

2 ( ) 2 (1 )
sin 2 ( )

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

          
   

 
  

   
 (2.22) 

となり，式(2.12)に対応する式が得られる．これが，自己同期発生時の同期エネルギーに関

する条件を満足するための条件式である． 
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以上より，式(2.20)および式(2.22)の 2 本の式が，式(2.13)および式(2.15)の 1 2,  および

が同期状態を表す近似解であるためのエネルギー的な条件式となる． 

式(2.20)および式(2.22)を同期振動数比 および位相差について解くことにより同期解

が求められる．本論文ではモータ 2 の無次元電圧 2 を固定してモータ 1 の無次元電圧 1 を

変化させた場合の解析を行うが，その際に 1 の設定値ごとに およびを求めようとする

と非線形の連立方程式を解く必要があり，数値解しか得られない．そこで， を設定値と

して 1 およびについて解くことを考える．そのために，式(2.20)および式(2.22)をそれぞ

れ次のように変形する． 

1 0 1 0cos , sin
c s

d s
d s

   
   (2.23) 

ここに， 

5 2 2 5
1 2 1 2

0 22 2 2 2 2 2

4 2 2 2 5
1 2 1 2

0 22 2 2 2 2 2

2 ( )
, 2

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

(1 ) ( )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

c

s

d d

s s

       
   

       
   


      


        

 

 
 (2.24) 

である．式(2.23)を 2 2cos sin 1   に代入してを消去すると 1 に関する 2 次方程式が得

られる．これを解くと 

2 2
0 0

1 2 2
c s c s

c s

d s d s d s D
d s

  



 (2.25) 

となる．ここに， 

2 2 2
0 0( )c sD d s d s    (2.26) 

であり， 0D  が成り立つとき，式(2.20)および式(2.22)を満たす 1 は式(2.25)で与えられる．

さらに，得られた 1 と式(2.23)からが求められる． 

 

2・2・3 近似解の安定判別 

自己同期現象の特性を十分に把握するためには，安定判別を行って同期解の安定性をも

明らかにする必要がある．解の安定判別に必要な式(2.3)の変分方程式は以下のように導出

される． 
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2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 cos 2 sin ( sin cos )

cos 2 sin ( sin cos )

( cos sin )

               

           

          
     

              
         

      

    2 2 2( cos sin )    








  

 (2.27) 

式(2.27)に対して式(2.13)のような一定角速度近似を導入すると，次式が得られる． 

 

 

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2

2 ( cos 2 sin cos )

cos( ) 2 sin( ) cos( )

( cos sin )

cos( ) sin( )

           
          

          
            

        


       


       
         

 (2.28) 

式(2.28)の解析にあたり，微小変分 を次式のように仮定する． 

cos sin

cos sin sin cos

cos sin 2 sin 2 cos cos sin

c s

c s c s

c s c s c s

    
        
            

  
      
          

 (2.29) 

ここに， ,c s  は無次元時間 の関数である．式(2.29)を式(2.28)に代入して調和バランス

の原理を適用し，第 1 式ではcos およびsin の係数の部分を，第 2 式と第 3 式では を

陽に含まない項をそれぞれ等値すると，次式を得る． 
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1 2

2 2 2
1 2

2 2
2

2 2
1 1
2 2 2

2 2 2

2 2
2

2 2 2
1 2

2
1

2 2
2 2

( , , , )

0 cos

0 0 sin

0 2 0

cos sin 0 2

2 2 0 2 sin

2 2 2 2 cos

0 2 2 0

2 sin 2 cos 0 2

T
c s   

     
   

   
       

    
      

  
      

   



 
 

 
 
 

  
 
 

   
 
 
  

M C K

M

C

K

  


0





2 2 2
1 2

2 2
2

2 2
1 1 1
2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2

2 2 1 1

1 2 cos

2 1 0 sin

0 0

cos sin 0

( cos sin )

( cos sin )
s s c

s s c

      
    

    
        

      
      


















   
 

   
 
 

   


  
  






 (2.30) 

さらに，式(2.30)を次式のように定数係数の 1 階常微分方程式に変換する． 

1 1,  

  


   
        

A
I

A
M K M C

 





0
 

 (2.31) 

同期解の安定判別は，Aの固有値として得られる特性指数から判別できる．すなわち，

すべての特性指数の実部が負であれば安定，一つでも正のものがあれば不安定である．な

お，det 0K であるので，Aの固有値の少なくとも一つは零であることがわかる．これは

自律系にみられる特徴である． 

 

2・2・4 同期可能領域の導出 

本項では，2.2.2 項で導出したエネルギーに関する 2 本の条件式（式(2.20)および式(2.22)）

を満たす同期解の存在限界を表す関係式を求める． 

式(2.20)において， 1 cos 1   であることから次式が得られる． 

5 2 5 2
1 2 1 2

1 22 2 2 2 2 2

( ) ( )
2 2

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

        
   

 
    

   
 (2.32) 
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この関係式は，2 つのモータに印加される無次元電圧の和が式(2.32)の範囲を外れると，シ

ステム全体で励振エネルギーと散逸エネルギーとの間のバランスを取ることが不可能に

なり，自己同期現象が発生できなくなることを意味している． 

また，式(2.22)について， 1 sin 1   であることから次式が得られる． 

4 25 2 2
1 21 2

2 2 2 2 2 2

4 25 2 2
1 21 2

1 2 2 2 2 2 2 2

1( )

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

1( )

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

     
   

      
   

 
    


 

    
    

 (2.33) 

この関係式は，2 つのモータに印加される無次元電圧の差が式(2.33)の範囲を外れると，同

期するために必要なモータ間のエネルギー移動量が式(2.17)の同期エネルギー S でやり

取りできる量よりも大きくなり，自己同期現象が発生できなくなることを意味している． 

同期解が存在する場合には，無次元電圧 1 2,  および同期振動数比 は必ず式(2.32)と式

(2.33)を同時に満足する範囲内に存在するので，この範囲内の領域（以下，同期可能領域と

呼ぶ）でのみ自己同期現象は発生しうる．次節および第 3 章で示すように，式(2.32)，式

(2.33)および同期可能領域を用いることでパラメータが自己同期現象に及ぼす影響を見通

しよく解析することが可能となる． 

 

2・3 解析結果 

本節では，2.2 節で提案した 2 つの解析法の有効性について検証する．その一つは 2.2.2

項および 2.2.3 項で示した近似解の効率的な計算法およびその安定判別法であり，他の一

つは，2.2.4 項で示した同期解の存在限界を表す関係式を用いた解析法である． 

 

2・3・1 近似精度の検証 

ここでは，同方向に回転する 2 個のモータを対象として，後述するパラメータ設定に対

する同期解を 2.2.2 項および 2.2.3 項で述べた手法で求めて安定判別を行う．さらに，得ら

れた同期解およびその安定判別の結果を数値積分に基づく高精度な数値解法の一種であ

るシューティング法の結果と比較することにより計算精度を検証する．シューティング法

の数値積分にはルンゲクッタギル法を適用し，1 周期あたりの分割数を 1024 として倍精度

計算を行った．また，同期解の初期値および周期を逐次近似計算によって求める際の収束

判定誤差は 1210 以下とした．本章に示す解析結果において用いたパラメータは表 2.1 の通

りである．これらのパラメータのうち， 1 2 1, ,   および 2 は文献(82)で扱われている実験 
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Table 2.1  System parameters 

1  24 10  1  23 10    33.4 10  

2  25 10  2  25 10    25 10  

 

装置を元に設定しているが，2 つの回転子のパラメータが異なる場合でも議論が可能であ

ることを示すために 1 2,  および 1 2,  はそれぞれ異なる値に設定した．他のパラメータ

の値は実際の系から直接的に求めたものではないが，実際の系で取りうる値を考慮して設

定した． 

モータ 2 の無次元電圧を 3
2 5 10   に固定した状態でモータ 1 の無次元電圧 1 を変化さ

せながら提案手法により同期解の計算を行ったところ， 1  および 1  に分かれた範囲

にそれぞれ 1 本ずつ解分枝が求められた．結果を図 2.2 に示す．上下の図の横軸はいずれ

もモータ 1 の無次元電圧 1 であり，縦軸は上図では同期振動数比 ，下図ではモータ 1 と 

 

 
Fig. 2.2  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the shooting method 
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モータ2の位相差である．青色の細線は提案手法で求められた2本の同期解分枝であり，

灰色の太線はシューティング法で求められた高精度の同期解分枝である．なお，文献(82)で

は本論文と同様の系についてシューティング法による数値計算結果と実験結果の両者が

よく一致していることが確認されている．図中の実線および破線は安定解および不安定解

を表しており，〇印はサドル・ノード分岐点，△印はホップ分岐点を表している．縦の破

線は 3
1 2 ( 5 10 )     を満たす無次元電圧 1 の値を示しており，緑色の横線は

1 ( )x    を示している．図 2.2 のように，いずれの解分枝についても提案手法で得ら

れた同期振動数比 および位相差はシューティング法で得られた高精度の計算結果と非

常によく一致している．さらに，安定性についてもサドル・ノード分岐点だけではなくホ

ップ分岐点まで含めてよく一致している． 

図 2.2 の 2 本の解分枝にはそれぞれ以下の特徴が見られる． 1  の解分枝は無次元電圧

1 および同期振動数比 が高い範囲に向かって閉じることなく伸びている一方で， 1  の

解分枝は閉曲線を構成している．これらの解分枝は，主に同期振動数比 が無次元電圧 1

に対して正比例的に変化する領域（図中の領域 1R ）と， 1  付近で 1 の広い範囲に伸びた

領域（図中の領域 2R ）に存在する．これらは同期振動数が固有振動数よりも高い領域，お

よび両者が近い領域と対応している．また，図 2.2 のように領域 1R および 2R のそれぞれ

に広い安定解の範囲が 1 箇所ずつ存在する． 

(a) P 

(b) Q 

Fig. 2.3  Behavior of the system at stable synchronous solutions in Fig. 2.2 
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図 2.3(a)および図 2.3(b)は，それぞれ図 2.2 の 3
1 7 10   における点 P および点 Q の安

定解の時刻歴波形を提案手法（青色の細線）とシューティング法（灰色の太線）で求めて

重ね描きしたものである．なお，シューティング法でも提案手法と同様に 0  においてモ

ータ 1 の角変位が 1 0  となるように時間の原点を設定し， の設定にあたっては提案手

法およびシューティング法のそれぞれにおいて得られる 2 種類の時刻歴波形の周期が2

となるようにしている．これらの図から，提案手法により求められる系の挙動はシューテ

ィング法による結果とよく一致していることが確認できる．さらに，図 2.3(a)と図 2.3(b)と

の間で波形を比較すると，図 2.3(a)ではブロックの振幅が小さいのに対して，図 2.3(b)では

大きい．これは，領域 1R では同期振動数比 が 1  から離れているのに対して領域 2R で

は近いことに対応している． 

ところで，シューティング法ではニュートン法を用いるため初期値を設定した上で数値

計算を行うが，多変数になるほど適切な初期値を求めるのは困難であり，解分枝の計算に

必要なすべての初期値を求められる保証もない．さらに，シューティング法では数値積分

を用いるため計算コストが比較的高いというデメリットも存在する．一方で，提案手法で

は同期解を求める計算が非常に簡潔であり，少なくとも近似を施した後の解については初

期値を設定せずに式(2.23)および式(2.25)ですべて求められることから，シューティング法

による解析に比べて遥かに効率よくかつ高速に同期解を求めることができる． 

なお，第 3 章で示すように，パラメータの変化によって解分枝の構造およびその存在範

囲（無次元電圧 1 および同期振動数比 の範囲）は多様に変化する．これら解分枝の変化

に対する十分な理解は，自己同期現象のメカニズムの解明と振動機械への応用の両面にお

いて非常に重要となる．一方で，パラメータの変化が解構造（解分枝の結合状態）に及ぼ

す影響を直感的に理解することは，2.2.2 項および 2.2.3 項の近似計算を用いた場合でも困

難を伴う．また，発生メカニズムの検討や機械の設計における基本的な段階では，解その

ものを与える式よりも解の特性とパラメータの定性的な関係を見通しよく与える簡潔な

式の方が有用であることも多い．これについては 2.2.4 項で述べた手法が有効であり，次節

で議論を行う． 

  



24 
 

2・3・2 同期可能領域を用いた解析 

図 2.2 と同様のパラメータに設定した場合について，式(2.32)および式(2.33)を用いて散

逸エネルギーの条件を満足する無次元電圧 1 2  および同期振動数比 の領域，ならびに

同期エネルギーの条件を満足する無次元電圧 1 2  および同期振動数比 の領域を求めた．

結果を図 2.4(a)と図 2.4(b)にそれぞれ薄黄色および灰色で示す．各領域の境界線に付された

の値は境界における位相差の値を表しており，式(2.32)および式(2.33)の導出過程より

薄黄色の領域の境界では 0  あるいは  ，灰色の領域の境界では / 2   あるいは

/ 2  である．図 2.4(a)および図 2.4(b)の横軸を無次元電圧 1 に変換し，それらを図 2.2(a)

の近似解の解分枝（青色）とともに示したものが図 2.5 であり，薄黄色および灰色の両方

の領域に含まれる橙色の領域が同期可能領域となる．なお，上記のような 1 への変換に伴

い，図 2.5 では図 2.4(a)と図 2.4(b)の領域がそれぞれ左と右にモータ 2 の無次元電圧の値

2 0.005  だけ平行移動している． 

図 2.4(a)の薄黄色の領域は， 1  において と 1 2  がほぼ正比例の関係にある 2 本の

線に挟まれた領域と， 1  において 1 2  の広い範囲に存在する領域から構成されている．

これらの領域はそれぞれ図 2.2 の領域 1R および領域 2R に対応しており，図 2.3 の波形か

らわかるように，領域 1R では系が高い振動数で運動することで，領域 2R ではブロックが

大振幅で振動することで，散逸エネルギーの条件が満たされる．もう一方の図 2.4(b)の灰

色の領域は， 1  の領域を除いて 1 2 0   を中心とした軸対称に近い形をしており，基

本的には 2 つのモータの無次元電圧が等しい状態である 1 2  に近いほどやり取りすべき

エネルギーが小さく済み，同期発生が容易であることがわかる． 
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(a) Dissipated energy 

 

(b) Self-synchronization energy 

Fig. 2.4  Areas for voltage and synchronous frequency ratio satisfying each energetic condition 
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図 2.5 より，同期解はすべて橙色の同期可能領域に含まれており，この領域でのみ自己

同期現象が発生しうることを確認できる．さらに，解分枝は橙色の同期可能領域の境界に

貼りつくような形状をしている．これは，図 2.2 の下図に示すように解分枝中の位相差

が上述の図 2.4(a)および図 2.4(b)の薄黄色および灰色の領域の境界における値である

0,  および / 2   ，あるいはそれらに近い値を取っているためである．図 2.5 に示

す 2 種類のエネルギー条件に基づく考察により，図 2.2 で解分枝が 1  を境に上下に分離

するのは， 1 2  であるため図 2.4(b)の拡大図 3R に示す 1  において灰色の領域が非対

称となり，薄黄色の領域と重ならなくなるためであると理解できる． 

以上より，同期可能領域を求めることで近似解の形状が予測できることが確認できた． 

 

 

Fig. 2.5  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the area for voltage and 
synchronous frequency ratio satisfying the two energetic conditions 
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2・4 第 2 章のまとめ 

本章では，2 つの回転型振動子（DC モータ）からなる 2 振動子 3 自由度モデルを用い

て，自己同期現象の発生条件に関するエネルギー的な考察を行い，散逸エネルギーに関す

る条件式と同期エネルギーに関する条件式を解析的に導出した．前者はモータに印加され

る電圧の和に比例する電気エネルギーが励振エネルギーとして系に流入し散逸エネルギ

ーとして消費されるという条件であり，後者は 2 つのモータからブロックに流れ出るエネ

ルギーの差が励振エネルギーの差と等しくなるようにモータ間でエネルギーのやり取り

が行われるという条件である． 

これら 2 つの条件と 2 つのモータの回転角速度を一定とみなす近似を組み合わせること

で，簡潔な計算手続きにより運動方程式の同期解を求める手法と，調和バランスの原理に

より同期解の安定判別を行う手法を提案した．提案手法により求められた近似解およびそ

の安定判別の結果はシューティング法により得られた高精度解と非常によく一致するこ

とを確認した．シューティング法はニュートン法を基盤とする手法であることからすべて

の解が求められる保証がなく，数値積分を用いているので比較的高い計算コストを要する

のに対して，提案手法では少なくとも角速度一定の近似を施した後の解についてはもれな

く求められるだけでなく，反復計算や数値積分を必要としないため効率よく解析を実施す

ることが可能である． 

さらに，上記 2 本のエネルギーに関する条件式を元に同期可能領域を求めた．その結果，

近似解は同期可能領域の境界に沿うように求められることから，同期可能領域を求めるこ

とで近似解の存在領域を把握できることが確認された． 
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第 3 章 パラメータの影響 

自己同期現象のメカニズムの解明および現象を応用した振動機械の設計には，それぞれ

のパラメータが同期状態に及ぼす影響の把握が重要となる．しかしながら，従来用いられ

てきた解析法では，シューティング法のような高精度数値解析手法だけでなく平均法のよ

うな近似解析でも数値解しか得られないことが多く，個々のパラメータ設定における同期

状態しか把握できないことからパラメータが与える定性的な影響を包括的に把握するこ

とは困難であった．そこで，本章では第 2 章で提案したエネルギーに基づく解析手法を用

いることで，パラメータが与える影響を包括的に把握できることを示す． 

2.1 節における議論より，2 振動子 3 自由度モデルにおけるパラメータは，無次元慣性モ

ーメント ( 1,2)p p  ，無次元電圧 p ，無次元不釣り合い量 p ，モータの無次元内部減衰

 および基礎支持の減衰比 の 5 種類である．このうち，実際の系において変更が容易な

パラメータは 2 つの回転型振動子の不釣り合い量およびモータの電圧であるため，初めに

この 2 種類のパラメータが与える影響を簡潔に把握できることを示す．なお，この 2 種類

のパラメータの影響に関する検討では，提案手法の妥当性を検証するために，提案手法に

よって得られる結果とシューティング法によって得られる高精度な数値計算結果との比

較も併せて示す．その後，モータの無次元内部減衰および基礎支持の減衰比が与える影響

についても簡単に検討する． 

 

3・1 不釣り合い量の大きさの影響 

本節では，モータ 1 およびモータ 2 の無次元不釣り合い量 1 および 2 の大きさが自己

同期現象に与える影響を調べる． 

まず，提案手法によって得られる結果をシューティング法によって得られる数値計算結

果と比較する．図 3.1 は 1 および 2 以外のパラメータは表 2.1 に示す値（以下，基準パラ

メータと呼ぶ）と同一とした上で， 1 および 2 を(a) 2 2
1 23 10 , 5 10      （表 2.1 と

同一），(b) 2 2
1 22.4 10 , 4 10      （図 3.1(a)から 2 つの不釣り合い量を20 % だけ減少

させた場合）に設定し，モータ 2 の無次元電圧を 3
2 5 10   に固定してモータ 1 の無次元

電圧 1 を変化させることで得られた結果である．なお，本章における議論において，領域

1R および 2R は図 2.2 および図 2.5 と同一の領域を示している．横軸はモータ 1 の無次元

電圧 1 ，縦軸は同期振動数比 であり，図中の線種および記号の意味は図 2.2 と同一であ

る．図 3.1 よりいずれの解分枝についても，提案手法で得られた計算結果はシューティン

グ法で得られた高精度の計算結果と安定性を含め非常によく一致しており，高精度に解を

求められていることが確認できる． 
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(a) 2 2
1 23 10 , 5 10       (b) 2 2

1 22.4 10 , 4 10       

Fig. 3.1  Effects of unbalances 1  and 2  on synchronous solutions for 3
2 5 10    

 

次に図 3.1 の解分枝の変化に着目すると，図 3.1(b)では図 3.1(a)と比較して 1  （領域

1R ）で解分枝の分離が生じ，さらには 1  （領域 2R ）で解分枝が電圧方向に縮小してい

る．両モータの不釣り合い量を減少させると，このような同期解分枝の分離・縮小が生じ

ることがわかる． 

上記のような不釣り合い量の変化の影響を定性的に把握できることを示すために，図 3.1

のパラメータを用いてエネルギーに関する 2本の条件式が成立する無次元電圧 1 および同

期振動数比 の範囲を求めた．図 3.2 には図 3.1 で求めた近似解の解分枝（青色）ととも

に，2 つのエネルギーの条件を満足する領域および同期可能領域を図 2.5 と同様に示した．

なお，図 3.2(a)は図 2.5 の再掲である． 

図 3.2 に基づいて，図 3.1 における解分枝の変化を以下のように説明できる．図 3.2(b)で

は図 3.2(a)よりも薄黄色の領域および灰色の領域が縮小しているため，領域 1R では灰色の

領域の一部が薄黄色の領域を覆わずに同期可能領域が分離し，結果として解分枝の分離が

生じる．また，領域 2R では灰色の領域の変化に伴い同期可能領域が縮小し，解分枝が小さ

くなる． 

ここで，薄黄色の領域の横幅に着目すると，その大きさは式(2.32)の最右辺から最左辺を

引いて得られる 5 2 2 2
1 24 / [(1 ) (2 ) ]      で与えられる．これは，2 つの不釣り合い量

1 および 2 の積 1 2  が大きいほど薄黄色の領域の横幅が拡大することを意味する．また， 
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(a) 2 2
1 23 10 , 5 10       (b) 2 2

1 22.4 10 , 4 10       

Fig. 3.2  Effects of unbalances 1  and 2  on synchronous solutions and the area for voltage and 

synchronous frequency ratio satisfying the two energetic conditions for 3
2 5 10    

 

灰色の領域の横幅は式(2.33)の最右辺から最左辺を引いて得られる 4 2
1 22 1   

2 2 2/[(1 ) (2 ) ]   によって評価でき，灰色の領域の横幅も薄黄色の領域と同様に 1 およ

び 2 の積 1 2  に比例することがわかる．その結果，無次元不釣り合い量 1 および 2 を大

きくすることで解分枝の存在領域が拡大してより広範囲の電圧で同期可能となることが

予測できるだけでなく，例えば図 3.2(a)から 2 つの不釣り合い量を20 % だけ減少させると

薄黄色および灰色の領域の横幅が 0.64 倍となり，主に灰色の領域の変化に起因して図

3.2(b)のような解の分離が生じることを計算せずとも把握できる．これらはエネルギーの領

域に基づいた解析の特長を示すものであり，図 3.1 のような解分枝のみに着目した解析で

はこのような不釣り合い量の影響に関する事前の把握は難しい． 

以上より，不釣り合い量の大きさが同期解分枝に与える影響を提案手法により把握でき

ることが示せた．なお，一般に図 3.1(b)に現れているような非線形系における分離解につ

いては，求めることに困難を伴うだけでなくその存在の把握自体が難しい．これに対して，

本節で用いた手法ではその存在を上記のように簡単な解析に基づいて予測することが可

能である． 
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3・2 不釣り合い量の大小関係および固定電圧の影響 

図 3.3 では不釣り合い量 1 2,  およびモータ 2 の無次元電圧 2 を(a) 2
1 3 10 ,    

2 3
2 25 10 , 5 10      （図 3.1 の再掲），(b) 2

1 5 10 ,   2 3
2 23 10 , 5 10      （図

3.3(a)の 1 と 2 の値を入れ替えた場合），(c) 2
1 3 10 ,   2 2

2 25 10 , 1.5 10      （ 2

が 3 倍の場合），(d) 2 2
1 25 10 , 3 10 ,      2

2 1.5 10   （ 1 と 2 の値を入れ替え，か

つ 2 が 3 倍の場合）の 4 通りに設定し，提案手法およびシューティング法で同期解を求め

た．他のパラメータについては表 2.1 と同様に設定した．図より，提案手法で得られた計

算結果はシューティング法で得られた計算結果とよく一致していることが確認できる． 

図 3.3 から，不釣り合い量 1 2,  の大小関係およびモータの無次元電圧 2 の変化が同期

解分枝に与える以下のような影響を確認できる． 

(i) 3
2 5 10   の場合において不釣り合い量を 1 2  から 1 2  に変更した図

3.3(a)から図 3.3(b)への変化では，領域 2R の解分枝が 1 2  の領域に長く伸びて

いる．一方，領域 1R における解分枝には殆ど変化がみられない． 

(ii) 図 3.3(a)から図 3.3(c)への 2 の増加にともなって，領域 1R の解分枝と領域 2R の

解分枝との間が途切れ，領域 2R では 1  の上下の解分枝が結合している． 

(iii) 3
2 15 10   の場合において不釣り合い量を 1 2  から 1 2  に変更した図

3.3(c)から図 3.3(d)への変化では領域 2R における解分枝は消滅しており，より 1

が大きな領域 4R に小さな解分枝が存在している．(i)と同様に領域 1R における解

分枝には殆ど変化がみられない． 
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(a) 2 2 3
1 2 23 10 , 5 10 , 5 10           

(same as Fig.3.1(a)) 

(b) 2 2 3
1 2 25 10 , 3 10 , 5 10           

 

(c) 2 2 3
1 2 23 10 , 5 10 , 15 10           (d) 2 2 3

1 2 25 10 , 3 10 , 15 10           

Fig. 3.3  Effects of unbalances 1 2,   and voltage 2  on synchronous solutions 
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不釣り合い量 1 2,  の大小関係およびモータの無次元電圧 2 が与える影響を提案手法

より定性的に把握できることを示すため，図 3.4 では図 3.3 のパラメータを用いてエネル

ギーに関する領域を求めた．なお，図 3.4(a)は図 3.2(a)の再掲である． 

図 3.4 から，上述した図 3.3 における解分枝の変化は以下のように解の存在領域に基づ

いて把握できる． 

(i) 図 3.4(a)では領域 2R で灰色の領域が破線 1 2  の左側に偏っている一方で，図

3.3(b)では不釣り合い量 1 2,  の大小関係が逆転したことによって破線 1 2  の

右側に偏りが生じている．その結果，図 3.3(b)の解分枝は 1 2  の領域に大きく

伸びている． 

(ii) 図 3.4(c)では，図 3.4(a)から薄黄色の領域が左に，灰色の領域が右にそれぞれ 2

の増加分 310 10 だけ平行移動したことで，図 3.4(c)の領域 1R では両者の重なる

領域が途切れ，反対に領域 2R では 1  において両者の重なる領域が現れている．

その結果，図 3.3(c)では領域 1R および領域 2R にまたがる解分枝が途切れ，領域

2R では 1  の上下に分かれていた解分枝が結合する． 

(iii) 図 3.3(d)の解分枝については，無次元電圧 2 の増加に伴って図 3.3(b)の解分枝が

変化したものと理解できる．すなわち，図 3.4(b)から薄黄色の領域が左に，灰色

の領域が右にそれぞれ 310 10 だけ平行移動したことにより，図 3.3(d)の領域 2R

近傍では両者が重なった同期可能領域ととともに解分枝が消滅したものと考え

ることができる．また，図 3.3(c)と比較すると，図 3.4(d)は図 3.4(c)よりも領域 2R

近傍で灰色の領域が破線 1 2  の右側に偏り，さらに灰色の領域と薄黄色の領域

が重なる範囲が狭くなるため，領域 2R よりも 1 が大きな領域に小さな解分枝が

存在する． 

上記の(i)および(iii)より， 1 2  であれば 1 2  ， 1 2  であれば 1 2  で灰色の領域

が広がることがわかる．これは，式(2.33)において 1  （領域 2R ）では最左辺および最右

辺に含まれる 5 2 2 2 2 2
1 2( ) / [(1 ) (2 ) ]       が支配的であり，この項が不釣り合い量の 2

乗の差 2 2
1 2( )  に比例するためである． 

また，(ii)および(iii)に示すように固定電圧 2 の設定値を変更するとその分だけ薄黄色お

よび灰色の領域が平行移動することから， 2 の変更にともなう同期可能領域および解分枝

形状の変化を事前に予測することができる．これにより，必要に応じた同期可能領域の位

置および大きさの変更もある程度可能となる．例えば，図 3.3(d)の拡大図 4R に示す小さな

解分枝については，図 3.4(b)のように 2 を小さくすることにより解分枝の形状を大きくす

ることが可能であり，解分枝が 1 のどの付近に現れるかという点についても見積もること

ができる． 
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(a) 2 2 3
1 2 23 10 , 5 10 , 5 10           

(same as Fig. 3.2(a)) 

(b) 2 2 3
1 2 25 10 , 3 10 , 5 10           

 

(c) 2 2 3
1 2 23 10 , 5 10 , 15 10           (d) 2 2 3

1 2 25 10 , 3 10 , 15 10           

Fig. 3.4  Effects of unbalances 1 2,   and voltage 2  on synchronous solutions and the area for 
voltage and synchronous frequency ratio satisfying the two energetic conditions 
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3・3 モータの内部減衰の影響 

2 通りの無次元内部減衰 の値に対する同期解分枝およびエネルギーに関する領域を求

めた結果を図 3.5 に示す．なお，本節と 3・4 節では提案手法およびシューティング法より

求められる同期解分枝の比較は省略するが，両者がよく一致していることを確認している．

図 3.5 ではモータの無次元内部減衰を(a) 33.4 10   （図 3.2(a)の再掲），(b) 34.2 10  

（図 3.5 (a)の無次元内部減衰 を 30.8 10 だけ増加させた場合）に設定し，その他のパラ

メータについては，表 2.1 に示す値を用いた上でモータ 2 の無次元電圧を 3
2 5 10   とし

た． 

図 3.5(b)では図 3.5(a)よりも無次元内部減衰 が大きいため，薄黄色の領域の傾きが小さ

くなっている．その結果，図 3.5(b)で 1  （領域 1R ）において薄黄色の領域の一部が灰色

の領域から外れ，図 3.1(b)と同様に解分枝の分離が生じる． 

このように，無次元内部減衰 が大きいほど 1  （領域 1R ）において薄黄色の領域の

傾きが小さくなるのは， 1  （領域 1R ）では式(2.32)の最左辺および最右辺においてモー

タの内部減衰に関する項2 が支配的となるためである．物理的には， が大きいほどモ

ータの内部減衰で消費される散逸エネルギーが増大し，同じ回転数でモータを回転させる

ためにはより大きな電圧を印加する必要があるためと理解できる． 

 

(a) 33.4 10    (same as Fig. 3.2(a)) (b) 34.2 10    

Fig. 3.5  Effects of internal damping   of the motors on synchronous solutions and the area 

for voltage and synchronous frequency ratio satisfying the two energetic conditions 
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3・4 基礎支持の減衰の影響 

図 3.6 では基礎支持の減衰比 を(a) 25 10   （図 3.2(a)の再掲），(b) 210 10   （

を 2 倍にした場合）に設定し，同期解分枝およびエネルギーに関する領域を求めた．その

他のパラメータについては，表 2.1 の値に設定しモータ 2 の無次元電圧を 3
2 5 10   とし

た． 

図 3.6(b)では図 3.6(a)と比較して領域 2R では薄黄色および灰色の領域が狭くなり，領域

1R では薄黄色の領域が広くなっている．その結果，図 3.6(b)では領域 2R で解分枝が存在す

る無次元電圧 1 の範囲が狭くなり，領域 1R では安定解と不安定解の間隔が広くなってい

る． 

このように薄黄色の領域に対する無次元電圧 1 の範囲が基礎支持の減衰の増加に伴って

1  （領域 2R ）では狭くなり 1  （領域 1R ）では広くなる理由については，式(2.32)の

散逸エネルギーの条件に基づいて解析的に把握することが可能であり，付録 A3 にその考

察を示す．一方，同期エネルギーの条件を満たす灰色の領域は 1  （領域 2R ）において横

軸方向にとくに狭くなっているが，これは灰色の領域の幅を決定する式(2.33)の最左辺第 2

項および最右辺第 2 項の値に及ぼす の影響が 1  において強く現れるためである． 

 

(a) 25 10    (same as Fig. 3.2(a)) (b) 210 10    

Fig. 3.6  Effects of damping ratio   on synchronous solutions and the area for voltage and 
synchronous frequency ratio satisfying the two energetic conditions 
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3・5 第 3 章のまとめ 

本章では 2振動子 3自由度モデルを対象として，数種類のパラメータ設定に対して提案

手法およびシューティング法により同期解分枝を求めた．両者の結果は安定性を含めよく

一致しており，提案手法の精度を検証できた． 

また，提案手法により散逸エネルギーおよび同期エネルギーの条件を満足する領域を求

め，パラメータがエネルギーの領域に与える影響を考察した．同期解分枝は同期可能領域

の境界に貼りつくような形で存在し，同期可能領域を形成する 2種類の領域の境界が解析

的に求められることから，同期解分枝に及ぼすパラメータの影響はエネルギーの領域に基

づいて定性的に把握できることが示せた．シューティング法や提案手法により解分枝を都

度求めずとも，エネルギーの領域の境界を表す式によってパラメータに対する解分枝の形

状の変化を予測できる点は，提案手法の長所の 1つであると言える． 

3.1節より不釣り合い量 1 および 2 を増加させることで 2種類のエネルギー領域の横幅

を拡大でき，3.2 節よりモータ 2 の無次元電圧 2 を変化させることでエネルギー領域を平

行移動できる．本論文での記述は省略するが，固有振動数を変化させることで解分枝が存

在する同期振動数領域の調整も可能である．以上に示した知見は，解分枝の同期振動数お

よび無次元電圧 1 を所望の値に調整し，同期解の存在範囲を広げてロバスト性を向上させ

るために必要なパラメータの推定に利用できる．このように，提案手法を用いることでよ

り効率的な振動機械の設計が可能となる． 

なお，次章以降に示す多自由度を有する剛体に 2個の振動子が搭載されたモデルについ

ても，同様にパラメータの影響を考察することが可能である．多自由度系で新たに問題と

なる固有振動数の影響については第 5章で検討する． 
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第 4 章 多自由度支持系への拡張 

自己同期現象は回転型自励振動子が多自由度支持系に搭載された系(63)-(68),(70),(75),(80)におい

ても発生し，振動機械の中にも多自由度の機械要素を加振して所望の運動を作り出してい

るものがある．そこで，本章では多自由度振動系に支持された回転型振動子の自己同期現

象に対して，第 2章で示した提案手法を拡張する．その対象として直交 2方向の並進自由

度を有する 2自由度支持系に 2個の回転型振動子が搭載された 4自由度モデル，および直

交 2方向の並進自由度および回転自由度を有する 3自由度支持系に 2個の回転型振動子が

搭載された 5自由度モデルを取り扱う．この 2つの解析モデルに対して提案手法を拡張し，

多自由度支持系においてもパラメータの影響を簡潔に把握できることを示す． 

 

4・1 4 自由度系 

本節では，直交 2方向の並進自由度を有する 2自由度支持系に 2個の回転型振動子が搭

載された 2振動子 4自由度モデル（以下，4自由度系と呼ぶ）に対して提案手法を適用す

る． 

 

4・1・1 解析モデルおよび運動方程式 

本節で用いる解析モデルを図 4.1に示す．ここで，第 2章で示した 2振動子 3自由度モ

デル（3 自由度系）におけるブロックの並進自由度を単純に増やすのではなくy方向にの

み可動な剛体枠を追加しているのは，実機で実現可能な構造を考慮したためである．この

構造に起因して，図 4.1のモデルには直交 2方向に可動な質量が異なるという異方性が存

在する． 

図 4.1 のモデルではばね yk および減衰 yc によってy軸方向に支持された質量 IM の剛体

枠から，質量 bM のブロックがばね xk および減衰 xc によってx軸方向に支持されている．

ブロックおよび剛体枠は回転せずにx軸およびy軸からなる水平面内で並進運動を行い，

静的平衡状態を基準としたブロックの中心の右向き変位をx，上向き変位をyで表す．質

量 bM のブロックには不釣り合いおもりを有する 2個の DCモータ（モータ 1およびモー

タ 2）がxy平面内で回転するように設置されており，モータ 1およびモータ 2の角変位を

それぞれ図のような反時計回りを正とする角度 1 および 2 で表す．これら不釣り合いおも

りおよびモータに関するパラメータと記号の意味については 2.1 節と同様であるため，こ

こでは省略する． 
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Fig. 4.1  Analytical model of 4DOF system 

 

ブロックおよび剛体枠の並進運動，モータの回転運動に関する運動方程式は次式のよう

に求められる（運動方程式の導出過程については付録A1を参照されたい）． 
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ここに， 

2 2
II 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2, ,

,

b r r

t t E

a a

M M m m J m r J J m r J
K K KA B
r r

   





  

 
 (4.2) 

である．ただし， 1 20, 0e e  であり， 1  のとき 2つのモータは同方向に回転し， 1  

のとき逆方向に回転する． 

いくつかの無次元パラメータを導入し，式(4.1)を完全に無次元化する． 
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ここに， 
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 (4.4) 

である．T は式(4.1)の同期解の周期（したがって，式(4.3)の同期解の無次元周期は2）で

あり，rは代表長さ， c は代表固有角振動数である．また， p は無次元慣性モーメント，

p は無次元電圧， p は無次元不釣り合い量，は剛体枠の無次元質量を表す質量比， は

モータの無次元内部減衰， x および y は基礎支持の減衰比，およびはブロックの無次

元変位，は同期振動数比， x および y は固有振動数比，は無次元時間である． 

 

4・1・2 提案手法の適用 

本項では，図 4.1で示した 4自由度系について自己同期現象が発生するためにエネルギ

ーが満たすべき 2本の条件式を求め，近似を導入することで積分を実行した後の条件式を

解析的に求める．その後，それらの条件式から近似解および同期解の存在限界を表す式を

求める．なお，これらの式の導出手続きは 2.2節で述べた 3自由度系に関するものと共通

する部分も多いことから，ここでは主要な結果のみを述べることにして詳細については付

録 A4に示す． 

 

4・1・2・1 エネルギーに関する条件式の導出 

以下の議論において， 1, ,   および 2 は同期解を表すものとする．式(4.3)をエネルギー

積分して整理すると，式(2.10)に対応する次式が得られる． 

1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

D T T
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  
  
   
   

  


  
   
   

 (4.5) 

式(4.5)の詳細は付録 A4の式(A4.3)に示す．
1

, ,D D D     および
2

D はそれぞれx軸

方向およびy軸方向の基礎支持の粘性減衰，モータ 1の内部減衰およびモータ 2の内部減
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衰で消費される（無次元）散逸エネルギー，
1

R および
2

R はそれぞれモータ 1および

モータ 2に対して外部電源の印加電圧により供給される（無次元）励振エネルギーを表す．

p
T および ( 1,2)

p
T p  はそれぞれ，ブロックとモータpの間に作用するx方向および

y方向の内力によるモータpからブロックへのエネルギー移動量を表す． 

システム全体の 1周期あたりのエネルギー積分は，式(4.5)の 4式の和を取ることによっ

て，次式のように求められる． 

1 2 1 2
D D D D R R                (4.6) 

一方，式(4.5)の第 3式から第 4式を辺々引いて整理すると，次式が求められる． 

1 1 2 2 1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )T T T T R D R D                      (4.7) 

 

4・1・2・2 近似解の導出 

式(4.6)および式(4.7)における各項を解析的に求めるために，同期状態において角速度 1

および 2が一定であるとみなし，2 つのモータの角変位 1 および 2 に関して式(2.13)に示

すような近似を導入する．式(2.13)を式(4.3)に代入すると，第 1式および第 2式の右辺は同

期振動数比と位相差を含む調和関数となり，およびが次式のように求められる． 
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 (4.8) 

式(2.13)および式(4.8)を式(4.6)に代入することにより，自己同期発生時の散逸エネルギー

に関する条件を満足するための条件式が次のように得られる． 
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 (4.9) 

同様に，式(2.13)および式(4.8)を式(4.7)に代入することにより，同期エネルギーに関する条

件を満足するための条件式が次のように得られる． 
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 (4.10) 

式(4.9)および式(4.10)を同期振動数比および位相差について解くことによって同期解

が求められる．を設定値として 1 およびについて解く場合には，3 自由度系の場合と

同様に式(2.25)および式(2.23)から同期解が得られる．ただし，4自由度系ではそれらの式に

含まれる 0, ,c sd d s および 0s の定義が式(2.24)とは異なっており，それぞれ次のように定義

される． 
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4・1・2・3 近似解の安定判別 

解の安定判別に必要な式(4.3)の変分方程式は以下のように導出される． 

2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
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2 2
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 (4.12) 

式(4.12)に対して式(2.13)のような一定角速度近似を導入し，微小変分およびについ

ては式(2.29)と同様にcosおよびsin を含む式で仮定する．さらに，調和バランスの原理

を適用し，第 1式と第 2式ではcosおよびsin の係数の部分を，第 3式と第 4式では

を陽に含まない項をそれぞれ等値すると，式(2.30)および式(2.31)に対応する式が次のよう

に得られる． 
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 (4.13) 

1 1,  

  


   
        

A
I

A
M K M C

 





0
 

 (4.14) 

式(4.14)に示すAの固有値を求めることにより，4自由度系においても安定判別が可能とな

る． 
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4・1・2・4 同期可能領域の導出 

エネルギーに関する 2本の条件式（式(4.9)および式(4.10)）を満たす同期解の存在限界を

表す関係式は，以下のように求められる． 

式(4.9)において， 1 cos 1   であることから次式が得られる． 

1 2
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 (4.15) 

また，式(4.10)について， 1 sin 1   であることから次式が得られる． 
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 (4.16) 

3自由度系に関する議論と同様に，4自由度系においても同期解は無次元電圧 1 2,  およ

び同期振動数比が式(4.15)と式(4.16)を同時に満足する同期可能領域にのみ存在しうる．

したがって，4自由度系においても式(4.15)，式(4.16)および同期可能領域を用いることでパ

ラメータが自己同期現象に及ぼす影響を把握できる． 
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4・1・3 解析結果 

本項では，4.1.2項で示した提案手法の計算精度および有効性について検証する． 

 

4・1・3・1 近似精度の検証 

ここでは，図 4.1に示した 4自由度系を対象として，4.1.2節で述べた手法によって数種

類のパラメータ設定に対する同期解を求めて安定判別を行い，シューティング法の結果と

比較することにより計算精度を検証する．4自由度系の場合は第 2章で示した 3自由度系

とは異なり，2 つのモータの回転方向によって解分枝の形状が異なるため，これらが同方

向に回転する場合（同方向回転）および逆方向に回転する場合（逆方向回転）のそれぞれ

について検討を行う．本節に示す解析結果において，とくに明示しないパラメータは表 4.1

に示す値を用いた．これらは実際の系から直接的に求められた値ではないが，実際の系で

取りうる範囲を考慮した上で解分枝の形状およびパラメータの影響による変化がわかり

やすい値に設定した． 

質量比を 0.2  とし，モータ 2 の無次元電圧を 3
2 8 10   に固定した状態でモータ 1

の無次元電圧 1 を変化させながら提案手法により同期解の計算を行ったところ，3 本の解

分枝が求められた．同方向回転の場合の結果を図 4.2(a)に，逆方向回転の場合の結果を図

4.2(b)に示す．図中の線種および記号の意味は 3自由度系の結果である図 2.2におけるの

図と同じである．ただし，図 4.2 では自由度の増加にともなって固有振動数比を表す緑色

の横線の数が 2本に増えており，下から順に x および y を示している． 

さらに，図 4.2(a)に示した 3種類の解分枝の詳細を図 4.3(a-1)から図 4.3(a-3)に，図 4.2(b)

に示した 3種類の解分枝の詳細を図 4.3(b-1)から図 4.3(b-3)にそれぞれ個別に示す．これら

の図の横軸はいずれもモータ 1の無次元電圧 1 であり，縦軸は上から順に同期振動数比，

モータ 1とモータ 2の位相差，ブロックのy方向の無次元振幅 およびx方向の無次元

振幅である．なお，図 4.3(b-1)については横軸のスケールが他の図とは異なることに注

意されたい．図 4.2 および図 4.3 のように，いずれの解分枝についても提案手法で得られ

た同期振動数比および位相差は安定性を含めシューティング法で得られた計算結果と

非常によく一致している． 

 

Table 4.1  Parameters in 4DOF system 

1 2,   23.3 10    32.2 10  x  1.0  

1 2,   22 10  ,x y   22 10  y  1.3  
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(a) Co-rotating (b) Counter-rotating 

Fig. 4.2  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the shooting method 

in 4DOF model 

 

図 4.3に示す解分枝にはそれぞれ以下の特徴が見られる．赤色で示した図 4.3(a-1)の解分

枝は無次元電圧 1 および同期振動数比が高い範囲に向かって閉じることなく伸びてい

るのに対して，図 4.3(b-1)の解分枝は 1 2  近傍にのみ存在し閉曲線を形成する．これら 2

つの解分枝の振幅はx方向およびy方向ともに小さい．図 4.3(a-2)および図 4.3(b-2)に示す

紫色の解分枝は固有振動数比 y 近傍で 8の字型の閉曲線を形成している．いずれの解分枝

においてもブロックはy方向に大きく振動しており，モータ間の位相差は 0  を中心とし

た値をとる．図 4.3(a-3)および図 4.3(b-3)に示す青色の解分枝も同様に固有振動数比 x 近傍

で 8の字型の閉曲線を形成する．両者ともブロックはx方向に大きく振動するが，モータ

間の位相差は図 4.3(a-3)では 0  を，図 4.3(b-3)では  を中心とした値をとる． 
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(a-1) Co-rotating ( ,x y   ) (b-1) Counter-rotating ( ,x y   ) 
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(a-2) Co-rotating ( y  ) (b-2) Counter-rotating ( y  ) 
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(a-3) Co-rotating ( x  ) (b-3) Counter-rotating ( x  ) 

Fig. 4.3  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the shooting method 

in 4DOF model 
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このように，解分枝の種類により振幅の大きさが異なることが確認できる．これは，赤

色の解分枝は同期振動数比が固有振動数比 y および x から離れているのに対し，紫色

および青色の解分枝はそれぞれ固有振動数比 y および x に近いことに対応している．ま

た回転方向の違いにより，解分枝の形状だけでなく一部の解分枝ではモータ間の位相差に

も違いが生じている．このような位相差の違いが生じるのは，同方向回転の場合にはx方

向およびy方向のいずれも 0  （同位相）のときに 2つの不釣り合いおもりからブロック

に作用する力が強め合って最も大きく振動するのに対して，逆方向回転の場合にはy方向

には 0  （同位相）のとき，x方向には  （逆位相）のときにブロックに作用する力が

強め合って最も大きく振動するためであると考えられる． 

図 4.2，図 4.3では，それぞれの解分枝に広い範囲で安定解が存在する．この安定解にお

ける系の挙動を調べるために，図 4.2(a)および図 4.2(b)の点 1 2P , P および 3P の安定解の時刻

歴波形を提案手法（赤色，紫色および青色の細線）とシューティング法（灰色の太線）の

両方で求めて重ね描きを行った結果をそれぞれ図 4.4 および図 4.5 に示す．なお，シュー

ティング法でも 0  においてモータ 1 の角変位が 1 0  となるように時間の原点を設定

し，提案手法およびシューティング法により得られる時刻歴波形ではそれぞれの周期が

2となるようにを設定している．これらの図から，系の挙動についても提案手法により

求められる結果はシューティング法による結果とよく一致していることが確認できる． 

以上より，図 4.1に示す 4自由度系に提案手法を拡張した場合においても，求められた

すべての解について提案手法の計算結果は回転方向に依らずシューティング法の結果と

よく一致していることから，十分に高精度であることが確認できる． 
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(a) 1P  

(b) 2P  

(c) 3P  

Fig. 4.4  Behavior of the system at stable synchronous solutions in Fig. 4.2(a) 
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(a) 1P  

(b) 2P  

(c) 3P  

Fig. 4.5  Behavior of the system at stable synchronous solutions in Fig. 4.2(b) 
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4・1・3・2 同期可能領域を用いた解析 

図 4.2で扱ったパラメータについて，散逸エネルギーの条件（式(4.15)）および同期エネ

ルギーの条件（式(4.16)）を満足する無次元電圧 1 および同期振動数比の範囲を求めた．

同方向回転の場合の結果を図 4.6(a)に，逆方向回転の場合の結果を図 4.6(b)に示す．横軸は

モータ 1の無次元電圧 1 ，縦軸は上の図では同期振動数比，下の図ではモータ 1とモー

タ 2の位相差であり，上の図における領域Ryおよび領域Rxについては右側に拡大図を

示した．第 3章と同様に，同期振動数比の図では散逸エネルギーの条件を満足する領域

を薄黄色で，同期エネルギーの条件を満足する領域を灰色で，薄黄色および灰色の両方の

範囲に含まれる同期可能領域を橙色で示しており，赤色，紫色，および青色の細線は図 4.2

および図 4.3 でも示した近似解である．さらに，3 自由度系には存在しなかったパラメー

タである質量比の影響を調べるために，同方向回転と逆方向回転のそれぞれについて図

4.6 で使用したパラメータのうち質量比のみを 1.0  と変更した場合（を 5 倍にした場

合）に求められた結果を図 4.7(a)および図 4.7(b)に示す． 

図 4.6および図 4.7より，同期解はすべて橙色の同期可能領域に含まれており，この領域

でのみ自己同期現象が発生しうることを確認できる．さらに，3 自由度系と同様に解分枝

は橙色の同期可能領域の境界に貼りつくような形状をしている．したがって，図 4.1 に示

す 4自由度系に提案手法を適用した場合においても，以下に示すように解分枝に及ぼすパ

ラメータの影響は解の存在領域に基づいて把握できる． 

(i) 図 4.2(a)と図 4.2(b)で赤色の解分枝の形状が異なるのは，図 4.6(a)および図 4.6(b)

より同期振動数比の高い領域において灰色の領域の広がり方が異なるためで

ある． 

(ii) 同方向回転に関する結果である図 4.7(a)では，図 4.6(a)に比べ赤色および紫色で

示す解分枝が小さくなっている．これは質量比の増加に伴って式(4.15)および

式(4.16)のy方向に関する項の影響が小さくなり，同期振動数比の高い領域お

よび固有振動数比 y 近傍で薄黄色および灰色の領域がともに縮小したためであ

る．一方，逆方向回転に関する結果である図 4.7(b)では，図 4.6(b)に比べ紫色の

解分枝が小さいのに対して，赤い解分枝の存在領域は拡大している．こちらにつ

いても同様に，y方向に関する項の影響が小さくなったためと説明ができる．な

お， x 近傍の解分枝については殆ど変化が見られない．これは，この解分枝に

対して支配的な影響を及ぼすx 方向に関する項には質量比が含まれていない

ことによる． 
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以上のように，エネルギー条件に基づく提案手法は 4自由度系に対して拡張可能であり，

その有効性が確認できた．なお，拡張した手法による 4 自由度系の解析結果については，

固有振動数比が自己同期現象に及ぼす影響に着目して第 5章でも議論を行う． 
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 4.6  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the area satisfying the 
two energetic conditions in 4DOF system for 0.2   
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 4.7  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the area satisfying the 
two energetic conditions in 4DOF system for 1.0   
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4・2 5 自由度系 

本節では，直交 2方向の並進自由度と回転自由度を有する 3自由度支持系に 2個の回転

型振動子が搭載された 2振動子 5自由度モデル（以下，5自由度系と呼ぶ）に対して提案

手法を拡張する． 

 

4・2・1 解析モデルおよび運動方程式 

本節で扱う解析モデルを図 4.8 に示す．これは図 2.1 の 3 自由度系におけるブロックに

対して，新たにy方向の並進自由度と方向の回転自由度を追加した系である．ブロック

は並進ばね ,x yk k および回転ばねk，ならびに並進方向の減衰 ,x yc c および回転方向の減

衰cに支持されており，ブロックの重心および系全体の重心は支持点と一致しているもの

とする．この系ではブロックの重心まわりの慣性モーメント bJ ，不釣り合いおもりを付加

する回転体の質量 1 2,r rm m ，モータ 1およびモータ 2の回転軸とブロックの重心の距離 1l

および 2l が新たなパラメータとして加わるが，それ以外のパラメータの記号と意味につい

ては図 2.1の 3自由度系と同様である． 

静的平衡状態を基準としたブロックの支持点の右向き変位をx ，上向き変位をy，ブロ

ックの角変位を図のような反時計回りを正とする角度で表し，モータ 1およびモータ 2

の角変位をそれぞれ図のような反時計回りを正とする角度 1 および 2 で表す．ブロックの

並進運動および回転運動，モータの回転運動に関する運動方程式は次式のように求められ

る（導出過程の詳細については付録A1を参照されたい）． 

 

 

Fig. 4.8  Analytical model of 5DOF system 
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ここに， 
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であり，ブロックの支持点は系全体の重心と一致していることから， 

1 1 1 2 2 2( ) ( )r rm m l m m l    (4.19) 

が成立する． 

いくつかの無次元パラメータを導入し，式(4.17)を完全に無次元化する． 
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      

    


            
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   

        
 

   
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2) cos( )    
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

















       

 (4.20) 

ここに， 
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2 2 2

2
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2
, , , ,
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c c c c
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










   


   


        
   

   



 











 


   

    

      

    

 (4.21) 

である．T は式(4.17)の同期解の周期（したがって，式(4.20)の同期解の無次元周期は2），

rは回転半径， c は代表固有角振動数である．また，  は基礎支持の回転方向の減衰比，

はブロックの無次元角変位，  は回転方向の固有振動数比である．その他のパラメータ

については，一部に系の構造の違いによる定義式の変更はあるものの，それらの物理的意

味は 2.1節と 4・1・1項でそれぞれ述べた 3自由度系および 4自由度系と同様である． 

 

4・2・2 提案手法の適用 

本項では，図 4.8で示した 5自由度系についてエネルギーが満たすべき 2本の条件式を

求め，近似を導入することで積分を実行した後の条件式を解析的に求める．その後，それ

らの条件式から近似解および同期解の存在限界を表す式を求める．なお，式の導出の詳細

については付録A4に示す． 

 

4・2・2・1 エネルギーに関する条件式の導出 

以下の議論において， 1, , ,    および 2 は同期解を表すものとする．式(4.20)をエネル

ギー積分し整理すると，式(2.10)に対応する式が得られる． 

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

D T T
D T T
D T T
D T T T R
D T T T R

  

  

  

    

    

  
  
  
    
    

 


  


  
    
    

 (4.22) 

式(4.22)の詳細は付録 A4 の式(A4.29)に示す．
1

, , ,D D D D       および
2

D はそ

れぞれ ,x yおよび軸方向の基礎支持の粘性減衰，モータ 1の内部減衰およびモータ 2の

内部減衰で消費される（無次元）散逸エネルギー，
1

R および
2

R はそれぞれモータ 1
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およびモータ 2に対して外部電源の印加電圧により供給される（無次元）励振エネルギー

を表す． ,
p p

T T   および ( 1,2)
p

T p  はブロックとモータpの間に作用するx方向，

y方向および方向の内力および内力トルクによるモータpからブロックへのエネルギー

移動量を表す． 

システム全体の 1周期あたりのエネルギー積分は，式(4.22)の 5式の和を取ることによっ

て，次式のように求められる． 

1 2 1 2
D D D D D R R                   (4.23) 

一方，式(4.22)の第 4式から第 5式を辺々引いて整理すると，次式が求められる． 

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

T T T T T T
R D R D

     

   

     
   

     
    

 (4.24) 

 

4・2・2・2 近似解の導出 

3自由度系および 4自由度系では式(2.13)に示した近似に基づいて式(4.23)および式(4.24)

に対応するエネルギー条件式（3 自由度系では式(2.11)および式(2.12)，4 自由度系では式

(4.6)および式(4.7)）の各項を解析的に求めることができた．しかしながら，5自由度系にお

いては運動方程式(4.20)にの非線形項が含まれるため，式(2.13)に示す近似のみでは式

(4.23)および式(4.24)における各項を解析的に求めることができない．そこで，ブロックの

角変位が十分に小さい ( 0)  とみなし，式(4.20)を次式のようにについて線形化する． 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 ( cos sin ) ( cos sin )

2 ( sin cos ) ( sin cos )

2

(sin cos ) (cos

x x x

y y y

  

                  
                  

      

        

           

           

  

     1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin )

(sin cos ) (cos sin )

( ) ( )

( cos sin ) sin

( cos sin ) sin

 

          

    
                
                

  
      

    

          

          














 

 (4.25) 

次に，2 つのモータの角変位 1 および 2 に関して式(2.13)の一定角速度近似を導入する．

式(2.13)を式(4.25)に代入するとブロックの運動方程式（式(4.25)の第 1式，第 2式および第

3式）は次式のようになる． 
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 
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   
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 (4.26) 

, およびを調和関数で近似し，式(4.26)の第 1式，第 2式および第 3式に調和バラン

ス法を適用することで， , およびの近似解が次式のように求められる． 
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,
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,
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 (4.27) 

ブロックの角変位の無次元化および式(2.13)に示す 1 および 2 の近似により式(4.22)

の各項は式(A4.38)で表され，得られた , ,  を式(A4.38)に代入すると式(4.23)および式

(4.24)を満足する．式(2.13)の 1 2,  および得られた , ,  を式(A4.38)に代入し，これを式

(4.23)に代入することによって，式(4.23)に対応する散逸エネルギーに関する条件を満足す

るための条件式が得られる． 

5 2 25 2 2
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  
  

 (4.28) 

同様に式(A4.38)を式(4.24)に代入することにより，同期エネルギーに関する条件を満足す

るための条件式が得られる． 
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 (4.29) 

式(4.24)および式(4.25)を同期振動数比および位相差について解くことにより同期解

が求められる．を設定値として 1 およびについて解く場合には，3自由度系および 4自

由度系の場合と同様に式(2.25)および式(2.23)から同期解が得られる．ただし，5自由度系で

はそれらの式に含まれる 0, ,c sd d s および 0s がそれぞれ次のように定義される． 
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4・2・2・3 近似解の安定判別 

シューティング法で求められる数値解の安定判別に必要な式(4.20)の変分方程式は以下

のように導出される． 
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 (4.31) 

この変分方程式は提案手法による近似解の精度検証に用いるシューティング法の安定判

別で使用される． 

一方，5自由度系に提案手法を用いる場合には，運動方程式を式(4.25)のようにについ

て線形化しているため，線形化された後の運動方程式に対応した変分方程式を安定判別に

用いる必要がある．式(4.25)に対応した変分方程式を次式に示す． 
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 (4.32) 

式(4.32)に対して式(2.13)のような一定角速度近似を導入した後に，微小変分 , およ

びについては式(2.29)に示すようにcosおよびsin を含む項を仮定して調和バランス

の原理を適用し，第 1式，第 2式，および第 3式ではcosおよびsin の係数の部分を，

第 4式と第 5式ではを陽に含まない項をそれぞれ等値すると式(2.30)および式(2.31)に対

応する式が次のように得られる． 
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 (4.34) 

式(4.34)のAの固有値を求めることにより，5 自由度系における安定判別が可能となる． 

 

4・2・2・4 同期可能領域の導出 

5 自由度系における 2 本の条件式（式(4.28),および式(4.29)）を満たす同期解の存在限界

を表す関係式も 3自由度系および 4自由度系と同様に求められる．1本目は式(4.28)におい

て 1 cos 1   であることから次のようになる． 
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2本目は式(4.29)において 1 sin 1   であることから次のようになる． 
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 (4.36) 

5自由度系においても，式(4.35)および式(4.36)，ならびにそれらの両方を満たす同期可能

領域を用いることでパラメータが自己同期現象に及ぼす影響を把握できる． 

 

4・2・3 解析結果 

本項では，4.2.2項で示した提案手法の計算精度および有効性について検証する． 

 

4・2・3・1 近似精度の検証 

数種類のパラメータ設定に対する同期解を 4.2.2 節で述べた手法で求めて安定判別を行

い，シューティング法の結果と比較することにより計算精度を検証する．4 自由度系の場

合と同様に 5自由度系の場合においても 2つのモータの回転方向によって解分枝の形状が

異なるため，同方向回転および逆方向回転のそれぞれについて検討を行う．本節に示す解

析結果において，とくに明示しないパラメータは表 4.2 に示すとおりであり，4 自由度系

との対応がわかりやすいように共通するパラメータは同一のものを用いた． 

モータとブロックの無次元重心間距離が 1 2 1.0   であり，モータ 2 の無次元電圧を

3
2 8 10   に固定した状態でモータ 1の無次元電圧 1 を変化させながら提案手法により 
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Table 4.2  Parameters in 5DOF system 

1 2,   23.3 10    32.2 10  x  1.0    1.8  

1 2,   22 10  , ,x y     22 10  y  1.3    

 

同期解の計算を行ったところ，4 本の解分枝が求められた．同方向回転の場合の結果を

図 4.9(a)に，逆方向回転の場合の結果を図 4.9(b)に示す．図中の線種および記号の意味は 4

自由度系について述べた図 4.2 と同じである．ただし，図 4.9 では自由度の増加にともな

い  を表す緑色の横線が追加され，解分枝上に▽印で示した周期倍分岐点が新たに現れて

いる．また，図 4.10(a-1)から図 4.10(a-4)には図 4.9(a)の解分枝，図 4.10(b-1)から図 4.10(b-4)

には図 4.9(b)の解分枝の詳細をそれぞれ個別に示している．上下の図の横軸はいずれもモ

ータ 1の無次元電圧 1 であり，縦軸は上図では同期振動数比，下図ではモータ 1とモー

タ 2の位相差，ブロックの方向の振幅 ，y方向の振幅 およびx方向の振幅であ

る．図 4.9および図 4.10のように，提案手法で得られた解分枝の形状についてはシューテ

ィング法で得られた計算結果とよく一致している．安定性については，一部正確に求めら

れていないものの概ね精度良く求められている． 

 

(a) Co-rotating (b) Counter-rotating 

Fig. 4.9  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the shooting method  

in 5DOF model 
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(a-1) Co-rotating ( , , )x y      (b-1) Counter-rotating ( , , )x y      
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(a-2) Co-rotating ( )   (b-2) Counter-rotating ( )   
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(a-3) Co-rotating ( )y   (b-3) Counter-rotating ( )y   
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(a-4) Co-rotating ( )x   (b-4) Counter-rotating ( )x   

Fig. 4.10  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the shooting method 

in 5DOF model 
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(a) 1P (anti-phase) 

(b) 2P (anti-phase) 

(c) 3P (in-phase) 

(d) 4P (in-phase) 

Fig. 4.11  Behavior of the system at stable synchronous solutions in Fig. 4.9(a) 
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(a) 1P (in-phase) 

(b) 3P (in-phase) 

(c) 4P (anti-phase) 

Fig. 4.12  Behavior of the system at stable synchronous solutions in Fig. 4.9(b) 
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図 4.10に示す解分枝の特徴を以下に述べる．図 4.10(a-1)および図 4.10(b-1)の赤色で示し

た解分枝は，無次元電圧 1 および同期振動数比が高い範囲に向かって閉じることなく伸

びている．2つの解分枝の振幅は ,x y方向および方向ともに小さい．図 4.10(a-2)および

図 4.10(b-2)に示す桃色の解分枝は，固有振動数比  近傍で 8 の字型をした閉曲線となっ

ている．回転方向に依らず方向で大振幅となり，モータ間の位相差は  を中心とした

値をとる．図 4.10(a-3)および図 4.10(b-3)に示す紫色の解分枝は，固有振動数比 y 近傍で 8

の字型の閉曲線となっている．回転方向に依らずy方向に大きく振動し，モータ間の位相

差は 0  を中心とした値をとる．図 4.10(a-4)および図 4.10(b-4)に示す青色の解分枝も同様

に固有振動数比 x 近傍で 8の字型の閉曲線を形成する．両者ともx方向に大きく振動する

が，モータ間の位相差は図 4.10(a-4)では 0  を，図 4.10(b-4)では  を中心とした値を

とる． 

このように，解分枝の種類により振幅の大きさが異なることが確認できる．これは，赤

色の解分枝は同期振動数比が固有振動数比 , y  および x から離れているのに対し，桃

色，紫色および青色の解分枝はそれぞれ固有振動数比 , y  および x に近いことに対応

している．また回転方向の違いにより，解分枝の形状だけでなくモータ間の位相差に違い

が生じる場合がある．この位相差の違いについては，同方向回転の場合，xおよびy方向

は 0  （同位相）のとき，方向では  （逆位相）のときに最も大きく振動しやすい

一方で，逆方向回転の場合，y方向は 0  （同位相）のとき，xおよび方向は  （逆

位相）のときに最も大きく振動しやすいためであると理解できる． 

図 4.9および図 4.10では，それぞれの解分枝に広い範囲で安定解が存在する．ここで，

図 4.11では図 4.9(a)の点 1 2 3P , P , P および 4P の安定解の時刻歴波形を，図4.12では，図 4.9(b)

の点 1 3P , P および 4P の安定解の時刻歴波形を提案手法（赤色，桃色，紫色および青色の細

線）とシューティング法（灰色の太線）で求め重ね描きを行った．ここでは，図 4.4 およ

び図 4.5と同様に無次元時間を設定し，モータ 1およびモータ 2の角変位については省

略した．これらの図から，提案手法により求められる系の挙動についてもシューティング

法による結果とよく一致していることが確認できる． 

以上より，図 4.8に示す 5自由度系に提案手法を拡張した場合においても，求められた

すべての解について提案手法の計算結果はシューティング法の計算結果とよく一致して

おり，提案手法の精度を検証できた． 
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4・2・3・2 同期可能領域を用いた解析 

図 4.9で扱ったパラメータについて，散逸エネルギーの条件（式(4.35)）および同期エネ

ルギーの条件（式(4.36)）を満足する無次元電圧 1 および同期振動数比の範囲を求めた．

同方向回転の場合の結果を図 4.13(a)に，逆方向回転の場合の結果を図 4.13(b)に示す．横軸

および縦軸は図 4.6 および図 4.7 と同一であり，領域R , Ry および領域Rxの拡大図を右

側に示した．散逸エネルギーおよび同期エネルギーの条件を満足する領域を薄黄色および

灰色で，両方の条件を満足する同期可能領域を橙色で示している．4.2.3.1目で示した近似

解も桃色，赤色，紫色，および青色の細線で示している．また，3自由度系および 4自由

度系には存在しなかったパラメータであるモータとブロックの無次元重心間距離 1 2,  の

影響を調べるために，図 4.13 で使用したパラメータのうち重心間距離 1 2,  を

1 2 0.5   とした場合（ 1 2,  をそれぞれ 50%小さくした場合）を図 4.14(a)（同方向回

転）および図 4.14(b)（逆方向回転）に示す． 

図 4.13および図 4.14より，同期解はすべて橙色の同期可能領域に含まれており，この領

域でのみ自己同期現象が発生しうることを確認できる．さらに，3自由度系および 4自由

度系と同様に解分枝は橙色の同期可能領域の境界に貼りつくような形状をしている．した

がって，図 4.8 に示す解析モデルに提案手法を適用した場合においても，以下に示すよう

に解分枝に及ぼすパラメータの影響は解の存在領域に基づいて把握できる． 

(i) 図 4.9(a)と図 4.9(b)で桃色および赤色の解分枝の形状が異なるのは，図 4.13(a)お

よび図 4.13(b)より同期振動数比の高い領域において薄黄色および灰色の領域

の形状が異なるためである． 

(ii) 図 4.14(a)は図 4.13(a)に比べ桃色の解分枝が縮小している．また，図 4.14(d)は図

4.13(b)に比べ赤色と桃色の解分枝が縮小し，赤色の解分枝は 2
1 1 10   付近で途

切れている．これは重心間距離 1 2,  の減少に伴い式(4.35)および式(4.36)の方

向に関する項の影響が小さくなり，薄黄色および灰色の領域が変化したためであ

る． 

なお，5自由度系における固有振動数比の影響についても 4自由度系と同様に第 5章で

議論を行う． 
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 4.13  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the area satisfying the 
two energetic conditions in 5DOF system for 1 2 1    
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 4.14  Synchronous solutions obtained from the proposed method and the area satisfying the 
two energetic conditions in 5DOF system for 1 2 0.5    


r

ad






1





x

y



Stable
Unstable

SN
HP

Eq.(4.35)

&(4.36)
Eqs.(4.35)

Ry
Rx12

Eq.(4.36)

R

R

Ry

Rx

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

0


r

ad






1





x

y



Stable
Unstable

SN
HP

Eq.(4.35)

&(4.36)
Eqs.(4.35)

Ry
Rx12

Eq.(4.36)

R

R

Ry

Rx

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

0



80 
 

4・3 第 4 章のまとめ 

本章では，多自由度振動系に支持された回転型振動子の自己同期現象に対し第 2章で示

した提案手法を適用するために，2振動子 4自由度モデルおよび 2振動子 5自由度モデル

を対して提案手法を拡張した． 

直交 2方向で質量が異なる 4自由度系においては，3自由度系と同様にモータの一定角

速度近似を用いることにより，近似解を安定性も含めて高精度に求められた．さらに，3自

由度系と同様に同期解分枝に及ぼすパラメータの影響を同期可能領域に基づいて把握で

きることを確認した． 

ブロックの回転自由度を考慮する 5自由度系においては，一定角速度近似に加えブロッ

クの角変位について線形化を施し，ブロックの自由度 , およびの解析解を調和バラ

ンス法によって求めることで，3自由度系および 4自由度系の場合と同様に近似解を精度

良く求められた．また，同期可能領域を求めることでパラメータの影響を把握できること

を確認した． 

以上より，回転型振動子が多自由度支持系に搭載された系においても提案手法を拡張で

きることが示せた． 
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第 5 章 多自由度支持系における固有振動数の影響 

回転型振動子が多自由度支持系に搭載された系に発生する自己同期現象では，第 3章で

述べたような個々のパラメータだけでなく，支持系におけるそれぞれの自由度のモード特

性が自己同期現象に与える影響の把握も重要である．一般に，振動現象においては固有振

動数が特に重要な影響を及ぼすことが知られており，実際に自己同期現象においてもそれ

ぞれの固有振動数の変化が大きな影響を及ぼす．そこで，本章では第 4章で示した 2振動

子 5自由度モデル（5自由度系）および 4自由度モデル（4自由度系）を対象として，提案

手法を用いて固有振動数が解の存在領域および解分枝に与える影響を考察する． 

まず，回転型振動子の支持系が有する固有振動数の大小関係が自己同期現象に与える影

響を検討する．これについては 5自由度系のみを対象として，4自由度系における議論は

省略する．その理由は，4 自由度系については剛体および剛体枠からなる支持系が有する

2 つの固有振動数の大小関係を入れ替えた場合においても座標軸を入れ替えることで同一

の系とみなせることから，自己同期現象の特性に本質的な影響を与えないためである．次

に，5自由度系および 4自由度系のそれぞれについて，支持系の固有振動数を近づけるこ

とで異方性を小さくした場合の影響を検討する． 

 

5・1 固有振動数の大小関係の影響 

本節では，5 自由度系を対象として固有振動数の大小関係が自己同期現象に及ぼす影響

を調べる．本章では固有振動数以外の影響を排除するために，減衰比は全ての自由度で同

一の値 22 10x y        とした．ブロックとモータの重心間距離 1 および 2 について

は，エネルギーに関する 2本の条件式（式(4.28)および式(4.29)）において 1 2 1   とする

ことで並進自由度だけでなく回転自由度に関する項にも一定の相似性が現れるため，ここ

では 1 2 1   とした．同期振動数比以外のパラメータについては，第 4章と同じく表 4.2

の値を用いた上でモータ 2の無次元電圧を 3
2 8 10   とした． 

図 5.1から図 5.3は，固有振動数比 1.0, 1.3, 1.8x y      を基準として数種類の固有

振動数比における同期解分枝および同期可能領域を求めた結果である．図 5.1 は基準パラ

メータ ( 1.0, 1.3, 1.8)x y      の場合，図 5.2 は x と y を入れ替えた場合

( 1.3, 1.0,x y   1.8)  ，図5.3は x と  を入れ替えた場合( 1.8, 1.3,x y   1.0) 

であり，それぞれの(a)と(b)に同方向回転と逆方向回転の結果を示した．図の横軸はいずれ

もモータ 1の無次元電圧 1 であり，縦軸は左上図では同期振動数比，左下図ではモータ

1 とモータ 2 の位相差である．右側には領域R , Ry および領域Rxの拡大図を示した．

赤色 ( , , )x y     ，桃色 ( )  ，紫色 ( )y  および青色 ( )x  の細線は提案手法で
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求められた同期解分枝であり，実線および破線は安定解および不安定解を，〇印はサドル・

ノード分岐点，△印はホップ分岐点を表している．縦の破線は 3
1 2 ( 8 10 )     を満たす

無次元電圧 1 の値を，緑色の横線は固有振動数比 ,x y  および  を示している．また，散

逸エネルギーの条件を満足する領域（式(4.35)）を薄黄色で，同期エネルギーの条件を満足

する領域（式(4.36)）を灰色で，薄黄色および灰色の両方の範囲に含まれる同期可能領域を

橙色で示している． 

図 5.1，図 5.2および図 5.3より，3種類の固有振動数比の近傍に存在する解分枝の大き

さに着目すると，固有振動数比の値が高くなるほどエネルギーの領域が拡大しており，そ

の結果として解分枝がより大きくなることがわかる． 

さらに，図 5.1(a)と図 5.2(a)，図 5.1(b)と図 5.3(b)，および図 5.2(b)と図 5.3(a)をそれぞれ

比較すると，同期振動数比の図における解分枝の形状およびエネルギーの領域の形状が

同一となっている．支持系の自由度の間に見られるこのような対称性の存在は，同期解分

枝の特性は必ずしも固有振動数の大小関係やモータの回転方向の組み合わせごとに個別

に考える必要がなく，特定の統一的な視点から把握できることを示唆している． 
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 5.1  Effects of natural frequency ratios on synchronous solutions and the area satisfying the 
two energetic conditions in 5DOF system for 1.0, 1.3,x y    and 1.8   


r

ad






1





x

y



Stable
Unstable

SN
HP

Eq.(4.35)

&(4.36)
Eqs.(4.35)

Ry
Rx12

Eq.(4.36)

R

R

Ry

Rx

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

0


r

ad






1





x

y



Stable
Unstable

SN
HP

Eq.(4.35)

&(4.36)
Eqs.(4.35)

Ry
Rx12

Eq.(4.36)

R

R

Ry

Rx

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

0



84 
 

 
(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 5.2  Effects of natural frequency ratios on synchronous solutions and the area satisfying the 
two energetic conditions in 5DOF system for 1.3, 1.0,x y    and 1.8   
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 5.3  Effects of natural frequency ratios on synchronous solutions and the area satisfying the 
two energetic conditions in 5DOF system for 1.8, 1.3,x y    and 1.0   
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式(4.28)および式(4.29)のエネルギー条件を用いれば，上記のような自由度間の対称性を

次のような視点から把握できる．これらの式には自由度x , yおよびに関する項（それぞ

れ， x や x を含む項， y や y を含む項，および  や  を含む項）が線形結合的に含まれ

ており，いまの例のように x y     および 1 2 1   の条件下ではこれらの項が式(4.28)

ではcosの係数，式(4.29)ではsinの係数の符号の正負を除いて完全に同じ形式となる． 

ここで，x , yおよびの 3つの自由度を式(4.28)におけるcosの係数の正負によって 2

つのグループに分類することを考える．例えば，式(4.28)において自由度x に関する左辺第

1項に含まれる 2 2
1 2 1 22 cos      は同方向回転（ 1  ）のときには 0  （同位相）で，

逆方向回転（ 1   ）のときには  （逆位相）で最大となる．そこで，自由度x を前者

ではGroup I，後者ではGroup Aに分類する．Iは In-phase（同位相），AはAnti-phase（逆

位相）の頭文字をとったものである．自由度yおよびも同様に分類すると，その結果は

表 5.1のように整理できる．さらに，式(4.29)におけるsinの係数に着目すると，表 5.1で

同じグループに所属する自由度はsinの係数の符号についても同じである． 

したがって，表 5.1 で同じグループに所属する自由度間では固有振動数の値を入れ替え

ても 1, ,   および 2 の間の関係に影響を及ぼさず，解分枝およびエネルギーの領域の形

状は位相差の図も含めて変化しない．ただし，固有振動数とともに振幅の値も自由度間

で入れ替わることから，解分枝の色には入れ替わりが生じる． 

図 5.1 から図 5.3 における固有振動数比の大小関係を整理した上で，その値が小さい順

に自由度と所属するグループを書き表すと表 5.2 のようになる．例えば，表 5.2 において

図 5.1(a)および図 5.2(a)に対応する欄を確認すると，いずれも I I Aとなっている．このよ

うな場合には，同一のグループに含まれる自由度の間で固有振動数比の値が入れ替わって

おり，解分枝の形状は位相差の図も含めて同一となる．一方，図 5.2(b)と図 5.2(a)に対応

する欄を確認するとそれぞれ I A Aと A I Iと記されており，Group IとGroup Aが完全に逆

になっている．このような場合にはエネルギーに関する領域と同期振動数比の形状は完

全に等しくなり，位相差はだけシフトした形状となる． 

 

Table 5.1  Groups of degrees freedom in 5 DOF model 

 Group I Group A 

(a) Co-rotating ,x y    

(b) Counter-rotating y  ,x   
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Table 5.2  Order of natural frequency ratios and corresponding groups (I or A given by Table 5.1) 

Figure number Fig. 5.1  Fig.5.2  Fig.5.3  

Magnitude relation of x , y , and   x y     y x      y x     

DOF order (from smallest natural frequency ratio) x y  yx   yx  

Groups corresponding to 

DOF order 

(a) Co-rotating 

(b) Counter-rotating 

I I A 

A I A 

I I A 

I A A 

A I I 

A I A 

 

以上の考察に基づいて，例えば同期振動数比に関する解分枝およびエネルギーの領域

の形状は 3種類しか存在しないことがわかる．なお，このような Group Iと Group Aへの

分類は，第 4章の図 4.10において各自由度の方向に大きく振動する解分枝（例えば自由度

x であれば図 4.10(a-4)および図 4.10(b-4)）における安定解の位相差とも一致している． 

 

5・2 異方性の影響 

本節では，5 自由度および 4 自由度系を対象として，固有振動数を近づけ異方性を小さ

くした場合に自己同期現象に与える影響について述べる． 

 

5・2・1 5 自由度系の場合 

まず，5自由度系を対象に異方性が与える影響を調べるために，図 5.4では基準パラメー

タ（図 5.1）のうち，固有振動数比 y を x の 101 %に設定 ( 1.0, 1.01, 1.8)x y      する

ことで支持系の異方性を小さくしたときの同期解分枝および同期可能領域を求めた．同方

向回転の場合の結果を図 5.4(a)に，逆方向回転の場合の結果を図 5.4(b)に示す．なお，これ

以降の議論が x y  の条件が完全に成立する理想的な場合に限定されることを避けるた

めに，図 5.4では x と y との間に 1 %のわずかな差異をもたせた． 

図 5.1(a)と図 5.4(a)を比較すると，図 5.4(a)では y を x に近づけることで領域Rxの解分

枝が大きくなっていることがわかる．これは，前節で述べたように同方向回転の場合には

x およびy方向は同じGroup Iに属し，式(4.28)および式(4.29)で互いの影響を強め合うこと

で散逸エネルギーおよび同期エネルギーの領域が広がるためである．一方で図 5.1(b)に比

べ図 5.4(b)では領域Rxの解分枝が小さくなっている．これは，逆方向回転の場合にはx お

よびy方向で所属するグループが異なり，式(4.28)および式(4.29)で互いの影響を打ち消し

合うことでエネルギーの領域が狭まるためである． 

以上より，同じグループに所属する自由度の間の固有振動数を近づけると，エネルギー

の領域が広がるため図 5.4(a)のように固有振動数比付近の解分枝が大きくなる．一方で， 
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 5.4  Effects of natural frequency ratios on synchronous solutions and the area satisfying the 
two energetic conditions in 5DOF system for 1.0, 1.01,x y    and 1.8   


r

ad






1





x
y



Stable
Unstable

SN
HP

Eq.(4.35)

&(4.36)
Eqs.(4.35)

Ry
Rx12

Eq.(4.36)

R

R

Ry

Rx

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

0


r

ad






1





x
y



Stable
Unstable

SN
HP

Eq.(4.35)

&(4.36)
Eqs.(4.35)

Ry
Rx12

Eq.(4.36)

R

R

Ry

Rx

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

0



89 
 

異なるグループに所属する自由度の間の固有振動数を近づけると，エネルギーの領域は狭

まり図 5.4(b)のように固有振動数比付近における解分枝は小さくなる． 

 

5・2・2 4 自由度系の場合 

次に，4 自由度系を対象に異方性が与える影響を調べた．ここでは固有振動数以外の影

響を排除するために質量比を 0  とし，固有振動数以外のパラメータを 5 自由度系と同

様の値に設定した．図 5.5 は固有振動数比を 1.0, 1.3x y   に設定した場合，図 5.6 は

1.0, 1.01x y   （ y は x の 101%）に設定した場合に求められた同期解分枝および同期

可能領域である．同方向回転の場合の結果を図 5.5(a)および図 5.6(a)に，逆方向回転の場合

の結果を図 5.5(b)および図 5.6(b)に示している．なお，4自由度系における自由度のグルー

プ分けは表 5.3に示すとおりである． 

5 自由度系の場合と同様に，同じグループに所属する自由度の間の固有振動数を近づけ

るとエネルギーに関する 2本の条件式（式(4.9)および式(4.10)）において互いの影響を強め

合うので，図 5.5(a)に比べ図 5.6(a)は領域Rxで解分枝およびエネルギーの領域が大きくな

ることが確認できる．一方で異なるグループに所属する自由度の間の固有振動数を近づけ

ると，式(4.9)および式(4.10)において互いの影響を打ち消し合うため，図 5.5(b)に対して図

5.6(b)では領域Rxの解分枝およびエネルギーの領域は小さくなる．また，4 自由度系にお

いて所属するグループが異なる場合には，2 種類の項が互いに打ち消し合うことで式(4.9)

および式(4.10)における剛体の散逸エネルギーおよび同期エネルギーが零に近づくため，高

振動数比領域においても解分枝の縮小が確認できる． 

 

Table 5.3  Groups of degrees freedom in 4 DOF model 

 Group I Group A 

(a) Co-rotating ,x y  None 

(b) Counter-rotating y  x  
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 5.5  Effects of natural frequency ratios on synchronous solutions and the area satisfying the 
two energetic conditions in 4DOF system for 1.0x   and 1.3y   
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(a) Co-rotating 

 
(b) Counter-rotating 

Fig. 5.6  Effects of natural frequency ratios on synchronous solutions and the area satisfying the 
two energetic conditions in 4DOF system for 1.0x   and 1.01y   
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5・3 第 5 章のまとめ 

本章では，2振動子 5自由度モデルおよび 2振動子 4自由度モデルを対象とし，固有振

動数が自己同期現象に及ぼす影響について提案手法により考察した． 

固有振動数の大小関係については，以下のような影響を及ぼすことが確認できた． 

 

(1) 固有振動数の値が高くなるほどエネルギーの領域が拡大し，同期解分枝がより大

きくなる． 

(2) 式(4.28)において cosの符号が となる自由度を Group I， となる自由度を

Group Aとすると，同じグループ間の自由度の固有振動数を入れ替えた場合には，

同一形状の同期解分枝およびエネルギーの領域が得られる． 

(3) 固有振動数の小さい順に対応するようにグループの順番を示して I A Aとなる場

合は，Group IとGroup Aを入れ替えたA I Iの場合と同期振動数比について同

一形状の同期解分枝およびエネルギーの領域が得られる． 

 

また，固有振動数を近づけることで異方性を小さくした場合の影響については以下に示

すとおりである． 

 

(4) 同じグループ間の自由度の固有振動数同士が近づく場合には互いの影響を強め

合うため，解分枝およびエネルギーの領域は拡大する． 

(5) 異なるグループ間の自由度の固有振動数が近づく場合には互いの影響を打ち消

し合い，解分枝およびエネルギーの領域は小さくなる． 

 

以上より，自由度毎に自己同期現象に与える影響を考えるのではなく，式(4.28)における

cosの係数の符号に着目することによって，固有振動数が自己同期現象に及ぼす影響を包

括的に把握できる． 
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第 6 章 実機への応用 

自己同期現象には特別な制御や機械的結合を用いることなく複数の振動子を同一の振動

数に揃えられるという特長があり，この特長を生かして振動搬送機や振動ふるい等の振動

機械に応用されてきた．しかしながら，現状では所望の同期状態とするためには最適なパ

ラメータを試行錯誤的に探すほかなく，現象を応用した振動機械の効率的な設計方法が確

立されていない． 

そこで本章では，同期状態とパラメータの関係を簡潔に把握できる提案手法を振動機械

へ応用するために，提案手法の有効性に関する実験的な検証を行う．そのためには，より

実機に近い構造の実験装置とそれに対応した解析モデルを対象として，実験との比較によ

る解析モデルの妥当性と，提案手法で用いられる近似の妥当性の両方が検証できればよい． 

そこで，まず，振動搬送機を模して作製した実験装置を用いて実験を行い，その結果を

シューティング法により得られる数値解析結果と比較することで解析モデルの妥当性を

検証する．その後，上記の数値計算結果を提案手法により得られる同期可能領域と比較す

ることで，提案手法の有効性を確認する． 

ところで，自己同期現象を応用した振動機械では，機能面・安全面の観点から振幅の把

握も重要となる．そこで，本章では振幅についても把握できるように提案手法の拡張も行

う． 

 

6・1 実験装置 

本章では，実際の振動搬送機の機構を考慮した図 6.1(a)に示すような実験装置を用いる．

振動搬送機では，偏心モータなどの振動体を加振源としてトラフを振動させることにより

物が搬送される．この実験装置では被搬送物を載せるアルミ製のトラフが 4 本のリンク（剛

体棒）および 4 本のコイルばねで基礎に支持されている．図 6.1(a)の正面および背面の両

方において，トラフ，2 本のリンク，基礎によってリンク機構が構成されており，トラフ

は回転せずに鉛直面内における並進運動のみを行う．トラフの右側面には並進運動の変位

測定に用いる反射板を取り付けている．正面および背面の右側のリンクには，不釣り合い

おもりを有する同一の DC モータ（マクソン社製，A-max32，定格出力 16 W）がリンクと

回転軸が平行となるように剛に固定されている．正面側のモータ（以下，モータ 1 と呼ぶ）

は上から見て反時計回りに，背面側のモータ（以下，モータ 2 と呼ぶ）は上から見て時計

回りに回転する． 
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(a) Experimental apparatus (b) Analytical model and measuring equipment 

  

  

(c) Rod with weight (d) Enlarged view of analytical model 

Fig. 6.1  Experimental apparatus and analytical model of vibration conveyor 
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実験装置を元に構成した 2 振動子 3 自由度の解析モデルを実験における測定システムの

概要とともに図 6.1(b)に示す．図 6.1(b)では正面のリンクに設置されたモータ 1 のみが描か

れているが，背面にはモータ 2 が存在することに留意されたい．実験では，それぞれの DC

モータに印加電圧を与えて不釣り合いおもりを回転させ，モータに取り付けたエンコーダ

によりモータの角変位を，レーザー変位計によりトラフの水平方向変位を測定する．同期

発生の有無については，エンコーダおよびレーザー変位計から出力される信号の周波数分

析結果に基づいて判定する． 

 

6・2 解析モデルおよび運動方程式 

図 6.1(b)の解析モデルにおいて，水平方向を基準としたリンクの角変位を，静的平衡

状態の角変位を 0 0( / 2)   とする．モータ 1 およびモータ 2 の角変位はそれぞれ反時計

回りおよび時計回りを正としておもりが最上点にあるときを基準とした角度 1 および 2

で表す．したがって，おもりが最下点にある静的平衡状態においては 1 2    となる． 

解析にあたり，モータとエンコーダおよびその固定金具をまとめて駆動部と呼び，駆動

部におけるモータとエンコーダの回転子，駆動部のそれ以外の要素，トラフ，リンク，不

釣り合いおもりおよびそれを取り付けたロッドはいずれも剛体とする．ここで，トラフの

質量を TM ，リンクの質量を 1 本あたり / 4lM ，モータ 1 およびモータ 2 に関する駆動部

の質量を 1dm および 2dm ，不釣り合いおもりの質量を 1m および 2m ，ロッドの質量を 1rm

および 2rm とする．また，いずれも重心を基準として，リンクに平行な軸まわりに関する

駆動部の回転子および不釣り合いおもりの慣性モーメントをそれぞれ 1 2,r rJ J および

1 1 2 2, ,,m mJ J  とし，リンクの回転軸に平行な軸まわりに関するリンク，駆動部および不釣

り合いおもりの慣性モーメントをそれぞれ / 4,l dJ J および
1 2

,m mJ J   とする．さらに，ロ

ッドの主慣性モーメントを図 6.1(c)に示すように , ,
ri i rim m lJ J  および ( 1,2)

rim sJ i  とする．

駆動部に関する各種の寸法および距離は図 6.1(d)に示す記号を用いて表す． 

コイルばねのばね定数を 1 本あたり / 4k ，自然長を 0l とし，静的平衡状態においてコイ

ルばねの下端は自然長かつ鉛直下向きの状態から水平右向きに
0

x ，鉛直下向きに
0

y だけ

変位しているものとする．また，リンクとトラフおよびリンクと基礎の間には粘性減衰ト

ルクが作用するものと仮定し，それらを合計したトルクの粘性減衰係数をcとする．モー

タ 1 およびモータ 2 の回転軸にはクーロン摩擦トルクが作用するものと仮定し，それぞれ

のクーロン摩擦トルクの大きさを ,1cT および ,2cT とする．さらに，モータ 1 およびモータ 2

の印加電圧をそれぞれ 1e および 2e で表し，モータの電機子抵抗 ar ，トルク定数 tK ，逆起電

力定数 EK の値はモータ 1 およびモータ 2 で等しいものとする．なお，各モータの回転軸
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に作用するクーロン摩擦トルクの向きは 1 および 2 の符号に依存するが，ここでは常に

1 0  および 2 0  を満たす場合のみを考察の対象とする． 

図 6.1(b)の系について，変数 1,  および 2 に関する無次元化された運動方程式は次のよ

うに求められる． 

   
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g g d d

  

      













       

 (6.1a) 

2
1 1 1

2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1sin sin 2 sin cos sin

2r d g

   
             

 

         

  

 (6.1b) 

2
2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2sin sin 2 sin cos sin

2r d g

   
             

 

         

  

 (6.1c) 

ここに， 
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1 1 2 2

2 2 2 2
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,
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K c
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        
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         
   

     
 
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 
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2
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1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
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,
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,
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m
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c c

r

J
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 

 

    

 
 

 
 

      
    














     



  


   



 

 

      









 (6.2a) 

 

 

0 0
0 0 0

0

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
0

1 1 1 1 2 2 2 2 0 0

0 0 0

2

( ) ( )
cos sin ( )

cos

( ) ( )
cos

( ) ( ) tan sin

( ) ( ) cos ( ) sin ( ) tan cos
( )

y x
x

r d m r d m

r m r m

y y x x

F F LK L L F

gm d m d m d m d m d m d

m r m r m r m r g

F F L F L F L
F

J 

   
  


 

       




 
     


      


    

     














 (6.2b) 

である．ここでは煩雑を避けるために省略したが，無次元化を行う前の運動方程式につい

ては付録 A1 の式(A1.60)，式(A1.57)および式(A1.58)を参照されたい．なお，図 6.1(b)の解

析モデルでは，同方向回転と逆方向回転で同一の運動方程式が得られ，第 2 章および第 4

章で示した 3 種類の解析モデルとは異なり式(6.1)には含まれない． 
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6・3 提案手法の適用 

本節では，図 6.1 で示した実験装置の解析モデルに対して提案手法を適用する際に得ら

れる式を示す．ただし，その適用手続は基本的に第 2 章および第 4 章で述べた内容と同じ

であることから，本解析モデルで新たに必要となる対応を除いて主要な結果の記述に留め

る．式の導出の詳細については付録 A4 に示す． 

 

6・3・1 エネルギーに関する条件式の導出 

1,  および 2 の同期解（周期解）について式(6.1)のエネルギー積分を行い前述の系と同

様に整理すると，3 自由度系の式(2.11)に対応するシステム全体の散逸エネルギーと励振エ

ネルギーのバランスを表す式が次のように求められる． 

1 2 1 2 1 2, , , , ,v v v c cD D D D D R R                   (6.3) 

一方，式(2.12)に対応するモータ間のエネルギーバランスを表す式が次のように求められる． 

1 2 1 1 1 2 2 2, , , ,( ) ( )v c v cT T R D D R D D                            (6.4) 

ここに，
1 2 1, , , ,, , ,v v v cD D D D       および

2,cD  は軸方向の基礎支持の粘性減衰ト

ルク，モータ 1 およびモータ 2 の内部減衰，モータ 1 およびモータ 2 の回転軸に作用する

クーロン摩擦トルクで消費される（無次元）散逸エネルギー，
1

R および
2

R はそれぞ

れモータ 1 およびモータ 2 に対して外部電源の印加電圧により供給される（無次元）励振

エネルギーを表す． ( 1,2)
p

T p  はリンクとモータp の間に作用する内力による，モータ

p からリンクの軸方向へのエネルギー移動量を表す．これらの項に関する詳細について

は付録 A4 の式(A4.57)に示す． 

 

6・3・2 近似解の導出 

式(6.3)および式(6.4)における各項を解析的に求めるために近似を導入するが，その結果

として得られる式はできるだけ簡潔であることが望ましい．そこで，以下の仮定および近

似を導入する． 

(i) 静的平衡状態を基準としたリンクの角変位を 0    とおき，その大きさは十

分に小さい ( 0)  ものとする．すなわち，式(6.1)を 0 近傍で線形化する． 

(ii) 値の小さい 1 2 1, , d   および 2d が含まれる項を無視する． 

この結果，変数はに変換され，運動方程式は次のようになる． 
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2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 2 0 1 1 2 2 0 0

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1

2
2 2 2 2 2

2

( sin cos ) ( sin cos )

( )sin ( cos cos )(sin cos )

sin (cos sin )sin

r r

g g g g

r g

   
           

         

              

     

  

       
    

       

    2
2 2 2 0 0 2sin (cos sin )sinr g        








   

 (6.5) 

次に，式(6.5)の第 1 式におけるモータの角変位 1 および 2 に対して式(2.13)の角速度一

定の近似を適用し，次式のように調和関数で近似したリンクの角変位の同期解を代入

する． 

1 1 2 2cos sin cos( ) sin( )c s c s                 (6.6a) 

その結果として得られた式に調和バランス法を適用すると，式(6.6a)の係数が次式のように

求められる． 

2 2 2
1 1 0 1 1 0

1 12 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 0 2 2 0

2 22 2 2 2 2 2

( sin )(1 ) 2 ( sin )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

( sin )(1 ) 2 ( sin )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

r g r g
c s

r g r g
c s

         
 

   
         

 
   

  
    

    


           

 (6.6b) 

(i)および(ii)に示す近似と式(2.13)の 1 および 2 に関する近似により，式(6.3)および式

(6.4)の各項は式(A4.66)のようになる．式(2.13)の 1 2,  および式(6.6)のを式(A4.66)に代

入し，これを式(6.3)に代入することにより，自己同期発生時の散逸エネルギーに関する条

件を満足するための条件式が次のように求められる． 

2 2 2 2
1 1 0 2 2 0

2 2
1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2

1 2

( sin ) ( sin )

2
2( sin )( sin )cos

(1 ) (2 )

4 2 ( )

2 ( )

r g r g

r g r g

       

        
 

   
  

    
     
   
  

 (6.7) 

同様に式(A4.66)を式(6.4)に代入することにより，同期エネルギーに関する条件を満足する

ための条件式が次のように求められる． 
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2 2 2 2
1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2

2
2 2

1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2

2
( sin ) ( sin )

(1 ) (2 )

2 ( )

1
2 ( sin )( sin ) sin

(1 ) (2 )

2 ( )

r g r g

r g r g

       
 

  
         

 
  

        
  


     


  

 (6.8) 

式(2.20)および式(2.22)から 3 自由度系の同期解を求める場合と同様の式変形を式(6.7)お

よび式(6.8)に施すと，図 6.1(b)の解析モデルの同期解を求める式は式(2.25)および式(2.23)と

次式で与えられる． 

2 2
1 1 0 2 2 0 2 2 2

2 2 2 2
0 1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2 2

2
2 2

1 1 0 2 2 0 2 2 2

2 2
0 1 1 0 2

2( sin )( sin )
(1 ) (2 )

( sin ) ( sin )
(1 ) (2 )
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1
( sin )( sin )

(1 ) (2 )
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c r g r g

r g r g

s r g r g

r g r

d

d
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s

       
 
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 

  
       

 

    

  
 

       
  


   

 

   2 2
2 0 2 2 2

1 2 2

sin )
(1 ) (2 )

( )

g
  

 
  












    


   

 (6.9) 

 

6・3・3 近似解の安定判別 

シューティング法で解の安定判別に必要な式(6.1)の変分方程式は以下のように導出され

る． 
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 
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2 1 2
1 1 1 2 2 2
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2
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d
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r
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        

      
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  

     
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
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  

 (6.10a) 
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2
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2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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             
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 


    


      
  

 (6.12b) 

2
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2
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2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( sin sin )

( sin 2 2 sin ) ( cos 2 cos )
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r

d d

g g
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 


    


      
  

 (6.12c) 

一方，提案手法では式(6.5)の運動方程式に対して式(2.13)の一定角速度近似を導入した次

式を安定判別に用いる． 

 
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1 2 0

2

( sin 2 cos sin )

sin( ) 2 cos( ) sin( )

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

r

r

g g

g g

K   
       

           

      

      

  


      
        
     
      

 (6.11a) 

2
1 1 1

2
1 1

1 1 0 1 0 1 1 0

( sin cos )

cos cos sin sin sin cos
r

g g g

   
      

           

 


    
   

 (6.13b) 
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 

2
2 2 2

2
2 2

2 2 0 2 0

2 2 0

sin( ) cos( )

cos cos( ) sin sin( )

sin cos( )

r

g g

g

   
        

         
    

 


      


    
  

 (6.13c) 

微小変分について式(2.29)と同様にcos および sin を含む項を仮定して調和バラ

ンスの原理を適用すると，式(2.30)および式(2.31)に対応する式が次のように得られる． 

1 2

2 2
2

2 2 2
1 2

2 2
1 1

2 2 2
2 2 2

2 2 2
1 2

2 2
2

2
1
2 2

2 2

( , , , )

0 0 sin

0 cos

0 2 0

sin cos 0 2

2 2 2 2 cos

2 2 0 2 sin

2 0 2 0

2 cos 2 sin 0 2

T
c s

r

r r

r

r r

r r

r

r

r r

   

   
     

   
       

      
    

  
      

   



 
 
 
 
 
  



 




M C K

M

C

  


0





2
2

2
1 2

1 1 1

2 2 2 2

2 2
1 1 1 0 2 2 2 0

1 1 2 2 2 2 1 1

1 2 0 sin

2 1 cos

0 0

sin cos 0

sin , sin

cos sin , cos sin

r g r g

c c s c c s

   
    

  
     

         
           













 
 
 
  

   
  

     
   
  
     


  

    

K 

 
 

 (6.12) 

1 1,  

  


   
        

A
I

A
M K M C

 





0
 

 (6.13) 

式(6.13)に示すAの固有値から，図 6.1(b)に示す解析モデルにおける安定判別ができる． 

 

6・3・4 同期可能領域の導出 

エネルギーに関する 2 本の条件式（式(6.7)および式(6.8)）を満たす同期解の存在限界を

表す関係式を 2・2・4 項と同様にして求めると，それぞれ以下のようになる． 



103 
 

,min 1 2 ,max

22 2
1 1 0 2 2 0

,min 1 22 2 2

22 2
1 1 0 2 2 0

,max 1 22 2 2

( sin ) ( sin )
2 ( )

(1 ) (2 )

( sin ) ( sin )
2 ( )

(1 ) (2 )

d d

r g r g
d

r g r g
d

   

        
   

 

        
   

 

   

        

  


         
  





 (6.14) 

,min 1 2 ,max

2 2 2 2
,min 1 1 0 2 2 0 1 22 2 2

2
2 2

1 1 0 2 2 0 2 2 2

2 2 2 2
,max 1 1 0 2 2 0 2 2

( sin ) ( sin ) ( )
(1 ) (2 )

1
( sin )( sin )

(1 ) (2 )

( sin ) ( sin )
(1 ) (2

s s

s r g r g

r g r g

s r g r g

   
          

 


       
 

        
 

  

        


  

 

      



 1 22

2
2 2

1 1 0 2 2 0 2 2 2

( )
)

1
( sin )( sin )

(1 ) (2 )
r g r g

 


       

 










 



 
     

 (6.15) 

これらの式から図 6.1(b)の解析モデルに対する散逸エネルギーおよび同期エネルギーを

満足する領域，ならびに同期可能領域が求められる． 

 

6・3・5 振幅の推定 

これまでは，自己同期発生時に同期振動数比と印加電圧が取りうる範囲についてエネル

ギー条件に基づく検討を行ってきた．一方で，振動機械への適用に向けては振幅の把握も

重要であることから，ここでは図 6.1 の系におけるトラフの水平方向振幅と印加電圧が取

りうる範囲についてもエネルギー条件に基づいて解析的に表すことを試みる． 

リンクの軸方向の基礎支持の粘性減衰で消費される散逸エネルギー ,vD  は，式

(A4.66)および式(6.6)よりの振幅 を使って次のように表すことができる． 

0

0

2 2 2
, 2 2vD d

 
 

   


   (6.16) 

式(6.7)の散逸エネルギーに関する条件と式(6.16)から次の関係が得られる． 

2
1 2 1 22 ( )           (6.17) 

式(6.17)を振幅について解くと次のようになる． 

1 2 1 2( ) 2 ( )    


   
  (6.18) 
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ここで，散逸エネルギーの条件を満足する関係式(6.14)および式(6.18)より，散逸エネル

ギーの条件式(6.7)を満足するリンクの角変位の振幅 の範囲が次式のように得られる． 

,min ,max

,min 1 2 ,max 1 2
,min ,max

2 ( ) 2 ( )
,

d d

d d
d d

  

       
 

 

  


      



 
 (6.19) 

同期エネルギーの条件式(6.8)を満足する振幅 の範囲についても，式(6.15)および式(6.18)

より同様に求められる． 

,min ,max

,min 2 1 2
,min

,max 2 1 2
,max

( 2 ) 2 ( )

( 2 ) 2 ( )

s s

s
s

s
s

  

    




    




  


    




    






 (6.20) 

同期解が存在する場合には，無次元電圧 1 2,  および振幅 が必ず式(6.19)と式(6.20)を同

時に満足する範囲内に存在するので，振幅はこの範囲内の領域（同期可能領域）の値のみ

を取りうる．したがって，振幅についても同期振動数比と同じように同期可能領域を解析

的に把握できる． 

次に，上記のようなリンクの角変位に関する領域をトラフの水平方向変位x に関する

領域に変換する．x との間には次式の関係がある． 

0 0(cos cos ),x L         (6.21) 

式(6.21)を用いて式(6.19)をトラフの水平方向変位x に変換することにより，散逸エネルギ

ーに関する条件式(6.7)を満たすトラフの水平方向両振幅 pk-pkX が取りうる範囲が次のよう

に求められる． 

pk-pk pk-pkpk-pk
,max,min

pk-pk
0 ,min 0 ,min,min

pk-pk
0 ,max 0 ,max,max

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

dd

d dd

d dd

X X X

X L

X L

   

   

 
     


     





 (6.22) 

同様にして，同期エネルギーの条件式(6.8)を満足する両振幅 pk-pkX の範囲は式(6.20)および

式(6.21)から次のように求められる． 
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pk-pk pk-pk pk-pk
,max,min

pk-pk
0 ,min 0 ,min,min

pk-pk
,max 0 ,max 0 ,max

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

ss

s ss

s s s

X X X

X L

X L

   

   

 
     


     





 (6.23) 

式(6.22)および式(6.23)から 1 2,  および pk-pkX に関する同期可能領域が得られる． 

 

6・4 解析モデルの妥当性の検証 

6.1 節に示した解析モデルの妥当性について検証するために，実験結果とシューティング

法に基づく数値計算結果の比較を行った．表 6.1 に本章で用いたパラメータを示す．ここ

に，DC モータに関するパラメータはカタログ値であり，その他のパラメータは実験装置

から測定あるいは同定された値である． 

実験では，モータ 2 の電圧 2e を 1.3 V に固定した状態でモータ 1 の電圧 1e を変化させな

がら同期時の運動を測定した．ただし，安全のためにモータ 1 の電圧 1e の上限値を 2.6 V

としている．シューティング法による数値計算では実験と同様にモータ 2 の電圧 2e を 1.3 

V に固定した状態でモータ 1 の電圧 1e を変化させ，不安定解を含む全ての同期解を求めた． 

実験結果および数値計算結果を図 6.2 に示す．図の横軸はいずれもモータ 1 の電圧 1e で

あり，縦軸は上から順に同期振動数 synf ，モータ 1 とモータ 2 の位相差，およびトラフ

の水平方向変位の両振幅 pk-pkX である．図の右側には同期振動数 synf の図における領域 R 

 

Table 6.1  Parameters in experimental apparatus 

1 2, [kg]d dm m  0.520  [m]L  0.110  
0
[m]x  21.90 10  

1 2, [kg]r rm m  22.78 10  1 2, [m]d d  24.50 10  
0
[m]y  24.72 10  

1 2, [kg]m m  22.54 10  1 2, [m]m md d  23.85 10  [N s/m]c   21.20 10  

2[kg m ]J   21.77 10  1 2, [m]h h  22.94 10  [N]cT  32.27 10  

2
,1 ,2, [kg m ]r rJ J   65.58 10  1 2, [m]u uh h  21.95 10  0 [rad]  1.74  

1 2

2
, ,, [kg m ]

r rm l m lJ J   63.58 10  1 2, [m]r r  23.00 10  [ ]ar   2.86  

1 2

2
, ,, [kg m ]

r rm s m sJ J   74.82 10  1 2, [m]m mr r  21.35 10  [N m/ A]tK   324.1 10  

1 1 2 2

2
, ,, [kg m ]

r rm mJ J   63.56 10  [N/m]k  311.1 10  [V s/ rad]EK   324.1 10  

2 2 2 2

2
, ,, [kg m ]m mJ J    73.31 10  0 [m]l  29.18 10    
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Fig. 6.2  Comparison between experimental results and numerical results obtained from the 
shooting method 

 

の拡大図を示した．縦の破線は 1 2 ( 1.6 V)e e  を満たす電圧 1e の値を，緑色の横線は図

6.1(b)の系において / / 2f K J  から求めた固有振動数 4.18 Hzf  を表している．図中

の◇印は実験結果であり，赤線および青線は数値計算結果を固有振動数付近の解分枝と同

期振動数の高い解分枝とで色分けして示したものである．実線および破線は安定解および

不安定解を表しており，〇印はサドル・ノード分岐点を，△印はホップ分岐点を表してい

る．振動利用の観点からはトラフが大振幅で振動する青線の安定解を用いるのが望ましい

が，参考までに赤線の解分枝についても示した． 

図 6.2 より，実験結果と計算結果は同期振動数 synf ，モータ間の位相差およびトラフの

水平方向変位の両振幅 pk-pkX のいずれについてもよく一致していることが確認できる．赤

線の解分枝は実験結果と比較して低電圧・低振動数側に若干ずれているものの，全体的に

は両者は十分な精度で対応しているといえる．さらに，上記のように赤色の解分枝は実際

の使用を想定したものではないため，実用上の問題も生じない． 
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(a) P 

(b) Q 

Fig. 6.3  Behavior of the system at stable synchronous solutions in Fig. 6.2 

 

図 6.3 は，図 6.2(a)の点 P および点 Q 2( 1.5 V)e  の安定解の時刻歴波形を実験（黒色の細

線）とシューティング法（灰色の太線）で求めて重ね描きしたものである．点 Q について

はx の位相に若干のずれが見られるものの，点 P および点 Q の波形ともに数値解析結果は

実験結果とよく一致しており，解析モデルから系の挙動も精度よく求められることが確認

できる． 

以上より，解析モデルの妥当性を実験的に検証することができた． 

 

6・5 提案手法の有効性の検証 

提案手法の有効性について調べるために，シューティング法により得られる解析モデル

の高精度な数値計算結果と提案手法により得られる同期可能領域について比較する．提案

手法からは近似解も求められるが，その特性は同期可能領域を求めることで概ね把握でき

るため，ここでは省略する．表 6.1 のパラメータについて求められた同期可能領域を図 6.2

で示した数値解析結果と併せて図 6.4 に示す．同期振動数 synf および両振幅 pk-pkX の図で

は，式(6.14)および式(6.22)（散逸エネルギーに関する条件）を満たしうる領域を薄黄色で，

式(6.15)および式(6.23)（同期エネルギーに関する条件）を満たしうる領域を灰色で，両方

の条件を満たしうる同期可能領域を橙色で示している． 
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Fig. 6.4  Comparison between areas satisfying the two energetic conditions and synchronous 
solutions obtained from the shooting method 

 

図 6.4 の同期振動数 synf および両振幅 pk-pkX のいずれの図においても同期可能領域と解

分枝の位置はよく一致しており，解析的に得られる同期可能領域に基づいて自己同期発生

時の特性を精度よく把握できることがわかる．ただし，右側に示した拡大図では固有振動

数付近の解分枝（青色）の高電圧側が同期可能領域よりやや上にずれている． 

このような誤差が生じる理由を検討するため，図 6.5(a)-(c)には図 6.4 の同期振動数および

振幅に関する結果に加え，式(6.1)について (a) リンクの角変位に関して線形化した場合，

(b) 値の小さい 1 2 1, , d   および 2d が含まれる項を無視した場合，(c) リンクの角変位に

関して線形化し，かつ 1 2 1, , d   および 2d が含まれる項を無視した場合，の 3 通りに近

似した上でシューティング法により数値計算を行った結果を，そして図6.5(d)には式(2.23)，

式(2.25)および式(6.9)より近似解を求めた場合の結果を桃色の線および水色の線で示す．図

の横軸はいずれもモータ 1 の電圧 1e であり，縦軸は上から順に同期振動数 synf およびトラ

フの水平方向変位の両振幅 pk-pkX である．図の右側には図 6.4 と同様に領域 R の拡大図を

示した．図 6.5(a)の拡大図 R では水色の線と青線にずれが生じている一方で，図 6.5(b)では
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ほとんどずれていないことが確認できる．また，図 6.5(c)および図 6.5(d)における水色の線

と青線の解分枝のずれは図 6.5(a)に対してほとんど変化が見受けられない．これにより，

シューティング法により得られる青線の解分枝と同期可能領域のずれはリンクの角変位

に関する線形化に起因するものであると考えられる．しかしながら，この解分枝のずれは

図 6.2 における実験結果と数値計算結果のずれと同程度であることから，実際の設計にお

いては問題にならないと考えられる． 

以上より，同期可能領域を求めることで同期発生時のパラメータと同期振動数 synf およ

びトラフの両振幅 pk-pkX の関係をかなりの精度で把握できることが示され，提案手法の有

効性が確認できた．振動搬送機で発生する振動は同期振動数だけでなく振幅についても適

切な値であることが要求されるが，図 6.4 に示したように提案手法において振幅とパラメ

ータの関係を解析的に与える同期可能領域の式は自己同期発生時の振幅を精度よく推定

できていることから，目標の振幅を実現するために必要なパラメータの設定に利用するこ

とが可能である． 
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(a) Change in synchronous solutions caused by the linearization 

 

(b) Change in synchronous solutions caused by the approximation 
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(c) Change in synchronous solutions caused by both the linearization and the approximation 

 

(d) Change in the synchronous solution caused by the application of the proposed method 

Fig. 6.5  Effects of linearization for   and an approximation neglecting the terms for small 

parameters 1 2 1, , ,d    and 2d  on the accuracy of synchronous solutions 

 

f sy
n 

H
z

f

Stable
Unstable
SN
HP

R

e1e2

X
 p

k
pk

 m
m


e1 V

Shooting

f

R

Eq.(6.14)
Eq.(6.15)
Eqs.(6.14)

&(6.15)

Eq.(6.22)
Eq.(6.23)
Eqs.(6.22)

&(6.23)

Linearization&Approximation

0

5

10

0 1 2 3

40

80

0 1 2 3

4

4.5

f sy
n 

H
z

f

Stable
Unstable
SN
HP

R

e1e2

X
 p

k
pk

 m
m


e1 V

Shooting

f

R

Eq.(6.14)
Eq.(6.15)
Eqs.(6.14)

&(6.15)

Eq.(6.22)
Eq.(6.23)
Eqs.(6.22)

&(6.23)

Proposed

0

5

10

0 1 2 3

40

80

0 1 2 3

4

4.5



112 
 

6・6 第 6 章のまとめ 

本章では，提案手法を応用した振動機械の効率的な設計方法の確立に向けて，振動搬送

機を模した装置を作製して提案手法の有効性を実験的に検証した． 

最初に，実際の機械では自己同期発生時の振動数に加えて振幅の把握も重要であること

を考慮して，振幅についても同期可能領域に基づく解析が可能となるように提案手法の拡

張を行った． 

その上で，実験を行って得られた結果をシューティング法による同期解の高精度な数値

計算結果と比較することで，解析モデルの妥当性を検証した．さらに，数値計算結果を提

案手法により得られた同期可能領域と比較したところ，同期可能領域を求めることで同期

解の振動数および振幅のいずれについても精度よく把握できることが示された． 

本章の系モデルにおいても，提案手法を用いることにより第 2 章および第 3 章で扱った

2 振動子 3 自由度モデルと同様にパラメータが同期振動数に与える影響を定量的に把握で

きる．さらには，性能向上および安定性の確保のために重要となる振幅についても同様に

定量的に把握できる． 

以上により，提案手法の有効性を実験的に検証できた．本手法によって目標の同期状態

を実現するために必要なパラメータ設定を簡潔な式に基づいて把握できることから，自己

同期現象を応用した振動機械の効率的な設計が可能となる． 
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第 7 章 結論 

本論文では，2 つの回転型振動子に発生する自己同期現象のメカニズムの解明および振

動機械への応用において必要なパラメータの影響の効率的な把握の実現を目的として，エ

ネルギー条件に基づいた自己同期現象の解析手法を提案した．さらに，提案手法で得られ

た解析結果と高精度な数値計算結果および実験結果との比較に基づいてそれらの有効性

を確認した．以下にその要点をまとめる． 

第 1 章では，自己同期現象の歴史および従来の研究・応用例についてまとめ，本研究の

目的を示した． 

第 2 章では，並進 1 自由度を有するブロックを介して 2 個の振動子が結合された 2 振動

子 3 自由度モデルを用いて，自己同期現象の発生条件に関するエネルギー的な考察を行い，

散逸エネルギーに関する条件式と同期エネルギーに関する条件式を解析的に導出した．こ

れら 2 つの条件と 2 つのモータの回転角速度を一定とみなす近似を組み合わせ，安定判別

まで含めた近似解の簡単かつ高精度な計算法，さらに上記 2 本の条件式から求められる同

期解の存在限界を表す関係式を用いた解析法を提案し，とくに後者では簡潔な式に基づい

て自己同期現象の特性と発生しうるパラメータ範囲を把握できることを示した． 

第 3 章では，第 2 章で提案した手法を数種類のパラメータ設定に対して適用し，それぞ

れのパラメータが自己同期現象に与える影響について考察した．その結果，同期解の存在

限界を表す式を用いた解析によって，パラメータの変化が解分枝に及ぼす複雑な影響を効

率的かつ包括的に把握できることを示した． 

第 4 章では，多自由度振動系に支持された回転型振動子の自己同期現象の解析に対して

第 2 章で示した提案手法の拡張を行った．最初に直交 2 方向の並進自由度を有する 2 自由

度支持系に 2 個の回転子が搭載された 4 自由度モデルへの拡張，次に直交 2 方向の並進自

由度および回転自由度を有する 3 自由度支持系に 2 個の回転子が搭載された 5 自由度モデ

ルへの拡張を行った．回転自由度を含む 5 自由度系についてはモータの回転角速度一定の

近似の導入だけではエネルギーに関する 2 本の条件式を導出することが困難であったが，

この近似に加えてブロックの角変位に関する線形化と調和バランス法を併用することで

問題を解決した．求められた条件式を用いて振動子の回転方向を始めとするパラメータの

影響に関する解析を実施した結果，4 自由度系および 5 自由度系のいずれにおいても，3 自

由度系の場合と同様に提案手法を用いることでパラメータが与える影響を把握できるこ

とを示した． 

第 5 章では，5 自由度系および 4 自由度系に提案手法を適用して，固有振動数が解分枝

および解の存在領域に与える影響を考察した．まず，振動子の支持系がもつ各自由度の固
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有振動数比の近傍で広い電圧範囲に存在する解分枝については，固有振動数が高くなるほ

どエネルギーの領域が拡大することで解分枝が大きくなることがわかった．さらに，4 自

由度系およびパラメータに関する特定の条件を満たす 5 自由度系では，エネルギーに関す

る条件式における三角関数の符号に着目することで支持系の自由度を 2 つのグループに分

類することが可能であり，例えば同一グループに所属する自由度間で固有振動数を入れ替

えても解分枝およびエネルギーの領域の形状は変化しないなど，支持系の自由度に関する

一定の対称性が存在することを示した．このような自由度の分類によって，固有振動数を

近づけて異方性を小さくした場合に同一グループ間では互いの影響を強め合って解分枝

およびエネルギーの領域が拡大し，異なるグループ間では互いの影響を打ち消し合ってそ

れらが小さくなることが解析的に示されるため，固有振動数の影響を理解する上で有効な

視点が得られる． 

第 6 章では，提案手法を応用した振動機械の効率的な設計方法の確立に向けて，振動搬

送機を模した実験装置を用いた実験的な検証を実施した．まず，実験結果とシューティン

グ法により得られた高精度な数値解析結果を比較することで，実験装置に対応した解析モ

デルの妥当性を検証した．その上で，提案手法を解析モデルに適用してシューティング法

による結果と比較したところ，提案手法で得られた同期可能領域によってシューティング

法で得られた同期解の特性を把握できることが示された．これは，実機に近い構造の系に

ついても提案手法に基づく簡単な解析によって実験結果の精度よい推定が可能であるこ

とを意味しており，提案手法の有効性を実験的に示すことができたといえる． 

以上のように，2 つの回転型振動子からなる系の自己同期現象の発生条件に関するエネ

ルギー的な考察に基づいて，安定性まで含めて近似解を簡潔かつ高精度に求める手法，お

よび 2 つのエネルギーの条件式を満足する領域を求めることでパラメータの影響を包括的

に把握する手法を提案し，多自由度支持系への拡張や実機を模した装置による実験的検証

をも含む検討を実施してその有効性を示した．この成果によって，自己同期現象の統一的

なメカニズムの解明および効率的な振動機械の設計の実現の大きな進展が期待できる． 
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付録 A1 運動方程式の導出 

A1･1 3 自由度系および 5 自由度系 

第 2 章の図 2.1 に示す 2 振動子 3 自由度モデル（3 自由度系）および第 4 章の図 4.8 に示

す 2 振動子 5 自由度モデル（5 自由度系）の運動方程式を求める．3 自由度系の運動方程

式については 5 自由度系の運動方程式のうち，ブロックの並進変位yおよび角変位を 0

とすればよいので，ここでは 5 自由度系の運動方程式のみを導出する． 

図 4.8 において，回転体のそれぞれの位置座標 ( , )rp rpx y ，不釣り合いおもりのそれぞれ

の位置座標 ( , ) ( 1,2)p px y p  は次式で与えられる． 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

cos , sin

cos , sin

cos sin , sin cos

cos sin , sin cos

r r

r r

x x l y y l
x x l y y l
x x l r y y l r
x x l r y y l r

 
 
   
   

    
    
      
      

 (A1.1) 

式(A1.1)を時刻t で微分すると次式が得られる． 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin , cos

sin , cos

sin cos , cos sin

sin cos , cos sin

r r

r r

x x l y y l
x x l y y l
x x l r y y l r
x x l r y y l r

   
   
       
       

   


    


      
      

    
    
      
      

 (A1.2) 

図 4.8 における運動エネルギーT は次式のように表せる． 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2
1 1 1 1 1

( ) ( )
2 2 2 2 2

b r r r r r r

b r r

T M x y m x y m x y

m x y m x y J J J  

      

      


     

     
 (A1.3) 

ここで，ブロックの回転中心は重心と一致していることから， 

1 1 1 2 2 2( ) ( )r rm m l m m l    (A1.4) 

が成立する． 

式(A1.3)に式(A1.2), (A1.4)を代入して整理すると， 

2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( )

2 2 2 2

( cos sin ) sin( )

( cos sin ) sin( )

T M x y J J J

m r x y m r l
m r x y m r l

  

     
     

     

    
    

   

   
   

 (A1.5) 
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となる．ここで， 

1 2 1 2

2 2
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

( ) ( )

,

b r r

b r r

r r

M M m m m m
J J m m l m m l
J J m r J J m r

   


    
  



 

 (A1.6) 

である． 

また，ポテンシャルエネルギーU は次式のように表せる． 

2 2 21 1 1

2 2 2x yU k x k y k    (A1.7) 

式(A1.5), (A1.7)より， 

1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

cos cos

( cos sin ) ( cos sin )

0, x

T Mx m r m r
x
d T Mx m r m r
dt x
T U k x
x x

   

       

     
           

 
  

  

 


   


 (A1.8) 

1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

sin sin

( sin cos ) ( sin cos )

0, y

T My m r m r
y
d T My m r m r
dt y
T U k y
y y

   

       

     
 

        
 

  
  

 


   


 (A1.9) 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

sin( ) sin( )

sin( ) ( )cos( )

sin( ) ( )cos( )

cos( ) cos(

T J m r l m r l

d T J m r l
dt

m r l

T m r l m r l

      


        


       

    



    



            
      


   



  


    


   

    )

U k



















 
 

 (A1.10) 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1

( cos sin ) sin( )

( cos sin sin cos )

sin( ) ( )cos( )

( sin cos )

T J m r x y m r l

d T J m r x x y y
dt

m r l

T m r x y m r l

     


      


       

  



    



 
      

      


   


  

     

   

   1 1 1

1

cos( )

0
U

  
















   

 

 (A1.11) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

( cos sin ) sin( )

( cos sin sin cos )

sin( ) ( )cos( )

( sin cos )

T J m r x y m r l

d T J m r x x y y
dt

m r l
T m r x y m r l

     


      


       

  



    



 
      

      


   


  

     

   

   2 2 2

2

cos( )

0
U

  












 


   

 

 (A1.12) 

である．また，非保存力について，仮想仕事の原理よりそれぞれの自由度の一般化力は次

式のように表せる． 

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

, , ( ) ( ) ( )

( ), ( )

nc nc nc
x x y y
nc nc

Q c x Q c y Q c B B A e e

Q Ae B Q Ae B
 

 

     

    

            


      

     
   

 (A1.13) 

ここで， 

,t t E

a a

K K KA B
r r

   (A1.14) 

であり，Aはモータの電圧とトルクの間の変換係数を，Bはモータの内部減衰を表す．

ただし， 1 20, 0e e  であり， 1  のとき 2 つのモータは同方向に回転し， 1   のとき

逆方向に回転する． 

よって，式(A1.8)-(A1.13)より 5 自由度系の運動方程式は次式のように表せる． 
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2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

( cos sin ) ( cos sin )

( sin cos ) ( sin cos )

( 2 )

sin( ) cos( ) s

x x

y y

Mx c x k x m r m r
My c y k y m r m r

J c B k

m r l m r l
 

       
       

  

      

      

      

  

      

    
    

 

   2
2 2 2

1 2 1 2

1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

in( ) cos( )

( ) ( )

( cos sin ) sin( ) cos( )

( cos sin ) sin( ) cos( )

A e e B
J B

Ae m r x y m r l B

J B

Ae m r x y m r l

    

  
 

        

 

        

    
   



         


      



 
 

   
 

   B
















  



 (A1.15) 

式(A1.15)のうちブロックの並進変位yおよび角変位を 0 とすることで，3 自由度系の

運動方程式が得られる．ここでは， 1 2b r rM m m  を bM とまとめて表す． 

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

( cos sin ) ( cos sin )

cos

cos

x xMx c x k x m r m r
J B Ae m r x
J B Ae m r x

       
  
   

      


   


   

    
  
  

 (A1.16) 

 

A1･2 4 自由度系 

第 2 章の図 4.1 に示す 2 振動子 4 自由度モデル（4 自由度系）の運動方程式を求める． 

図 4.1 において，不釣り合いおもりのそれぞれの位置座標 ( , ) ( 1,2)p px y p  は次式で与え

られる． 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

sin , cos

sin , cos

x x r y y r
x x r y y r

 
 

    
    

 (A1.17) 

式(A1.17)を時刻t で微分すると次式が得られる． 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

cos , sin

cos , sin

x x r y y r
x x r y y r

   
   

    


    

    
    

 (A1.18) 

図 4.8 における運動エネルギーT は次式のように表せる． 

2 2 2 2 2 2 2
I 1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 1

2 2

b

r r

T M x y M y m x y m x y

J J 

       

 


      

 
 (A1.19) 

式(A1.19)に式(A1.18)を代入して整理すると， 
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 2 2 2 2
II I II 1 1 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

( cos sin ) ( cos sin )

T M x M M y J J

m r x y m r x y

 

     

     

    

  

    
 (A1.20) 

となる．ここで， 

II 1 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2,

b

r r

M M m m
J J m r J J m r

  


  


 

 (A1.21) 

である． 

また，ポテンシャルエネルギーU は次式のように表せる． 

2 21 1

2 2x yU k x k y   (A1.22) 

式(A1.20)および式(A1.22)より， 

II 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
II 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

cos cos

( cos sin ) ( cos sin )

0, x

T M x m r m r
x
d T M x m r m r
dt x
T U k x
x x

   

       

     
           

 
  

  

 


   


 (A1.23) 

 

 

I II 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
I II 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

sin sin

( sin cos ) ( sin cos )

0, y

T M M y m r m r
y
d T M M y m r m r
dt y
T U k y
y y

   

       

      
 

         
 

  
  

 


   


 (A1.24) 

1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1
1

1

( cos sin )

( cos sin sin cos )

( sin cos )

0

T J m r x y

d T J m r x x y y
dt
T m r x y

U

  


      


  




     
 

         
    


   

  

     

  
 (A1.25) 
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2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
2

2

( cos sin )

( cos sin sin cos )

( sin cos )

0

T J m r x y

d T J m r x x y y
dt
T m r x y

U

  


      


  




     
 

         
    


   

  

     

  
 (A1.26) 

である．また，非保存力について，仮想仕事の原理よりそれぞれの自由度の一般化力は次

式のように表せる． 

1 21 1 2 2

,

( ), ( )

nc nc
x x y y
nc nc

Q c x Q c y

Q Ae B Q Ae B     

    


      

 
   

 (A1.27) 

ここで， 

,t t E

a a

K K KA B
r r

   (A1.28) 

であり，Aはモータの電圧とトルクの間の変換係数を，Bはモータの内部減衰を表す．

ただし， 1 20, 0e e  であり， 1  のとき 2 つのモータは同方向に回転し， 1   のとき

逆方向に回転する． 

よって，式(A1.23)-(A1.27)より 4 自由度系の運動方程式は次式のように表せる． 

2 2
II 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

2 2
I II 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

( cos sin ) ( cos sin )

( ) ( sin cos ) ( sin cos )

( cos sin )

x x

y y

M x c x k x m r m r
M M y c y k y m r m r

J B Ae m r x y
J B Ae m r

       
       

   
  

      

       

   

  

    
    

   
 

2 2 2( cos sin )x y 






  

 (A1.29) 

 

A1･3 振動搬送機を模した実験装置の解析モデル 

第 6 章の図 6.1(b)に示す振動搬送機を模した実験装置の解析モデルの運動方程式を求め

る． 

図 6.1(b)において，トラフの重心 ( , , )G G Gx y z ，左側のリンクの重心 ( , , )L L Lx y z ，右側の

リンクの重心 ( , , )R R Rx y z ，ブラケットの重心 ( , , )dp dp dpx y z ，ロッドの重心 ( , )rp rpx y ，おも

りの重心 ( , , )rp rp rpx y z のそれぞれの位置座標 ( , , ) ( 1,2)p p px y z p  は次式で与えられる． 
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0

0

(cos cos )

(sin sin )

0

G

G

G

x L
y L
z

 
 

  
  
 

 (A1.30) 

0

0

cos cos cos
2 2

sin sin sin
2 2

0

L G

L G

L

L Lx x c L c

L Ly y a L a

z

  

  

      

      
 

 (A1.31) 

0

0

cos cos cos
2 2

sin sin sin
2 2

0

R G

R G

R

L Lx x c L c

L Ly y a L a

z

  

  

      

      
 

 (A1.32) 

0

0

sin cos cos sin cos
2

( 1,2)
cos sin cos sin sin

2

0

dp R mp mp mp mp

dp R mp mp mp mp
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Lx x d h h d L c

pLy y d h d h L a

z

    

    

                          
 

 (A1.33) 

0

0

cos ( cos )sin
2

cos ( cos )sin cos
2

(
( cos )cos sin

2

( cos )cos sin sin
2

sin

prp G p m p p

p m p p

rp G mp p p p

mp p p p

rp mp p

Lx x c h r d

Lh r d L c

pLy y a r d h
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
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  
           

           
  

1,2)  (A1.34) 

0

0

cos ( cos )sin
2

cos ( cos )sin cos
2

( cos )cos sin
2

( cos )cos sin sin
2

sin

mp G p up p p p

p up p p p
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  
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  
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

           
        

 
         
 

         
 

 

( 1,2)p


 







 (A1.35) 
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式(A1.30)-(A1.35)を時刻t で微分すると次式が得られる． 

sin

cos

0

G

G

G

x L
y L
z

 
 

 
 
 





 (A1.36) 

sin
2

cos
2
0

L

L

L

Lx

Ly

z

 

 

  

 
 







 (A1.37) 

sin
2

cos
2
0

R

R

R

Lx

Ly

z

 

 

  

 
 







 (A1.38) 

cos sin
2

( 1,2)
cos sin

2

0

dp mp mp

dp mp mp

dp

Lx d h

pLy h d

z

   

   

                 
 

 

 



 (A1.39) 

( cos ) cos sin sin sin
2

( 1,2)
cos ( cos ) sin sin cos

2

cos

rp mp p p p mp p p

rp p mp p p mp p p

rp mp p p

Lx r d h r

L py h r d r

z r

       

       

 

                    
  

  

  



 (A1.40) 

( cos ) cos sin sin sin
2

( 1,2)
cos ( cos ) sin sin cos

2

cos

mp p p p p up p p p

mp p up p p p p p p

mp p p p

Lx r d h h r

L py h h r d r

z r

       

       

 

                      
  

  

  



 (A1.41) 

図 2.1(b)における運動エネルギーT は次式のように表せる． 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2
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 


 

 

 

   
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 (A1.42) 

式(A1.42)に式(A1.36)-(A1.41)を代入して整理すると， 

1 1

2 2 2
1 1 2 2

2 2
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
2

2 2 2 2

1 1 1
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1
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2 2 2
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 
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 

 

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  
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

 

 (A1.43) 

となる．ここで， 
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 (A1.44) 

である． 

また，ポテンシャルエネルギーU は次式のように表せる． 
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 (A1.45) 

ここで，について，ばねの自然長 0l からの水平方向（図 6.2 の右方向正）および鉛直方

向の伸び（図 6.2 の下方向正）を ,x y  とすると， 

0 0(1 cos ), sinx x L y y L        (A1.46) 

である． 

式(A1.43), (A1.45)より， 



126 
 

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

sin
2 2

sin
2 2

2 cos cos2 2 cos cos 2
2 2

cos
2

r r

u r m

u r m

m
r m

m l m s

T L LJ m h h r m h r

L Lm h h r m h r

r rm d r m d r

J J

  


 

   

 

                   
                
    

         
    




 




2 2

1

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2

2 cos cos2 2 cos cos 2
2 2

cos2
2

r r

m
r m

m l m s

r rm d r m d r

J J

 

   

  











   
    

          
    

     





 (A1.47) 
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 (A1.48) 

0
T






 (A1.49) 
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 (A1.50) 

ここで， 
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 (A1.51) 

である． 
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 (A1.53) 

である．また，非保存力について，仮想仕事の原理よりそれぞれの自由度の一般化力は次

式のように表せる． 

1 21 1 ,1 2 2 ,2, ,nc nc nc
c cQ c Q Ae B T Q Ae B T                (A1.54) 

ここで， 

,t t E

a a

K K KA B
r r

   (A1.55) 

である． 
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よって，式(A1.48)-(A1.50)，式(A1.52)-(A1.54)より実験装置の解析モデルの運動方程式は

次式のように表せる． 
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なお，静的平衡状態については次式が成立する． 
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 (A1.59) 

式(A1.59)を式(A1.56)に代入することで，静的平衡状態を考慮したに関する式が得られる． 
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( ) sin

m

r m

d m d m

r d

m r d m r d
m d m d g



 






































   


  

 (A1.60) 
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付録 A2 第 2 章の数式の詳細 

式(2.6)の詳細は次式に示すとおりである． 

0
0

0
0

1 0
0

1
0

1 0

2 0
0

2
0

2 0

0

1
0

2
2 2 2 2 2

( 2 )
2 2 2 2

1 1 1 1 1
( )

( 2 )
2 2 2 2

2 2 2 2 2
( )

2 2

1 1
( )

2 2

1

2

1

2

2 ,

E d

E d

E d

D d D

  
  

   
   

   
   

 
 

        

        

        

    




 




 






       

      

      

 















  0 0

2
0 0

0 1 0

1
0 1 0

0 2 0

2
0 2 0

0

1
0

2

2 22 2
1 2

2 ( 2 )

1 1 1 1 1( )

2 ( 2 )

2 2 2 2 2( )

2 2 2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2

,

2

2

( cos sin )

( cos

d D d

R d d

R d d

T d

T

   
 

    
   

    
   

 
 



    

      

      

        

     

 

 

 





  

  

   

  

 

 

 











 0

0

0 0

1 2
0 0

2 2
2

2 22 2
1 1 1 2 2 2

sin )

cos , cos

d

T d T d

 


   

    

  

             



 



























       




  

 (A2.1) 
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付録 A3 基礎支持の減衰が散逸エネルギーの条件を満たす領域に 

与える影響 

本節では，図 3.6(a)および図 3.6(b)のように，基礎支持の減衰が増加すると 1  （領域

2R ）において散逸エネルギーの条件を満たす無次元電圧 1 の範囲が狭くなる一方で，

1  （領域 1R ）においてはその範囲が広くなる理由について考える． 

式(A2.1)における散逸エネルギー D の式に式(2.15)を代入すると，の変化に対する

D の最大値 ,maxD は次式のように表せる． 

5 2
1 2

,max 2 2 2

2 ( )

(1 ) (2 )
D

  
 




 
 (A3.1) 

基礎支持の減衰比を0.025, 0.05, 0.075, 0.1の 4 通りに設定した場合について，図 A3.1

に ,maxD を示す．減衰比以外のパラメータは図 2.2 および図 2.5 と同一である．図 A3.1

より， ,maxD は減衰比が大きいほど 1  の近傍では小さいのに対して，が 1 から離

れるに伴いこの傾向は逆転する． ,maxD の増減とともに励振エネルギーを散逸させるこ

とができる無次元電圧 1 2  の範囲も増減するため，図 3.6 の薄黄色の領域に対する無次

元電圧 1 の範囲は減衰比が増加すると 1  の近傍では狭くなり， 1  では広がる． 

 

 

Fig. A3.1  Effect of damping ratio   on maximum dissipated energy ,maxD  
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付録 A4 提案手法で用いる式の導出 

本章では，第 4 章に示した 2 振動子 4 自由度モデル（4 自由度系），2 振動子 5 自由度モ

デル（5 自由度系）および第 6 章に示した実験装置の解析モデルについて，自己同期現象

が発生するためにエネルギーが満たすべき 2 本の条件式の導出過程を示し，近似解の計算

方法および安定判別に必要な式の導出を行う．2 本の条件式を満たすパラメータの関係式

についてはそれぞれの章を参照されたい． 

 

A4・1 4 自由度系 

本節では，4.1 節の図 4.1 に示した 4 自由度系に関する式の導出を行う． 

 

A4・1・1 エネルギーに関する条件式の導出 

以下の議論において， 1, ,   および 2 は同期解を表すものとする．このとき，次式が成

立する． 

1 1 2 2

1 1 2 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

( 2 ) ( ) 2 , ( 2 ) ( ) 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

         
           
         
         

    
      
       
       

 (A4.1) 

式(4.3)の第 1 式，第 2 式，第 3 式および第 4 式の両辺にそれぞれ 1, ,    および 2を乗

じた上で，について 0 から 0 2  まで積分し(A4.1)を考慮すると，次式を得る． 

1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

D T T
D T T
D R T T
D R T T

  

  

     

     

  
  
   
   

  


  
   
   

 (A4.2) 

ここに， 
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0 0

0 0

0 0

1 2
0 0

0 1 0

1
0 1 0

0 2 0

2
0 2 0

1

2 22 2

2 22 2
1 2

2 ( 2 )

1 1 1 1 1( )

2 ( 2 )

2 2 2 2 2( )

1

2 , 2(1 )

,

2

2

x x y yD d D d

D d D d

R d d

R d d

T

   
  

   
  

    
   

    
   



          

     

      

      

 

 

 

 

 

 

 

  

  



 

 

 

 

 

 





 0

0

0

2
0

0

1
0

0

2
0

0

1
0

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2
1 1 1

( cos sin )

( cos sin )

( sin cos )

( sin cos )

cos

d

T d

T d

T d

T d

 


 

 
 

 
 

 
 

  

      

        

        

        

      











  

   

   

   

  

















 0

1
0

0 0

2 2
0 0

2 2
1 1 1

2 22 2
2 2 2 2 2 2

, sin

cos , sin

T d

T d T d

 
  

   
    

      

             



 























  



       



 



 

 (A4.3) 

である．式(A4.3)の各項の物理的意味については 4.1.2.1 目を参照されたい． 

ブロックと各モータの間のエネルギー移動量について，式(A4.1)および式(A4.3)より次式

が成立する． 

0

1 1
0

0

1 1
0

0

2 2
0

0

2 2
0

22
1 1 1

22
1 1 1

22
2 2 2

22
2 2 2

cos 0

sin 0

cos 0

sin 0

T T

T T

T T

T T

 
   

 
   

 
   

 
   

      

      

      

      









       

       

       


        

 (A4.4) 

したがって， 

1 1 1 1

2 2 2 2

,

,

T T T T
T T T T
     

     

   
   

    
    

 (A4.5) 

となる．すなわち，同期状態においてモータ ( 1,2)p p  からブロックへと，ブロックから

モータp へと流れるエネルギー移動量は互いに逆符号の関係にある． 

式(A4.2)に式(A4.5)を代入して整理すると，ブロックおよび各モータそれぞれの 1 周期あ

たりのエネルギー積分は， 
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1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

D T T
D T T
D T T R
D T T R

  

  

   

   

  
  
   
   

  


  
   
   

 (A4.6) 

となる． 

以上より，システム全体の 1 周期あたりのエネルギー積分は，式(A4.6)の 4 式の和を取

ることによって，次式のように求められる． 

1 2 1 2
D D D D R R                (A4.7) 

一方，式(A4.6)の第 3 式から第 4 式を辺々引いて整理すると，次式が求められる． 

1 1 2 2 1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )T T T T R D R D                      (A4.8) 

 

A4・1・2 近似解の導出 

式(4.3)の厳密解を求めて式(A4.7)および式(A4.8)における各項を解析的に求めることは

困難である．そこで，同期状態において，無次元時間に関する周期関数であるモータ 1

とモータ 2 の角速度 1 2,  の変動量が一定成分に比べて小さいものと仮定し，2 つのモー

タの角変位 1 および 2 に関して次のような近似を導入する（式(2.13)の再掲）． 

1

2 ( )

 
   
 

  
 (A4.9) 

ここに，は 1 と 2 との間の位相差を表す未知の定数である．さらに，同期解の角速度

も未知であることから，式(4.4)より同期振動数比も未知の定数となる． 

式(A4.9)の近似を導入すると，ブロックの運動方程式（式(4.3)の第 1 式および第 2 式）は

次のようになる． 

 
 

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

2 sin sin( )

(1 ) 2(1 ) (1 ) cos cos( )

x x x

y y y

            

               

      


          
 (A4.10) 

式(A4.10)より，ブロックの変位 , の特解（同期解）が次式のように求められる． 
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 1 1 2 2

1 1 2 2

3 2 2 2
1 1

1 12 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2
2 2

2 22 2 2 2

cos sin cos( ) sin( )

cos sin cos( ) sin( )

2 ( )
,

( ) (2 ) ( ) (2 )

2 (
,

( ) (2 )

c s c s

c s c s

x x x
c s

x x x x x x

x x x
c s

x x x

           
          

        
         

        
    

     

     




   




 

 

 
2

2 2 2 2

2 2 2 3
1 1

1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3
2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2

)

( ) (2 )

( ) 2
,

(1 ) ( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

( ) 2
,

(1 ) ( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

x x x

y y y
c s

y y y y y y

y y y
c s

y y y y y y

    
       

 
           

       
 

           




 


 

           


 
           

 

 

















 (A4.11) 

式(A4.3)および式(A4.11)より，式(A4.9)の近似を導入したときの 1 周期あたりの散逸エネ

ルギーおよびエネルギー移動量は次のように表すことができる． 

1 2

1 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

,

,

D D D
D D D
T D S T D S
T D S T D S

  

  

     

     

  
  
     
     

  


  
    
    

 (A4.12) 

ここで， 

1 2

1

2

5 2 5 2
1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

5 2
1 1 2

2 2 2 2

5 2
2 1 2

2 2 2

2 ( cos ) 2 ( cos )
,

( ) (2 ) ( ) (2 )

2 ( cos )

(1 ) ( ) (2 )

2 ( cos )

(1 ) ( ) (2

x x x x

x x x x x x

y y

y y y

y y

y y

D D

D

D

 





              
         
      


     

      


   

 
   



    


  

 





1 2

1 2

2

4 2 2
1 2

2 2 2 2

4 2 2
1 2

2 2 2 2

2 22 2
4

1 2 2 2 2 2

)

( )
, , sin

( ) (2 )

( )
, , sin

(1 ) ( ) (2 )

( ) (2 ) (

y

x

x x x

y

y y y

yx

x x x

S S S S S

S S S S S

S S S

    

    

 

 

         
    

    
     

     

  

     
    

  


 
 


 

    



  

 

  

  



2 2 2 2
sin

1 ) ( ) (2 )y y y


     




















   

          

 (A4.13) 

である． 
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このように，2 つのモータからブロックへのエネルギー移動量
1 2
,T T   は，それぞれ

ブロックの散逸エネルギー D を補填するためのエネルギー
1 2
,D D   と，ブロック

を介してモータ間でやり取りされ，自己同期現象が発生するためのエネルギーバランスに

寄与する同期エネルギー
1 2
,S S   の 2 種類からなることがわかる．に関するエネル

ギーについても同様に説明できる． 

式(A4.12)および式(A4.13)を考慮すれば，式(A4.6)の同期状態における各種のエネルギー

が満たすべき条件は次式のように表せる． 

1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

D D D
D D D
D D D S R
D D D S R

  

  

   

   

  
  
    
    

  


  
    
    

 (A4.14) 

ここで， 

1 2
2D D      (A4.15) 

である． 

式(A4.14)の 4 式の和を取ると式(A4.7)に対応する式が得られ，式(A4.3)，式(A4.13)および

式(A4.15)より次式のようになる． 

5 2 25 2 2
1 2 1 21 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

2 ( 2 cos )2 ( 2 cos )
4

( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

2 ( )

y yx x

x x x y y y

               
          

  

  
  

       


  

 (A4.16) 

これが，自己同期発生時の散逸エネルギーに関する条件を満足するための条件式である．  

一方，式(A4,14)の第 3 式から第 4 式の差をとると式(A4.8)に対応する式が得られ，式

(A4.3)，式(A4.13)および式(A4.15)を代入すると， 

2 2 5
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2
4

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

2 ( )
( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

2 sin
( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

2 ( )

y yx x

x x x y y y

yx

x x x y y y

     
          

      
          

  

               
      

         
  

 (A4.17) 

となり，これが自己同期発生時の同期エネルギーに関する条件を満足するための条件式で

ある． 
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以上より，式(A4.16)および式(A4.17)の 2 本の式が，式(A4.9)および式(A4.11)の 1 2,  お

よび , が同期状態を表す近似解であるためのエネルギー的な条件式となる． 

次に，を設定値として 1 およびについて解くことを考える．そのために，式(A4.16)

および式(A4.17)をそれぞれ次のように変形する． 

1 0 1 0cos , sin
c s

d s
d s

   
   (A4.18) 

ここに， 

5
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 5
0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2
4

1 2 2 2 2 2

2
( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

( )
( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

2

( ) (2 )

y yx x
c

x x x y y y

y yx x

x x x y y y

x
s

x x x

d

d

s

     
          

    
          

 

    
    

   
        

    
        

 




 






2 2

2 2 2 2

2 2 5
0 1 2 22 2 2 2 2 2 2 2

(1 ) ( ) (2 )

( )
( ) (2 ) (1 ) ( ) (2 )

y

y y y

y yx x

x x x y y y
s

 
     

     
          











            


       
          



 (A4.19) 

である．式(A4.18)を 2 2cos sin 1   に代入してを消去すると 1 に関する 2 次方程式が

得られる．これを解くと 

2 2
0 0

1 2 2
c s c s

c s

d s d s d s D
d s

  



 (A4.20) 

となる．ここに， 

2 2 2
0 0( )c sD d s d s    (A4.21) 

であり， 0D  が成り立つとき，式(A4.16)および式(A4.17)を満たす 1 は式(A4.20)で与え

られる．さらに，得られた 1 と式(A4.18)からが求められる． 
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A4・1・3 近似解の安定判別 

自己同期現象の特性を十分に把握するためには，安定判別を行って同期解の安定性をも

明らかにする必要がある．解の安定判別に必要な式(4.3)の変分方程式は以下のように導出

される． 

2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2
1 1 1 1

2

cos 2 sin ( sin cos )

cos 2 sin ( sin cos )

(1 ) 2(1 ) (1 )

sin 2

x x x

y y y

      

           

           

         

     

  

          
         

     

    

 

2
1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

2
2 2 2

2
2 2 2

cos ( cos sin )

sin 2 cos ( cos sin )

cos sin ( sin cos )

cos sin

     

           

   
          

   
     

    
         

 

        

 

     2 2 2( sin cos )    


















   

 (A4.22) 

式(A4.22)に対して式(A4.9)のような一定角速度近似を導入すると，次式が得られる． 

 

2 2

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 2

2
1 1 1 1

2
2 2 2

2

( cos 2 sin cos )

cos( ) 2 sin( ) cos( )

(1 ) 2(1 ) (1 )

( sin 2 cos sin )

sin( ) 2 cos

x x x

y y y

      
       

          

         

       
     

  

    

      

     

    

    

 

  

2

2
1 1 1

2
1 1

2
2 2 2

2
2 2

( ) sin( )

cos sin ( sin cos )

cos( ) sin( ) sin( ) cos( )

    

   
          

   
              












   
  
         
 


              

 (A4.23) 

式(A4.23)の解析にあたり，微小変分 およびを次式のように仮定する． 
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cos sin

cos sin sin cos

cos sin 2 sin 2 cos cos sin

cos sin

cos sin sin cos

cos sin 2

c s

c s c s

c s c s c s

c s

c s c s

c s c

    
        
            
    
        
     

 
     
         
 
     
      sin 2 cos cos sins c s      










   

 (A4.24) 

ここに， , ,c s c   および s は無次元時間の関数である．式(A4.24)を式(A4.23)に代入

して調和バランスの原理を適用し，第 1式と第2式ではcos およびsin の係数の部分を，

第 3 式と第 4 式ではを陽に含まない項をそれぞれ等値すると，次式を得る． 

1 2

2 2 2
1 2

2 2
2

2 2
2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( , , , , , )

0 0 0 cos

0 0 0 0 sin

0 0 (1 ) 0 0 sin

0 0 0 (1 ) cos

0 0 2 0

cos sin sin cos 0 2

2

T
c s c s

x

     

     
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

   



 
 
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 
 

 
 
 

  
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M

C

  


0





2 2
2
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2 2 2
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2 2
2
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1 1
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x

x x

y y

y y

     
        

          
        

    
            


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 

   
  
 

    
  

  
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k
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         
           

     
             

   

 

    


     
 

  
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( cos sin ) cos sin

( cos sin ) cos sin
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k
k

          
          































 
 
 

     
     




 (A4.25) 

さらに，式(A4.25)を次式のように定数係数の 1 階常微分方程式に変換する． 



142 
 

1 1,  

  


   
        

A
I

A
M K M C

 





0
 

 (A4.26) 

同期解の安定判別は，Aの固有値として得られる特性指数から判別できる． 

 

A4・2 5 自由度系 

本節では，4.3 節の図 4.8 に示した 5 自由度系に関する式の導出を行う． 

 

A4・2・1 エネルギーに関する条件式の導出 

以下の議論において， 1, , ,    および 2 は同期解を表すものとする．このとき，次式

が成立する． 

1 1 2 2

1 1 2 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

( 2 ) ( ) 2 , ( 2 ) ( ) 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

              
           
              
         

      
      
           
       

 (A4.27) 

式(4.20)の第 1 式，第 2 式，第 3 式，第 4 式および第 5 式の両辺にそれぞれ 1, , ,      

および 2を乗じた上で，について 0 から 0 2  まで積分し式(A4.27)を考慮すると，次

式を得る． 

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

D T T
D T T
D T T
D R T T T
D R T T T

  

  

  

       

       

  
  
  
    
    

 


  


  
    
    

 (A4.28) 

ここに， 
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0 0

0 0

0

0
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1 2
0 0

0 1 0
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0 1 0
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1 2
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2 ( 2 )

1 1 1 1 1( )

2
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2 ( )

( ) , ( )

2
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D d

D d D d

R d d
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   
  

 
  

   
  

    
   



         

        

           

      

 

 



 

 

 

      

      

  



 



 

 

 



 



 0 2 0

0 2 0

2 ( 2 )

2 2 2 2( )
2d d

    

  
    

 












 
 

 (A4.29a) 

0

1
0

0

2
0

0

1
0

0

2
0

1

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2

2
1 1 1 1

( cos sin )

( cos sin )

( sin cos )

( sin cos )

sin(

T d

T d

T d

T d

T

 
 

 
 

 
 

 
 



        

        

        

        

      









   

   

   

   

 

















 0

0

0

2
0

0 0

1 1
0 0

1

2 2
1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 22 2
1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1

) cos( )

sin( ) cos( )

cos , sin

sin( ) cos( )

d

T d

T d T d

T d

 


 

 
   

    

 

    

           

             

           





 

    

       

      

      





 



 

 0

0

0 0

2 2
0 0

0

2
0

2

2 22 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

cos , sin

sin( ) cos( )

T d T d

T d

 


   

    
 

  

             

           



 

























      

         



 



 



 (A4.29b) 

である．式(A4.29)の各項の物理的意味については 4.2.2.1 目を参照されたい． 

ブロックと各モータの間のエネルギー移動量について，式(A4.28)および式(A4.29)より次

式が成立する． 



144 
 

0

1 1
0

0

2 2
0

0

1 1
0

0

2 2
0

0

1 1
0

22
1 1 1

22
2 2 2

22
1 1 1

22
2 2 2

2
1 1 1 1

cos 0

cos 0

sin 0

sin 0

sin( )

T T

T T

T T

T T

T T

 
   

 
   

 
   

 
   


   

      

      

      

      

        









      

      

      

      

     

0

2 2
0

2

22
2 2 2 2

0

sin( ) 0T T



 
   

        

















 

        

 (A4.30) 

したがって， 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

,

,

,

T T T T
T T T T
T T T T

     

     

     

   
   
   

    


    
    

 (A4.31) 

となる． 

式(A4.28)に式(A4.31)を代入して整理すると，ブロックおよび各モータそれぞれの 1 周期

あたりのエネルギー積分は， 

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

D T T
D T T
D T T
D T T T R
D T T T R

  

  

  

    

    

  
  
  
    
    

 


  


  
    
    

 (A4.32) 

となる． 

以上より，システム全体の 1 周期あたりのエネルギー積分は，式(A4.32)の 4 式の和を取

ることによって，次式のように求められる． 

1 2 1 2
D D D D D R R                   (A4.33) 

一方，式(A4.33)の第 4 式から第 5 式を辺々引いて整理すると，次式が求められる． 

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

T T T T T T
R D R D
     

   

     
   

     
    

 (A4.34) 
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A4・2・2 近似解の導出 

式(4.20)の解析解を求めるにあたり，2 つのモータに関して式(A4.9)のような一定角速度

近似を用いた場合においても，式(4.20)にはブロックの角変位について非線形項が含ま

れるため，解析解を求めることは困難である．そこで，ブロックの角変位が十分に小さ

い ( 0)  ものとして，式(4.20)を次のようにについて線形化する． 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 ( cos sin ) ( cos sin )

2 ( sin cos ) ( sin cos )

2

(sin cos ) (cos

x x x

y y y

  

                  
                  

      

        

           

           

  

     1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin )

(sin cos ) (cos sin )

( ) ( )

( cos sin ) sin

( cos sin ) sin

 

          

    
                
                

  
      

    

          

          














 

 (A4.35) 

次に，式(A4.9)の近似を導入すると，ブロックの運動方程式（式(4.20)の第 1 式，第 2 式

および第 3 式）は次式のようになる． 

 
 

  

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

2 2

2
1 1 2 2

1 2

2 sin sin( )

2 cos cos( )

2

(cos sin ) cos( ) sin( )

( ) (1 )

x x x

y y y

  
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            
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     


       


   


      


    

 (A4.36) 

ここで，ブロックの変位 , ,  の特解（同期解）を次式のように仮定する． 

 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

cos sin cos( ) sin( )

cos sin cos( ) sin( )

cos sin cos( ) sin( )

c s c s

c s c s
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           
          
          

     


      
      

 (A4.37a) 

式(A4.36)に式(A4.37a)を代入して調和バランス法を適用すると，式(A4.37a)の係数が次式の

ように求められる． 
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 (A4.37b) 

式(A4.29)に式(A4.35)で行ったブロックの角変位の線形化を反映させて式(A4.9)の近似

を導入すると，式(A4.29)で表されるそれぞれのエネルギーは次式のように近似できる． 
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 (A4.38) 

式(A4.38)に式(A4.37)を代入すると，式(A4.28)，式(A4.31)，式(A4.33)および式(A4.34)を満た

す． 
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式(A4.38)に式(A4.37)を代入して整理すると，1 周期あたりの散逸エネルギーおよびエネ

ルギー移動量は次のように表すことができる． 

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

, ,

, ,

, ,
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 (A4.39) 

ここで， 
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 (A4.40) 

である． 

式(A4.39)および(A4.40)を考慮すれば，式(A4.32)の同期状態における各種のエネルギーが

満たすべき条件は次式のように表せる． 
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1 2
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1 2
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 (A4.41) 

ここで，式(A4.27)および式(A4.38)より， 

1 2
2D D      (A4.42) 

である． 

式(A4.41)の 5 式の和を取ると式(A4.33)に対応する式が得られ，式(A4.29a)，式(A4.40)お

よび(A4.42)より次式のようになる． 
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 (A4.43) 

これが，自己同期発生時の散逸エネルギーに関する条件を満足するための条件式である．  

一方，式(A4.41)の第 4 式から第 5 式の差をとると式(A4.34)に対応する式が得られ，式

(A4.29a)，式(A4.40)および(A4.42)を代入すると， 
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 (A4.44) 

となる．これが，自己同期発生時の同期エネルギーに関する条件を満足するための条件

式である． 
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以上より，式(A4.43)および式(A4.44)の 2 本の式が，式(A4.9)および式(A4.37)の 1 2,  お

よび , ,  が同期状態を表す近似解であるためのエネルギー的な条件式となる． 

次に，を設定値として 1 およびについて解くことを考える．そのために，式(A4.43)

および式(A4.44)をそれぞれ次のように変形する． 

1 0 1 0cos , sin
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d s
d s

   
   (A4.45) 

ここに， 
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 (A4.46) 

である．式(A4.45)を 2 2cos sin 1   に代入してを消去すると 1 に関する 2 次方程式が

得られる．これを解くと 

2 2
0 0

1 2 2
c s c s

c s

d s d s d s D
d s

  



 (A4.47) 

となる．ここに， 

2 2 2
0 0( )c sD d s d s    (A4.48) 
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であり， 0D  が成り立つとき，式(A4.43)および式(A4.44)を満たす 1 は式(A4.47)で与え

られる．さらに，得られた 1 と式(A4.45)からが求められる． 

 

A4・2・3 近似解の安定判別 

シューティング法により得られる数値解の安定判別に必要な式(4.20)の変分方程式は以

下のように導出される． 
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 (A4.49) 

5 自由度系に提案手法を用いる場合，運動方程式を式(4.25)（および式(A4.35)）のように

について線形化しているため，式(4.25)（および式(A4.35)）に対応した変分方程式を安定

判別に用いる必要がある．次式に対応した変分方程式を示す． 
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 (A4.50) 

式(A4.50)に対して式(A4.9)のような一定角速度近似を導入すると，次式が得られる． 
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 (A4.51) 
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式(A4.51)の解析にあたり，微小変分 , およびを次式のように仮定する． 
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 (A4.52) 

ここに， , , , ,c s c s c     および s は無次元時間の関数である．式(A4.52)を式(A4.51)

に代入して調和バランスの原理を適用し，第 1 式，第 2 式，第 3 式ではcos およびsin 

の係数の部分を，第 4 式と第 5 式ではを陽に含まない項をそれぞれ等値すると，次式を

得る． 
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さらに，式(A4.53)を次式のように定数係数の 1 階常微分方程式に変換する． 

1 1,  

  


   
        

A
I

A
M K M C

 





0
 

 (A4.54) 

同期解の安定判別は，Aの固有値として得られる特性指数から判別できる． 

 

A4・3 実験装置の解析モデル 

本節では，第 6 章の図 6.1(b)に示した実験装置の解析モデルに関する式の導出を行う． 

 

A4・3・1 エネルギーに関する条件式の導出 

以下の議論において， 1,  および 2 は同期解を表すものとする．このとき，次式が成立

する． 

1 1 2 2

1 1 2 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( ) 2 , ( 2 ) ( ) 2

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )

                
              

        
           

 (A4.55) 

式(6.1a)，式(6.1b)および式(6.1c)の両辺にそれぞれ 1,  および 2を乗じた上で，につ

いて 0 から 0 2  まで積分し式(A4.55)を考慮すると，次式を得る． 

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

,

, ,
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v
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    
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   

 
   
   

 (A4.56) 

ここに， 
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 (A4.57a) 
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 (A4.57b) 

である．式(A4.57b)における各項の物理的意味については，6.3.1 項を参照されたい． 

トラフと各モータの間のエネルギー移動量について，式(A4.55)および式(A4.57b)より次

式が成立する． 

1 1
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0
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2
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  
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               

 

               





 

            
 
 


             
 

 (A4.58) 

したがって， 

1 1 2 2
,T T T T             (A4.59) 

となる．すなわち，同期状態においてモータ ( 1,2)p p  からトラフへと，トラフからモー

タp へと流れるエネルギー移動量は互いに逆符号の関係にある． 

式(A4.56)に式(A4.59)を代入して整理すると，トラフおよび各モータそれぞれの 1 周期あ

たりのエネルギー積分は， 
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1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

,

, ,

, ,

v

v c

v c

D T T
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  

   

   

  
   
   

 
   
   

 (A4.60) 

となる． 

以上より，システム全体の 1 周期あたりのエネルギー積分は，式(A4.60)の 3 式の和を取

ることによって，次式のように求められる． 

1 2 1 2 1 2, , , , ,v v v c cD D D D D R R                   (A4.61) 

一方，式(A4.60)の第 2 式から第 3 式を辺々引いて整理すると，モータ間のエネルギーの

やり取りに関して次式が求められる． 

1 2 1 1 1 2 2 2, , , ,( ) ( )v c v cT T R D D R D D                            (A4.62) 

 

A4・3・2 近似解の導出 

式(6.1)の解析解を式(A4.9)の近似を導入することにより求めるのは，A4.2 節に示した 5

自由度系と同様にリンクの角変位について非線形項が含まれることから困難である．そ

こで，静的平衡状態を基準としたリンクの角変位を 0    とおき，その大きさが十分

小さい ( 0)  ものとして，式(6.1)を 0 近傍で線形化する．さらに，値 1 2 1, , d   および

2d が含まれる項を無視すると次式が得られる． 
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 (A4.63) 

次に，モータの一定角度近似（式(A4.9)）を式(A4.63)に導入すると，次に示す通りとなる． 
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 (A4.64) 

ここで，リンクの角変位の特解（同期解）を次式のように仮定する． 

1 1 2 2cos sin cos( ) sin( )c s c s                 (A4.65a) 

式(A4.64)に式(A4.65a)を代入して調和バランス法を適用すると，式(A4.65a)の係数が次式の

ように求められる． 

2 2 2
1 1 0 1 1 0

1 12 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 0 2 2 0

2 22 2 2 2 2 2

( sin )(1 ) 2 ( sin )
,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )
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,

(1 ) (2 ) (1 ) (2 )

r g r g
c s

r g r g
c s
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 
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         

 
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    


           

 (A4.65b) 

式(A4.57)に式(A4.63)で行った 2 種類の近似を反映させて式(A4.9)の近似を導入すると，

式(A4.57)で表されるそれぞれのエネルギーは次式のように近似できる． 

0

1 2
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1 2 1 2

0

1
0

2
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2 2
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c c
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 (A4.66) 

式(A4.66)に式(A4.65)を代入すると，式(A4.59)，式(A4.60)，式(A4.61)および式(A4.62)を満足

する． 

式(A4.66)を整理すると，1 周期あたりの散逸エネルギーおよびエネルギー移動量は次の

ように表すことができる． 
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1 2
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 (A4.67) 

ここで， 

1

2

2 2
, 1 1 0

2 2
1 1 0 2 2 0 2 2 2

2 2
, 2 2 0

2 2
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2 2
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2
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1
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 
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 (A4.68) 

である． 

式(A4.67)を考慮すれば，式(A4.60)の同期状態における各種のエネルギーが満たすべき条

件は次式のように表せる． 

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

, , ,

, , ,

, , ,

v v v

v c v

v c v

D D D
D D D S R
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  

   

   

  
    
    

 
    
    

 (A4.69) 

式(A4.69)の 3 式の和を取ると式(A4.61)に対応する式が得られ，式(A4.66)および式(A4.68)

より次式のようになる． 

2 2 2 2
1 1 0 2 2 0

2 2
1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2

1 2

( sin ) ( sin )

2
2( sin )( sin )cos

(1 ) (2 )

4 2 ( )

2 ( )

r g r g

r g r g

       
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  

 (A4.70) 

これが，自己同期発生時の散逸エネルギーに関する条件を満足するための条件式である．  

一方，式(A4.69)の第 2 式から第 3 式の差をとると式(A4.62)に対応する式が得られ，式

(A4.66)および式(A4.68)を代入すると， 
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2 2 2 2
1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2

2
2 2

1 1 0 2 2 0 2 2 2

1 2

2
( sin ) ( sin )

(1 ) (2 )

2 ( )

1
2 ( sin )( sin ) sin

(1 ) (2 )
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r g r g

       
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
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

  

 (A4.71) 

となる．これが，自己同期発生時の同期エネルギーに関する条件を満足するための条件式

である． 

以上より，式(A4.70)および式(A4.71)の 2 本の式が，式(A4.9)および式(A4.65)の 1 2,  お

よびが同期状態を表す近似解であるためのエネルギー的な条件式となる． 

次に，を設定値として 1 およびについて解くことを考える．そのために，式(A4.70)

および式(A4.71)をそれぞれ次のように変形する． 

1 0 1 0cos , sin
c s

d s
d s

   
   (A4.72) 

ここに， 
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 (A4.73) 

である．式(A4.72)を 2 2cos sin 1   に代入してを消去すると 1 に関する 2 次方程式が

得られる．これを解くと 

2 2
0 0

1 2 2
c s c s

c s

d s d s d s D
d s

  



 (A4.74) 

となる．ここに， 

2 2 2
0 0( )c sD d s d s    (A4.75) 
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であり， 0D  が成り立つとき，式(A4.70)および式(A4.71)を満たす 1 は式(A4.74)で与えら

れる．さらに，得られた 1 と式(A4.72)からが求められる． 

 

A4・3・3 近似解の安定判別 

シューティング法により得られる数値解の安定判別に必要な式(6.1)の変分方程式は以下

のように導出される． 
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 (A4.76a) 
2

1 1 1

2
1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( sin cos )

( sin 2 2 sin ) ( cos2 cos )

sin sin cos cos

r

d d

g g

   
      

             
       

 


    


      
  
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 (A4.76c) 

図 6.1(b)に示す解析モデルに提案手法を用いる場合，運動方程式を式(6.5)（および式

(A4.63)）のようにについて線形化および 1 2 1, , d   および 2d が含まれる項の無視を行

っているため，式(A4.63)に対応した変分方程式を安定判別に用いる必要がある．次式に式

(6.5)（および式(A4.63)）に対応した変分方程式を示す． 
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 (A4.77c) 

式(A4.77)に対して式(A4.9)のような一定角速度近似を導入すると，次式が得られる． 
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1 1

1 1 0 1 0 1 1 0
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cos cos sin sin sin cos
r

g g g

   
      

           

 


    
   

 (A4.78b) 

 

2
2 2 2

2
2 2

2 2 0 2 0

2 2 0

sin( ) cos( )

cos cos( ) sin sin( )
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r

g g

g

   
        

         
    
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

      


    
  

 (A4.78c) 

式(A4.78)の解析にあたり，微小変分を次式のように仮定する． 

cos sin

cos sin sin cos

cos sin 2 sin 2 cos cos sin

c s

c s c s

c s c s c s

    
        
            

  
      
          

 (A4.79) 
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ここに， ,c s  は無次元時間の関数である．式(A4.79)を式(A4.78)に代入して調和バラ

ンスの原理を適用し，第 1 式ではcos およびsin の係数の部分を，第 2 式と第 3 式では

を陽に含まない項をそれぞれ等値すると，次式を得る． 

1 2

2 2
2

2 2 2
1 2

2 2
1 1

2 2 2
2 2 2

2 2 2
1 2

2 2
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2
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 (A4.80) 

さらに，式(A4.80)を次式のように定数係数の 1 階常微分方程式に変換する． 

1 1,  

  


   
        

A
I

A
M K M C

 





0
 

 (A4.81) 

同期解の安定判別は，Aの固有値として得られる特性指数から判別できる． 
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