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Parallel Elastic Finite Element Analysis 

Using the Balancing Domain Decomposition
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Daisuke TAGAMI and Shinobu YOSHIMURA
The iterative Domain Decomposition Method (DDM) is one of the most effective parallel algorithm for large scale problems due to its excellent parallelism and variety of researches have already been done. As the iterative DDM satisfies continuity among subdomains through the iterative calculations, it is indispensable to reduce the number of iterations with a preconditioning technique especially for speed-up for computing. Thus, we have chosen the Balancing Domain Decomposition (BDD) proposed by J. Mandel. The BDD is a Neumann-Neumann type preconditioner with a coarse grid correction, and then its convergence estimates are independent of the number of subdomains. In this research, we introduce the BDD algorithm and how to apply it  for elastic problems, then we develop a parallel BDD based on the Hierarchical DDM (HDDM) and apply it to some numerical examples on parallel computers.
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1. 緒  言
弾性問題における有限要素解析はこれまで多くの研究が成されてきており，様々な人工物の設計や自然物の解析などに適用されるに至っている．しかし，より高精度な解を予測するには，より広範囲な解析，より緻密な要素分割など大規模な解析モデルが必要となってくる．

　大規模問題の解析には膨大な演算量，記憶容量が必要となるため，複数プロセッサによる並列処理が必要不可欠となってきている．現在並列計算機としては，大型専用並列計算機に加え，高性能で比較的安価なワークステーションやパーソナルコンピュータをネットワークで多数接続したクラスタ型並列計算機が普及してきており，これら並列計算機に適したアルゴリズムの開発が急務となってきている．

領域分割法(Domain Decomposition Method: DDM)は，その高い並列性から並列有限要素法の有効な手法の1つとしてこれまで多くの研究が成され，弾性問題に限らず多くの現象に対して適用が検討されてきた．特に著者らによる階層型領域分割法(Hierarchical Domain Decomposition Method: HDDM)は，多様な並列計算機に適するアルゴリズムとして，すでに１億自由度規模の弾性問題の解析に成功(1)～(2)している．

バランシング領域分割法(Balancing Domain Decomposition method: BDD)は，領域分割数の増加によって領域分割法の解の収束性が悪化する問題点を克服する手法としてJ.Mandelによって提唱(4)された．収束性の向上によって解析の高速化が実現できる手法であり，その効果はこれまで多く示されてきた(3)～(10)．しかし，BDDの並列化の実例は少なく，大規模問題に対する有効性の議論もほとんど成されていない．
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　そこで本研究では，HDDMアルゴリズムの適用によりBDDの並列化を行い，数千万自由度規模の大規模弾性有限要素解析を実現するシステムを開発した．本システムにより数百万自由度規模の解析を実用時間内に，またこれまで解析が困難であった3,500万自由度規模の実形状モデルの解析に成功した．本論文では，初めにDDMの基礎方程式とBDDの導入及びその弾性問題への適用方法を述べ，次にHDDMとそれを利用したBDDの並列アルゴリズムを提唱する．最後にいくつかの解析結果を示し，BDDの並列性，大規模問題及び実問題に対する効果について考察を行う．

2. 領域分割法の基礎理論と前処理
  2.1 領域分割法(DDM)　　DDMとは，解析対象となる領域をいくつかの領域(部分領域)に分割し，各部分領域毎に解析を行うことで全体領域の解を求める手法である．ここでは，各部分領域内部の節点に関する自由度を直接法を用いて静的縮約し，部分領域間上の節点に関する自由度を共役勾配(CG)法などの反復法で解く反復型DDMを採用する．基礎方程式の要点を以下に示す．

　領域
[image: image1.wmf]W

上の自己共役な線形楕円型境界値問題の有限要素近似によって得られる次式を考える．
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ただし，
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は正定値対称である剛性行列，
[image: image4.wmf]u

は節点変位ベクトル，
[image: image5.wmf]f

は等価節点外力ベクトルである．まず，領域
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を領域境界に重なりを持たないように部分領域に分割する(
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の自由度を領域内部節点に関する自由度(I)と領域間境界上の自由度(B)に分割すると，各部分領域において次式が得られる．
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ここで，上付き添字(i)は領域
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に関するデータであることを表している．

 次に，
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)
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を図1に示すように全領域間境界上の自由度を領域
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における領域間境界上自由度へと写像する0-1行列とすると次式が成り立つ．
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ここで
[image: image14.wmf]B

u

は全領域間境界上の自由度である．これらを用いて，式(1)の全体自由度を領域内部自由度と領域間境界上自由度に分割すると次式が得られる．
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Fig.1 Definition of N(i)B operator
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(4)

式(4)はブロック構造を成しており，部分領域内部自由度
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について簡単に解くことができる．
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が得られれば，式(5)より各部分領域において並列に
[image: image19.wmf](
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を求められる．

また式(4)より，全部分領域間境界上の自由度
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u

に関しては，
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となる．式(5)を(6)に代入し， 
[image: image22.wmf]B

u

について整理すると次式が得られる．
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式(7)(
[image: image24.wmf]B

u

に関する連立1次方程式)をインターフェース問題と呼び，DDMにおいて領域間の連続性を満たすために扱う式となる．ここで式(7)を次のように書き換える．
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ここで，
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であり，
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はシュアコンプリメント行列，
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は領域
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におけるローカルシュアコンプリメント行列，
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は式(7)における右辺ベクトルである．

通常，弾性問題においてシュアコンプリメントは対称正定値となるため，インターフェース問題はCG法などの反復法を用いて解くことができる．式(8)に対して前処理付きCG (Preconditioning CG: PCG)法を用いたアルゴリズムを図2に示す．ここで，シュアコンプリメントとのベクトル積演算(
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B
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または
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k
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)が含まれているが， 実際には陽にシュアコンプリメントの作成をする必要はなく，式(9)，(10)を用いることで，領域
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単位の演算により同等の結果を得ることができる．なお，またその演算についても，通常の有限要素解析コードを利用することができるため，
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)
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を陽に作成する必要はない．インターフェース問題を解くことで得られる解は領域間境界上自由度(
[image: image36.wmf]B

u

)についてのみで

Fig.2 PCG Algorithm

あり，CG法収束後各部分領域で式(5)を用いて
[image: image37.wmf](
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を計算し領域全体の解を求める．

本手法ではPCG法を採用しているが，解析の高速化を行うには前処理の選択が重要となる．単純な前処理として，係数行列の対角成分による対角スケーリングなどがある．しかし，DDMでは部分領域数の増加により収束性が悪化することが知られている．解析規模の拡大により領域数の増加は避けられないため，大規模問題では領域数によらない前処理が強く望まれている．そこで，この問題を解決する有効な手法として，本研究ではバランシング領域分割法(BDD)を採用した．

　2.2　バランシング領域分割法(BDD)　　DDMに対する前処理としてNeumann-Neumann前処理(以下N-N前処理)(11)がよく知られている．N-N前処理は部分領域数の少ない問題ではある程度有効であるが，領域数の増加に伴い前処理としての効果が得られなくなる．BDDは，コースグリッド修正を取り入れることによりこの問題を解決している．コースグリッド修正とは，もとの問題(ここでは領域間境界上自由度の空間
[image: image38.wmf]V

上で成り立つインターフェース問題)より自由度を低くした空間(コーススペース
[image: image39.wmf]W

)における問題(コース問題)を解くことで解を補正する手法である．一般的に領域数が増加すると，ある領域の情報の他領域への伝播に時間がかかるため収束性が悪化する．BDDでは，コーススペースにおいて全体の情報交換を行うことにより，領域数に依存しない収束性を得ることができる．

コーススペースの定義に関しては多くの研究が成されてきているが，そのほとんどがローカルシュアコンプリメント
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の零空間を考慮したものとなっている．まず，領域
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において次式を満たす
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を考える．
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ここでRangeは値域，Nullは零空間を表す．この
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を用いて，コーススペース
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に含まれるベクトルは次式で与えられる．
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ここで
[image: image47.wmf](
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は領域分割に関する重み行列であり，次式を満たす行列である．
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[image: image49.wmf]I

は領域間境界上自由度を持つ単位行列である．最も簡単な
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の選択は，部分領域間境界上の各節点について，その節点の属する領域数の総和の逆数を対応する対角成分に用いる対角マトリックスである．複数の物性値が混在する場合などには，
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の選択を考慮することによりさらなる効果が期待できる．
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を用いたBDDのアルゴリズムを以下に示す．なお，通常のDDMとは図2における前処理行列
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の決定方法のみ異なるので，ここでは残差ベクトル
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　ステップ1：コースグリッド修正ベクトル
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ただし，
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　ステップ2：残差ベクトルの修正
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　ステップ3：N-N前処理
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　ステップ4：新しい残差ベクトル
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　ステップ5：コースグリッド修正ベクトル
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　ステップ6：前処理された残差ベクトル
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式(14)，(18)における係数行列
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をコースマトリックスと呼ぶ．これらより，BDDにおける前処理行列は次式により定義される．
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ここで，
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は領域間境界上自由度全体
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からコーススペース
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への
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直交オペレータである．計算機に実装する際には，前処理行列
[image: image72.wmf]1

-

M

を陽に作成せず，ステップ1～5を実行することにより陰に前処理を行う．

N-N前処理(式(16))において，
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が基本境界条件を有しない領域(剛体運動領域)においては非正則となるため，
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を近似逆行列の意味で用いている．また，式(15)，(17)においてシュアコンプリメント
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とのベクトル積が必要となるが，通常のDDMでも同じ演算を行う(2.1節)ため，そのアルゴリズムを利用することができる．

以上より，BDDの計算機上への実装は比較的容易に行えることが分かる．なお，前処理の演算コストが通常の領域分割法1反復と比較して高いため，CG反復1ステップにおいて通常の数倍の時間が必要となる．よってこれ以上の反復回数の減少を得ることができれば，前処理による高速化が実現できることとなる．

2.3　3次元構造問題への適用　　式(11)を満たす
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剛体変位は並進運動と回転運動により得られることより，領域
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ここで，初めの3列が並進，残りが回転運動を表している．これを領域
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の領域間境界上の全節点について重ね合わせることにより，領域
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ここで，
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の領域間境界上自由度へ写像する0-1行列である．

他の
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の定義としては，固有値解析より作成する方法，数学的に
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を陽に作成する方法などが提唱されている．しかしこれらは剛体変位から作成する上述の手法と比較して，計算コストが高く実用的ではない．

2.4　非正則問題に対する解法　　2.2節で述べた通り，領域
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は非正則となる．非正則問題に対する解法としては，一般化逆行列を求める手法，何かしらの正則化を行った後に近似的に逆行列を求める手法がある．前者としてはムーア･ペンローズの一般化逆行列などが用いられるが，この解法は計算量が多く，全剛体運動領域に対して行うには実用的ではない．一方，後者は近似逆行列を用いるため，前処理の効果に影響が出るものの正則化のコストが低ければ通常の逆行列と変わらない計算量となる．実形状問題，大規模問題ではほとんどの領域が剛体運動領域となり得るため，この計算コストは重要となる．そこで本手法では後者を採用し，正則化の方法として，以下に示す非負のパラメータ
[image: image95.wmf]a

を用いて近似行列
[image: image96.wmf](

)

i

S

~

を求めている．


[image: image97.wmf](

)

(

)

(

)

}

K

{

diag

S

S

~

i

i

i

×

a

+

=



(23)

この手法では逆行列(
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)を求める計算量と比較して十分少ない計算量で
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を求めることができる．N-N前処理時には，
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の逆行列を用いる．

3.　階層型バランシング領域分割法
3.1　階層型領域分割法(HDDM)　　HDDMはDDMを並列計算機へ実装する手法の1つである．解析領域データをいくつかの部分(Part)に分割し，部分数と同数のデータ管理プロセッサ(Parent)により管理する．これにより，大規模問題における解析データに対して，1プロセッサのメモリ容量の限界を超える場合について部分数を増やすことにより対応できる．さらに各部分は部分領域へと分割される．よって，部分-部分領域という階層型のデータ構造となる．データ構造は階層型となるものの定式化については通常のDDMと同様であり，従来のDDMプログラムを大きく変更することなく大規模問題に対応できるシステムとなっている．

各部分領域におけるFEM計算は解析プロセッサ(Child)によって行う．CG 1反復の計算手順は次のようになる．ChildがParentから部分領域データを受け取り，解析結果を返す．Parentは解析結果の集計を行い部分内の残差ベクトルを求め，Parent間で通信を行うことで全体での残差ベクトルを計算し，解ベクトルの修正を行う．これをCG法が収束するまで繰り返す．このように基本はMaster-Slave方式であるが，MasterであるParentを複数設けることにより，使用プロセッサ数の増加による通信のMasterへの集中を分散することができ，小規模なPCクラスタから大型並列計算機まで対応したシステムを構築することができる．またその他に，計算機全体のマネージメントを行う統括プロセッサ(Grand Parent)を設置し，Parent間通信の補助，各プロセッサの状態の把握などを行う．これらをまとめたHDDMの全体像を図3に示す．

このようにプロセッサは3つに役割分担されるが，その実装方法は例えば，Grand Parentを別に設けずにParentの1つにその機能を持たせる方法，Childを設けずにParentにアナライザ機能を持たせる方法など計算機環境に適した実装が可能である．

3.2　階層型領域分割法の高速化　　Childによる各領域の計算については，式(2)における
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や式(7)における
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などが必要となる．これらはCGステップ毎にParentから領域データを受け取り計算することで，大幅にメモリを節約できる．このとき，各Childが担当する部分領域はCGステップ毎に計算機やネットワ

Fig.3　Flow Chart of HDDM

ークの負荷に応じて動的に割り当てられる．しかし，各CGステップにおいて剛性行列が変化することがなければ，それらを第1ステップで計算した後，各Childのメモリ上に記憶し，第2ステップ以降はそれを利用することにより使用メモリ量は増えるものの特に大規模問題において高速化を実現できる．この手法により，計算中の計算機能力やネットワーク状態の変化には対応できないものの，ほぼ均一に負荷分散された状態での高速化が可能となる．

3.3　バランシング領域分割法の並列化　　BDDをHDDMアルゴリズムに適用し，BDDの並列化(階層型バランシング領域分割法)を行う．BDDは従来のDDMに前処理が付加された手法であり，既存の特徴を壊すことなく並列化することが望ましい．HDDMの特徴は，データの管理を部分(Parent)と部分領域(Child)の階層構造で行っている点である．この構造に則することでBDDの並列化を実現する．
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BDDを実装するために必要となるのが
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などの領域
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に関するデータと，全領域間に関するコースグリッド修正を行うコースマトリックスである．前者は各部分領域毎のローカルデータであるため，HDDMの特徴からChildが
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等と同様のアルゴリズムで作成し記憶することができる．また，N-N前処理とシュアコンプリメント
[image: image110.wmf]S

とのベクトル積についてもChild上でCG 1反復とほぼ同様の操作により実現でき容易に並列化が行える．一方後者は，コースマトリックスを作成するためには全部分領域のデータを重ね合わせて作成するため，HDDMに則して並列化するのは難しい．また，コースグリッド修正についても同様のことが言える．領域全体に関する処理のためGrand Parentに行わせることも考えられるが，コーススペースは(部分領域数×剛体変位自由度)の自由度を持つため，大規模問題では単一プロセッサによる処理は非効率となる．この箇所の並列化が，BDD並列化の重要な点となる．

3.4　コースマトリックスの並列作成　　コースマトリックスは部分領域に関するブロックマトリックスという特徴がある．したがって，領域
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と
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に関する(i,j)ブロックの作成には両領域に接している領域のデータのみ必要とする．これは，コースマトリックスの(i,j)ブロック
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領域
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に接していない領域
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の値がゼロとなるためである．よって式(24)は次式のように書き換えられる．
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ただし，
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であり，領域
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が共有領域を持たないとき
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は零行列となる．ここで，
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を剛体変位の自由度から作成していることを考慮すると，
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のデータのみで作成した
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の重ね合わせにより得られ，各Childが記憶している
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等の各種マトリックスのみを利用して作成することができる．これにより各部分領域単位の演算とすることができ，HDDMに即したコースマトリックスの並列作成が実現できる．なお，大規模問題では領域数が増加するためゼロとなる(i,j)ブロックが多くなり，一般的にコースマトリックスは疎行列となる．

コースグリッド修正は式(14)で示す連立1次方程式を解く必要がある．この連立１次方程式の並列化では，DDMの特徴である部分領域単位の計算にはできないため，コースマトリックスを全プロセッサに分散して記憶させ，並列連立１次方程式ソルバーを用いることで並列化を実現する．なお，係数行列であるコースマトリックスは対称正定値となるため，ガウスの消去法やCG法等で解くことができる．ここで，コースグリッド修正は全体CGステップ毎に右辺ベクトルが更新されるのみであるため，CG初期ステップにLU分解を行い，各CGステップでは前進及び後退代入のみを行うことで高速化を実現できる．マトリックスの記憶方法については，対称性を利用して下三角行列のみを記憶する．次に，この下三角行列を全プロセッサ数に均等に列ブロック分割し，分散して記憶する．この方式では各列ブロックにおいて記憶量に差が生じるが，大規模問題等の領域数が多いモデルではコースマトリックスは高いスパース性を持つため，均等分割でも大きな差とはならない．また小規模問題では，コース問題の自由度数が小さいため全体への影響は少ない．このコースマトリックスに対し，並列LU分解を行うことにより，全体が並列化されたBDDシステムの構築が可能となる．
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次章において，階層型BDDを並列計算機上へ実装し，BDDの効果，並列性について検証を行い，次に大規模問題への適用を示す．

4.　　数値実験例
[image: image135.emf]0
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4.1　領域分割数と収束性　　BDDを導入する目的は，領域数の増加による領域間反復の収束性の悪化を防ぐことである．その効果を検証するため，図4,5に示すモデルを用いて領域分割数に対するBDDの効果を検証する実験を行った．なお，モデルの寸法比(x:y:z)はそれぞれモデルA(1:1:10)，モデルB(1:25:50)となっている．境界条件として，片端面固定，もう一方の端面に下向き(図中の矢印，板厚方向)の荷重を付加した．4面体2次要素を用いて有限要素分割を行い，総自由度数は約23,000である．なお，両モデル共に自動要素分割プログラム(ADVENTURE_TetMesh(12))，自動領域分割プログラム(ADVENTURE_Metis(12))を使用しており要素，領域のサイズについては同程度のアスペクト比となっている．また，ここで使用した計算機はPentium4 2.0GHz 4台である．比較対象としては，一般的なCG法の前処理である対角スケーリング前処理法付きHDDMを用いた．解の収束判定法は，CG法の残差ノルムが初期残差より6桁小さくなった時点とした．解析結果については，全ての領域分割モデルにおいて単一領域FEM解析と同様の解が得られた．線形弾性解析においてはCG法の相対残差が6桁程度まで収束すれば十分な精度の解が得られるため，次節以降の全ての解析において同様の収束判定を用いた．

図6,7に領域数とCG法が収束するまでの反復回数の関係を示す．図より，DDMでは領域数の増加により反復回数が大幅に増加しているのが確認できる． 
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Fig.4　Beam model: A
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Fig.5　Thin beam model: B

Fig.6　Number of subdomains vs number of iterations (A)

Fig.7　Number of subdomains vs number of iterations (B)
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Fig.8　Number of subdomains vs time (A)[image: image139.emf]1.0E-07
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Fig.9　Number of subdomains vs time (B)

特に，薄板構造のモデルBではその増加幅も大きくなっている．これは，薄板構造など荷重の影響を強く受ける形状では収束性が悪化することが一般に知られており，さらに領域数が増加することで境界条件が伝播するのにより多くの反復を必要とする為だと思われる．一方，BDDにより大幅な(1/20以下の)反復回数の減少が得られ，薄板構造であるモデルBにおいてもモデルAと同程度の反復回数で収束解を得ることに成功しており，最大で1/87の減少が得られた．

次に図8,9に領域数と解析に要する計算時間の関係を示す．領域数の増加(部分領域のサイズの減少)に伴い各部分領域におけるFEM解析時間が減少するため，反復回数の関係のものとは異なる傾向が得られた．なお，BDDでは領域数の変化はコーススペースの自由度にも影響を与えるため，DDMのものとも若干異なるグラフとなっている．図より，BDDは全ての領域数において領域分割法の4倍以上の速度を得ることができた．また最速時を比較すると，モデルAで6倍，モデルBでは17倍となった．

これらの結果より，BDDによって領域数の増加に伴う収束性の悪化を抑え，高速化を実現できたことが分かる．特に，薄板構造などモデル形状に依らない高速で安定した収束を示しており，薄肉材料が使われる実形状問題では有効性が高いと考えられる．

4.2　簡易圧力容器の解析　次に中規模問題に適用し，BDDの効果を検証した．図10(a)は原子炉圧力容器簡易モデルの有限要素メッシュであり，総自由度数は約180万自由度である．その他のパラメータは表1に示す．境界条件としては，底面部を完全固定し自重による体積力を水平方向(図中の矢印方向)に与えた．解析結果として，図10(b)に相当応力分布を示す．なお，可

Table 1　Pressure vessel model with 1.8 million dof

	# of elements
	391,929

	# of nodes
	599,853

	degree of freedoms
	1,790,891

	# of parts
	8

	# of subdomains
	4,616


(a)


(b)

Fig.10(a) Pressure vessel mesh with 8 parts

(b) Stress distribution of pressure vessel model
Fig.11　History of residual norm in pressure vessel model

Table 2 Results of pressure vessel model

	
	DDM
	BDD

	Number of iterations
	6,391
	201

	Total time
	61.9 min
	11.8 min (5.2)*1

	Amount of memory
	2.7 Gbyte
	4.7 Gbyte


*1: speed up ratio for HDDM

視化にはADVENTURE_Visual(12)を用いた．使用計算機はPentium4 2.0GHz 8台である．

図11に相対残差ノルムの収束履歴図，表2に反復回数，計算時間及び使用メモリを示す．図11より，BDDの非常に高い収束性が確認できる．表2より，反復回数を1/30以下に抑え，計算時間は5.2倍の高速化に成功した．なお，使用メモリは約2倍に増加した．これは前処理用のマトリックスに要するためである．

4.3　ABWR原子炉圧力容器の解析　　次に大規模問題への適用としてABWR(Advanced Boiling Water Reactor)原子炉圧力容器モデルの解析を行った．モデルの総自由度数は約3,500万であり，その他のパラメータは表3に示す．図12(a)にモデルの部分分割の様子を示す．このモデルに対し前節の簡易モデルと同様の境界条件として，下部スカート底面の完全固定と自重による体積力を与えた．

東京大学情報基盤センターの日立SR8000/MPPの1,024プロセッサーを用いて計算を行った．反復回数は1,484回，計算時間は約1.4時間要した(詳細は表4)．図12(b)に全体の変形図(5,000倍)に相当応力分布を重ねたものを示す． 

図13に相対残差ノルム収束履歴を示す．比較対象として対角スケーリング前処理付きHDDMを用いているが，対角スケーリングでは7,000回を越える反復計算においても，収束していないのが分かる．これに対し，BDDでは良好な収束解が得られていることが分かる．以上の結果より，これまで収束が困難であった3,500万自由度規模の実用モデルを，超並列計算機(1,024cpu)を用いることで，約1.4時間で解析することに成功した． 

Table 3　ABWR pressure vessel model with 35 million dof

	# of elements
	7,486,792

	# of nodes
	11,486,506

	degree of freedoms
	35,368,551

	# of parts
	1,024

	# of subdomains
	39,936


(a)


(b)

Fig.12(a) ABWR model with 64 parts

(b) Stress distribution and deformed configuration (x 5,000 times) of ABWR model

Fig.13 History of residual norm in ABWR model

Table 4 Results of ABWR model

	Number of iterations
	1,484

	Total time
	1.4 h

	Time for BDD preparation
	215 sec

	Amount of memory
	137.9 Gbyte

	Average memory of PE
	137.9 Mbyte


5.  考察
　BDDによる並列有限要素解析システムの構築に成功した．同システムを用いて，小規模クラスタにおける数百万自由度規模の解析から，超並列計算機における数千万自由度規模の解析までを実用範囲内の時間で実現できた．また同手法により，従来収束が困難であったモデルの収束解を得ることができた．

　今後は，商用システム等(10)と比較することで同システムの有用性を示し，使用メモリの軽減を行うことで適用できる環境の範囲を広げていく予定である．

　なお本研究の成果及びソースコードはADVENTUREプロジェクト(12)にて公開している．
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