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情報基盤センター年報第4号(2004年)
九州大学情報基盤センタ-

新しい前処理つき共役勾配法のライブラリー開発
-問値による二重ドロッビング処理一

藤野清次(九州大学情報基盤センター)

池田優介柿原正伸(九州大学大学院システム情報科学府)

梗概:近年,共役勾配法(Conjugate Gradient method,以下cc法と略す)系統の反復法の新しい前処理(precondi-
tioning)法が次々と提案されている.代表的なものとして,例えば, M. BenziやM. TumaらによるSAINV(Stabilized
Approximate INVerse)やRIF(Robust Incomplete Factorization)前処理などがあげられる・それらの前処理法
は,実際の問題に対して,従来の不完全(Incomplete) Cholesky(以下, ICと略す)分解が持ち得なかった収束のロ
バスト性を持ち,かつ計算効率も非漸こ高い前処理法である.そこで,本研究では,様々な新しい前処理法の原型
を実装し,さらに収束性を改良し収束性能向上させた高性能前処理つき共役勾配法を開発したので,その結果をご
報告する.また,これらの前処理つき反復法はライブラリ化しその後公開を予定している.

1　はじめに

大規模な疎行列を係数行列Aに持つ連立一次方程式Ax = bは,前処理つき反復法によって解かれることが多

い.特にAが正定値対称行列のとき.共役勾配法( Conjugate Gradientmethod,以下cc法と略す)がよく用
いられる[6].現在.前処理行列の構成方法は.大きく二つの考え方に分けることができる・一つは係数行列Aを
近似する不完全分解,もう一つは逆行列A-1を近似する近似逆行列分解である.前者ではコレスキー分解がよく
知られている[16].後者では, A一直交化過程に基づいて逆行列A~1を近似分解する近似逆行列( Approximate
INVerse,以下AINVと略す)が最近知られてきた[2]. AINVでは,前処理行列のスバース性を保つために.
dropping処理と呼ばれる操作が行われる. dropping処理とは,あらかじめある間借を設定し,分解過程で生ま
れた非零要素に対してその値が開催よりも大きいときのみそれを残し.小さいときは零とみなして以降の分解

を行うという処理を指す. dropping処理は,計算量やメモリ量の削減という観点からAINVでは不可欠な操作
である.しかし,この操作によって.前処理行列の正定値性が失われ, cc法の収束性に悪影響を及ぼすことが
ある[16].そこで.近似分解の中の計算方法を工夫し. cc法の収束の安定化を図ったものが安定化近似逆行列
( Stabilized-AINV,以下SAINVと略す)前処理である[3]. SAINVでは.分解に必要な計算量を増加させるこ
となく,分解の安定性が実現された.
近年, SAINVの分解過程において得られた不完全逆行列因子Zが行列Aの通常の不完全分解因子Lと数学的

に等しい,という事実を利用した新しい前処理が提案された回向.この前処理でも安定化近似逆行列の優れた
特徴を受け継いで安定した不完全分解ができる.そのため, REF( Robust Incomplete Factorization)と呼ばれ
る.この前処理では,余計な手間を掛けずに不完全分解因子Lが得られ,元の近似逆行列を用いた前処理に比べ
てより一層有効な前処理になることが知られている.

すでに既報において, SAINV前処理の性能向上のために,近似分解中にdropping処理を二重に行うdouble
dropping技法を提案し.その有効性を数値実験で実証した[7][8].本研究では, double dropping技法をRIF前処
理に適用し.その有用性を検証する.具体的には,疎行列データベースに収納された行列への適用だけでなく.実

際のコンクリート橋の梁(BEAM)やケーブル定着部における応力解析で生じた行列に対してもdouble dropping
つきRIF前処理を適用し.より実際的な間男副こ対する有効性の検証を試みる.
本論文の構成は以下のとおりである.まず. 2節で前処理つき共役勾配法について記述する. 3節では. A-直

交化に基づく近似逆行列分解の概略と同分解つきCG法について述べる. 4節では, Double droppingつき安定
化近似逆行列(SAINV)について記述する. 5節では.近似逆行列分解(SAINV)からロバスト不完全分解(RIF)
が導かれる過程を示す.そして　5.1節では,対称正定借行列用の前処理のまとめを騎単に行なう.そして. 6節
で数値実験結果を示す.最後に, 7節でまとめを述べる.

2　前処理つき共役勾配法

正定値対称行列を係数行列Aに持つ連立一次方程式

(2.1)　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ax　-　b

を前処理つきcc法で解くことを考える.ここで, Aはnxnの正方行札　a:, bは次元数nの解および右辺ベ
クトルとする.不完全分解を用いた前処理では,係数行列Aを

;2.2)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇三　LDU
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のように分解する.ここで, Lは下三角行列. Dは対角行列.上付き添字tは転置を表す.

3　A一直交化による近似逆行列分解つきCG法と近似逆行列分解

一方, A一直交化による近似逆行列分解前処理では.逆行列A~1そのものを.

(3.1)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　ZD~lzl

のように近似する・ここで. Zは上三角行列,Dは対角行列とする.この近似逆行列分解を用いた前処理つきCG
法の算法は以下のように表される.

ro-b-Axo, pQ-ZD IZtro,

form-1,2,...

αI71 =
(rm-i, ZD~'Z'rm-1)

(pm-l. ^pm-1)

3Jm - Xけい1 +αmPm-H

rm-rr _1-α i-Apm-1.

ifIkmI /Ikoll2≦s stop

Pm-
{r^ ZD^ZWm)

(rォトu ZD-Wrn-iy

pm - zD-lztrm+βiPm-1'
end for.

3.1 A-直交化による近似逆行列分解

A一直交化過程に基づく逆行列分解( AⅢヾV)では,以下に示す分矧こよってZおよびDを構成する2]-

for j-l,2, -,ll

~<o)-e

end for

for i-1,2,

for j-t.i+1,--,n

dj - a¥z)ト1)

end for

for j-t+l,j+2,-・,n

& -^-x>一告,<*-!)
end for

endfor

上記の近似逆行列分矧こおいて,(ォ)は反復掴目における行列Zの勘番目の列ベクトルe31は勤番日の要
素が1である単位ベクトル. dj ¥ま対角行列Dの第2'番目の対角要素.項ま行列Aの第i番目の行ベクトルをそ

是認雪子titz.票票票農畜・忘11票誓豊富急告し雲禁温習ot票篭品Tb
れる・この処理をdroppiさ1g・間借のことをtolerance value (以下, tolと略す)と呼ぶ.上記の分解中で下
線をつけた部分は. dropping処理が行われると以下のようになる.ただし, dropping処理は要素ごとの操作と
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なるため,列ベクトルZ5叫の削番目の要素を-kj　と表記することにする・

for k-I,--,i

if　-0-1)

こ

(3.2)
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end for

AINVでは.このようにして近似逆行列因子Zおよび対角行列Dを構成し.前節で示した近似逆行列分解前処
理つきcc法に適用する.

4　Double DroppingつきSAINV

既報においてSAINVの分解過程で二重のdroppingを行い. cc法の収束性を大幅に改善させる前処理を提案
した(7個.この二重のdropping処理(以下, double droppingと呼ぶ)では.小さな値の要素を棄却する従来の

dropping処理の他に・ベクトル,(ォーl)を更新するかどうかを判定するためのdropping処理を追加する・この新

たに追加したdropping処理のために閥値toLddが導入される・そして,その更新の可否判定にはZ.隼1)に掛け

る比率告の絶対値が使用される・したがって-ォrの更新を表す(3.2)式は( 4.1)式に置き換わる・ここで・
下線部分がdouble droppingにあたる部分である・

if膚>toLdd
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endif

end for

endif

このdoubledroppingは,前述したSA王NVにおける近似分解の安定性に影響を与えない・それ故, SAINVと同
様に安定して分解を行うことができる.

5　近似逆行列からロバスト不完全分解へ

5.1　完全分解について

ここでは,係数行列Aとその逆行列A~1を完全分解することを考える・完全分解のとき. (2-2)式と(3.1)式は
各々次のように表すことができる.

(5.1)　　　　　　　　　　　　　　　A　-　LDL¥

(5.2)　　　　　　　　　　　　　A-l　-　zD~xZl

ここで, L, a. Zは完全分解因子を各々表す.矧こ. (5.1)式は完全コレスキー分解に相当する・そしてその逆
行列は,

(5.3) A-1=L--lf-1D-lL
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表1:対称正定値行列用の前処理(原版と改良版)

となる・ここで(5.2)式および(5.3)式が同じ構成をしているこ与がわかる・したがって・一般に完全コレスキー
分解には一意性があることから.完全分解El子Lと逆行列因子Zの間に次の関係が成り立つ.

(5.4)　　　　　　　　　　　　　　　　Z*　-　L-

この等式から. (5.1)式と　0.21式は両方とも次のように変形でき,これはAZD-1が完全分解因子Lと同じにな
ることを意味する.

(5.5)　　　　　　　　　　　　L-AZD-　　または　LD-AZ).

したがって,不完全分解因子Lと近似逆行列国子Zの間にも,

(5.6)　　　　　　　　　　　L-AZD-1　または　LD-AZ)

という関係が成り立つ・(5-6)式は,近似逆行列因子Zから不完全分解因子Lが計算可能であることを意味して
おり, A一直交化に基づく不完全分解において重要な式である剛4】.

5.2　対称正定値行列用の前処理のまとめ

本研究において収束性能を調べた疎(スパース)な対称正定植行列用の前処理(原版と改良版)の一覧を表1に
示す.ただし,今回開発した改良版の前処理を太字による表記で示す.

6　数値実験

6.1　計算機環境と計算条件

数値実験は九州大学情報基盤センターに設置された以下の計算機環境で行った.

●計算機:富士通PrimePower850

CPU(クロック周波数: SPARC64 (1.3GHz)

1PE当たりのメモリ容量: 1.5 Gb>′te

.コンパイラ:富士通Ccompilerver. 5.3

●最適化オプション: -Kfast

上記の計算機の1 PEを使用した.計算はすべて倍精度演算で行い,最大反復回数は各行列の次元数とし,そ

こで計算を中断させた.収束判定値Eは相対残差L2ノルム!|rm!|a/IMhの値が10-　以下になったときとした.
初期近似解3:Oはすべて0とした.また,行列は対角スケーリングを用いて対角項を1に正規化した.
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表2:テスト行列の特徴.

6.2　テスト行列

コンクリート橋の設計に実際に使用された応力解析の問題で得られた行列をテスト行列に採用した.解くべき

方程式の右辺項は設定された加重条件を元に離散化による値を用いた・行列名をBEAM(栄,はり)とCABLE
と各々呼び,その特徴を以下に示す.
行列: BEAMは橋梁の間にトラック荷重を課したときの応力解析で生じた問題で,シェル要素のみで離散化
された.一般に.シェル要素による離散化行列の解析は難しくことが多く,収束までに多くの反復回数が必要に

なる囲・一方,行列: CABLEはコンクリート橋におけるケーブル定着部の応力解析で生じた問題で,ソリッ
ド要素だけで離散化が行なわれた.ソリッド要素による離散化の場合,シェル要素の場合と比較して,問題は比
較的解き易く,反復法の収束も速いとされる.しかし,行列の次元数は一般に大きくなることが多い.図1に行
列: BEAMのときの橋梁の間の構造物に対する有限要素法メッシュ図を示す.また,図2に行列: BEAMのと

きの応力(3:-y方向成分)分布の様子を示す.

図1:橋梁の間の有限要素法メッシュ固く行列: BEAM主

6.3　実験結果

さらに,図3と図4に.各種前処理つきCG法の残差の履歴を示す.図3の横軸は反復回数,図4の横軸は

CPU時間,縦軸はいずれも相対残差L,Jノルム(常用対数目盛)を表す・図からわかるように, IRIFおよび対角
緩和R工Cつきcc法の収束性が他の前処理法に比べて非常に優れている.行列BEAMに対して,表3に従来の

前処理つきcc法の収束性を示す.同様に,表4にA一直交化に基づく前処理つきcc法の収束性(闇値は最適値
探索)およびをロバスト不完全分解型前処理つきcc法の収束性(闇値と対角緩和山の値は数回試行後の結果)を
示す.これらの結果から,従来の前処理に比べて新しい前処理が非常に効率的であることがわかる.

なお,ロバスト不完全分解型の前処理(RIC分解,ポストフィルタリングつきRIC分解,対角緩和RIC分解)つ
きCG法の理論および実験結果については,参考文献[1] [13] [14] [15]をご覧ください.
図5に行列CABLEに対する応力　x-y方向成分)分布を示す.さらに,行列CABLEに対して,表5に従来の
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図2:橋梁の間の応力(x-y方向成分)分布・
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表3:行列: BEAMに対する従来の前処理つきCG法の収束性(最九-次元数)

表4:様々な前処理つきCG法の収束性の比較(行列BEAM)
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表5:行列: CABLEに対する従来の前処理つきcc法の収束性

前処理つきcc法の収束性を示す.同様に,表6にA一直交化に基づく前処理つきCG法の収束性(開催は最適値
探索)およびをロバスト不完全分解型前処理つきcc法の収束性(開催と対角緩和Wの値は数回試行後の結果)を
示す.行列BEAMと同様に,これらの結果からも,従来の前処理に比べて新しい前処理が効率的であることがわ
かる.

図5:応力(x-y方向成分)分布(行列: CABLE主

7　まとめ

実際問題に対して,従来の前処理(対角スケーリングや不完全コレスキー分解)などに比べて新しい前処理(近
似逆行列分解やロバスト不完全分解)前処理がcc法の前処理として非常に効率的でロバストであることがわかっ
た.今後は新しく開発した様々な前処理つき反復法をライブラリーとして整備し公開していく予定である.また,
基礎となる反復法についても実数対称行列用の他に同非対称行列凧複素行列用などについて整備公開を図って
いく予定である.
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