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基本数値演算:内積の評価とその応用

Performance Estimation of Inner-Product and its Application

藤野清次　　　　　　渡部善隆　　　　　　　南里表意

Seiji Pujino Yoshitaka Watanabe Takeshi Nanri

九州大学情報基盤センター

Computing and Communications Center, Kyushu University

要旨　内積計算は,科学技術計算,特に大規模連立1次方程式の解を求める上で重要な演算の一つで

ある.しかしながら,内積計算をうまくやらないと,例えば共役勾配法のような反復法の収束過程に

おいて収束の停滞や停止に遭遇することがある.これらは基本演算の丸め誤差の蓄積に起因するとこ

ろが大きい.そこで,本研究では,補償付きアルゴリズムを使って内積計算に伴う数値誤差を減らし

たGP(一般横型) BiCG法の収束性を評価し,これらの問題点の解決や収束性の改善を図る.いくつ

かの数値実験を通して本方法の改善効果を検証する.

Abstract Inner product evaluation is one of an underlying factor for solving large scaled non-

symmetric system of linear equations. The bad remedy for inner product, however, sometimes

experiences stagnation and breakdown in the iterative process such as Conjugate Gradient like

method. An accumulation of round-off errors may hinder or preclude convergence. In this par

per, we present the compensated GPBiCG method by means of compensated algorithm which

substantially mitigates the problem of stagnation and breakdown. Numerical comparisons of the

compensated GPBiCG method md the original one are given.

1　はじめに

1.1積和(内棟)計算

科学技術計算の分野では次のような計算がよく出て

くる。ここで、 0-iMはデータでNはその個数とする。

Ⅳ

S - Jlaihi　　　(1.1)
t=l

一般に、上のような計算は穣和計算と呼ばれる。すな

わち、 S - ai&i+a2&2+*・・H-ojv"6jv"という二つのデー

タの積の和を求めることを意味する。また、ベクトル

a,bに対する内積(a,b)の定義と同じであるため内

接計算とも呼ばれる。積和を求めるプログラム(左は

Fortran90形式、右はC言語形式)を示す。

S=0.0 s=0.0;

DO K=1,N for (i=O; iくN; i++){

S=S+A(I)*B(I)　　　s+=a[i] *b[i] ;

END DO

2　内積計算の使用事例

次の連立1次方程式を反復解法で解くことを考える。

Ax - b.　　　　　　(2.1)

ここで、係数行列Aは非対称疎行列で大きさはnxn

とする。 bとa;はn次元の右辺ベクトルと解ベクトル

する。一般に、このような連立1次方程式は大規模に

なればなるほど計算時間あるいは必要なメモリー容量

の観点から反復解法で解かれることが多い。行列Aが

対称正定借行列の場合は、適当な前処理を係数行列に

施した後、共役勾配(Conjugate Gradient)法を適用す

るのが最も効率的である。しかしながら、行列が非対

称の場合には、反復解法の選択により効率も大きく変

わりその選択は重要な鍵である。クリロフ(Krylov)部
分空間法はその中でも有力な反復解法の一つとされる。

この部分空間法に属する反復解法には、 BiCG法囲、

CGS法[14]、 BiCGSTAB法[15]、 BiCGSTAB2法

[4]、 BiCGSTAB(^)法[13]、 GPBiCG [16]法などの解
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法がある囲。これらの解法は各々特徴ある性質を有
している。例えば、 BiCGSTAB法は、 BiCG法の残差

ベクトルとそれを加速する1次のMR(Minimal Resid-

ual)多項式との積を構成し残差を2ノルムに関して最
小化するという、解法の高速性と安定化を実現した独

自の解法である。その後、 BiCGSTAB法流の考えを

受け継ぐ,例えば、 BiCGSTAB2法やBiCGSTAB(」)
法など有力な反復解法が続々と現れた。

一方、 Lanczos原理に基づく一般化横型反復法の理

論の構築から誕生したのが一般積型のBiCG法、すな

わちGPBiCG法と呼ばれる解法である開国。 CG
法系統のアルゴリズムでは一般に二つのパラメータ:

αk,βkが必要となるが　GPBiCG法ではさらにパラ

メータが二つek,恥必要になる。このため、反復第k

ステップにおける残差ノルム‖ffcllsの最小化から二つ

のパラメータ:Cfc)Vkを決定するために、 2×2の逆
行列の計算を行う必要が生じ、結果として内積演算が

増加することになった。総和計算や積和計算では, 〟

個のデータaiの総和計算: S-∑i=laiをするとき``
情報落ち"という現象が現れ、求まった総和Sの値の

精度が著しく低下することがある。そして、総和計算

に対して欠落した情報を補償するKahanの補償アル

ゴリズムが有効であることがよく知られている間【5]

囲[8]。
そこで、本論文では、第3章で総和計算に対する

Kahanの補償アルゴリズムを、 N個のデータai,biに

対する積和計算: S=∑tiatbiに応用し、その有効
性を精度および計算時間の両面から検証する。次に、

第4章でこの補償アルゴリズムをGPBiCG法のアル

ゴリズム中に現れる内積計算に応用し、補償付き内積

計算を使用したGPBiCG法の収束性や有用性につい

て検証する。終りに第5章で簡単なまとめを行う。

3　補償付き総和計算と積和計算

積和計算S - di&i+<22&2+'-+o^bjv - ∑tlOifai

に対する通常の計算法(以下、この方法を"定義通り''

の穏和計算と呼ぶことにする)によるプログラムの一

例をFig.1(a))に、同じく補償付きアルゴリズムを採

用したときの積和計算(以下、 "補償付き'の積和計算

と呼ぶ)のプログラムの一例をFig.1(b)に示す。
補償付き積和計算における補償過程の仕組みと

Fig.1(b)中の[2L]行と[3IJ]行との対応関係をFig.2

に示す。ここで、 Yの上位桁をYh、下位の桁をYeで

表すことにする。この図は、 ISL≧lYLと仮定すると、
S+Yの加算において浮動小数演算の結果失われたY

S=0.0

DDエ=1,N

S=S+A(I)*B(I)

END DO

S=A(1)*B(1)

C=0.0

DO l=2,N

[1L]　Y=A(I)*B(I)-C

[2L]　T=S十Y

[3Lコ　C=(T-S)-Y

[4Lコ　S=T

END DO

(a)通常の内積計算　　(b)補償付き内積計算

図1: Two evaluation methods for the inner-product.

の下位の桁の情報-Yeが一時的変数Cに入り、その

符号を変えたものが次のステップの計算でSに加えら

れ精度が補償されるという仕組みを示している。

eyhはYの上位の桁, YeはYの下位の桁を表す

[2L]のS+Yに対応l E;　l

Yeの情報の欠落:　　　+

I T　　|

[3L]の(T-S)に対応I T　　|

-I S I

Yhの抽出

[3L】の(-Y)に対応

-yeの抽出およびCへの収馳　[;司-C

図2: Mechanism of evaluation for the compensated

inner-product.

3.1　補償付き積和計算に対するテスト問題

ここでは、 Fig.3に示す五つの問題回に対して通常
の穏和計算および補償付き積和計算の絶対誤差と計算

時間の比較を行った。ただし、すべての問題で項数Ⅳ

は200万項と一定の値にした.

・問題(3.2),同(3.3),同(3.5)ではx-0.5,

・問題(3.2)ではα-0.95,
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・問題(3.3)では芯の値を区間(0, tt/2)において等
間隔に128分割した点の値を使用.

・問題(3.5)では二つの穏和計算を別々に計算.

真言×前
1

,t-1

1+al-lxl+alx

〟

∑sini訂sin(i + 2)x
t=l

〟
⊥

≡ポ司×荊
」Ⅴ

∑cos(2i- I)zsin2zz +
t=l

1　　　　1

Ⅳ

〟+1
(3.1)

読(孟一品)
(3.2)

芸cos2x -
cos(N + Zjxsin Nx

2 sin re

表1: A sped丘cation of Compaq GS320 and Fujitsu

GP7000F/900.

は其の値と異なる部分を意味し,そのときの誤差も示

す.また,括弧の中の数字は内積計算を定義通りに実

(3.3)行したときの時間を1としたときの各演算方法の時間
の比率を表す.

芸-云(-元1

+1)(癖if'4'

〟
∑cos(2i+1)zsinlix

l=1
sin2(iV+l)a;sin2iVa;

2smx

(3-5)

図3: Test problems for evaluation method of the

inner-product.

3.2　補償付き積和計算に対する数値実験

数値実験は九州大学情報基盤センターに設置され

た2種類の計算機Compaq GS320およびFujitsu

GP7000F/900上で行った。計算機の主な仕様をTable

lに示す。計算にはIPE(Processing Element)のみを

使用した。使用言語はFortran90とし、コンパイルは

各々f90コマンドおよび丘tコマンドで行った。最適

化オプションは、計算順序の変更による副作用(誤差

の増減)の影響を完全に除去するために今回は使用し

なかった。計算はすべて倍精度演算で行った。倍精度

演算での計算機イブシロンはおよそ2.22 × 10-16で

ある。

Table 2に、計算機GS-320を使用したときの5つの

問題に対する計算結果を示す。同様に、 Table 3に、計

算機GP7000F/900を使用したときの同計算結果を示

す。時間の単位はすべてミリ秒である。また、 Table2

とTable3の"Computation　の欄の下線を付けた数字

● "補償" :補償付き穏和計算の結果。

● "定義" :定義通りの積和計算の結果。

・ "S補償":計算順序の依存性を調べるために、計算

順序乱数を発生させ計算順序を入れ換えた(Shaf一

鮎)ときの補償付き穏和計算の結果。

● "S-D" :同じくシャッフルさせて順番だけを変え

た定義通りの積和計算の結果。

(C)"S一補償"と(d)"S-D"の場合は、配列の番地の

指定で間接アドレッシングを使用するので計算時

間が余計に必要になる。また、シャッフルは一様

乱数を発生させてそれを元に配列の順番を入れ換

えた。

・Table 3の中の"Lib.(Libraryの略)" :システムに
あらかじめ用意されていた穏和計算用の数学関数

ライブラリー(サブルーチン名: DSUM)を使用

したときの結果。

Table 2およびTable 3の結果から以下の4つのこと

がわかる。

1.どの問題でも補償付き穏和計算の方が定義通りに

穏和計算を行うよりも誤差が少ない。

2.計算時間は、補償付き穏和計算の方がGS320で

は21% - 28%、 GP7000F/900では約30%ほど

余計にかかる。

3.問題(3-1)においてデータをシャッフルした場合
でも、補償付き積和計算の方が誤差が少ない。
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4. GP7000F/900上のライブラリーを使用すると、

定義通りに積和計算を行うときよりも誤差が1/2

- 1/4程度に減少する。しかし、補償付き積和計

算を行う方が誤差が少ない。

表2: Computations, errors, CPU time (in millisec-

onds) and ratios of several evaluation methods for

inner-product of two millions data on GS320.

表3: Computations, errors, CPU time (in millisec-

onds) and ratios of several evaluation methods for

inner-product of two millions data on GP7000F/900.

Fig.4に、 3;の値として区間(0, tt/2)を等間隔に128

分割した点で問題(3.3)の計算をしたときの2通りの

方法:定義通り(図中に破線で示す)、補償付き(図中

に実線で示す)による穏和計算の絶対誤差をプロット
したものを示す。補償付きの場合、グラフの下方にス

ケールアウトしたときの誤差は厳密に0であったこと

を付記する。さらに、同様の条件で、三つの方法:定

義通り(De丘nition)、補償付き(Compensated)、ライ

ブラリー(DSUM)で積和計算をしたときの各方法の

誤差の単純平均値をTable 4に示す。これらの図や表

の結果から、 £の値にかかわらず、補償付きで穏和計

算を行う方が大幅に誤差が少ないことがわかった。

表4: Average errors of three evaluation methods for

problem (3.3) at 128 sample points of x denned in

(0, tt/2).

1e-05

1 e-06

1e-07

-1e-08

E
Lu
1 e-09

1e・10

1e-1 1

0.2　　0.4　　0.6　　0.8
X

1.2　　1.4

図4: Plots of errors of two evaluation methods for

s - ∑慧oooo sinissin(2 + 2)x at 128 sample points
ofx defined in (0,汀/2).

4　補償付き内積計算のGPBiCG法へ

の応用

ここでは、前章で扱った補償付き積和計算をGP-

BiCG法のアルゴリズムの中の内積計算に応用し、補

償付き(Compensated)内積計算を使ったGPBiCG法

(以下では、 C-GPBiCG法と呼ぶことにする)の収束
性について調べる。
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4.1　反復法GPBiCG法について

一般化積型反復解法のGPBiCG法のアルゴリズム

は以下のようにまとめられる[161。

GPBiCG法のアルゴリズム;

Let a;o be an initial guess,

and put ro - b-Axq.

Sett_i -w_i=--O, β_i -0.

For k-0,1,..., do:

begin

pk - rk +βk-1{pk-l - Wfc-i),

vk -*fc-l -rk - αfclOfc-1 +αkApk,

tk -rk -αkApk,

uk - Ck-A-pk +恥(tfc-i - rk +/3k-iuk-I.

zk - ekVk +恥Zk_1 -αkUk,

Xk+l = Xk+αkPk+zk,

ffc+1 -tk -恥yk -CkAtk,

wk - Atk +βkApk

end.

ここで、収束過程におけるパラメータαkとPkは

・k-譜宏了, βk-箸・尊辞と与えられる。
GPBiCG法では、さらに二つのパラメータが必要であ

り、それらは残差ノルムIhfc+ilh HItfc-恥yk-(kAtk¥¥2

の最小化から決定される。すなわち、

Hr*+i||≡　-　¥¥tk一恥yk-CkAtk¥¥芸

- (tk,tk) +r]l(yk,yk)+Q(Atk,Atkト

2(恥(tfciVk) + Ck(yk,Atk) - %&(yfc,Atk)}

(4.1)

と表されろので、 Cfcj Vkに関して偏微分しそれらの値
を0とおくと、次の二つの式が得られる。

(Atk,Atk){k+(yk,Atk)恥　- (tk,Atk), (4.2)

(!/fc|4*fc)Ek+iv^vk)恥　- (tk,yk). (4.3)

これら二つの式から、パラメータekとrlkは以下の

ように求められる。

Ck　-

Ik　=

(yfcサVfc)(*fci ^**) - (土k, Vk)(vk, Atk)

(Atk,Atk)(yk,yk) - (yk,Atk)(yk, Atk)

(Atk,Atた)(tk,Vk) - (vk>Atk)(tk,Atk)

(Atk,Atk)(yk,yk) - (yk,Atk)(yk, Atk)

,4.4)

:4.5)

ただし、 k-0のとき、 ck-て砦為,恥-0とする。
この二つのパラメータCkと恥を決定するために、五

つの内積計算: (vk,Vfc)> (Atk,**)> (yfci土fc), (Atk,At九),

(Atk.Vfc)を求める必要がある。このため、 GPBiCG
法では内積計算をより正確に行うことが非常に重要で

ある。ここで、補償付き内積演算を適用したのは、二

つのパラメータCfc> Vkを求めるた糾こ必要な5個の内

積演算のみとした。すなわち、元のCG法のパラメー

タαk,βkの計算で必要な内積演算については定義通
′

りに内積演算を行った。テストに使った二つの問題の

出典は文献国と文献閏である。

4.2　問題1

ここでは、次の実数Toeplitz行列に対して元のGP-

BiCG法と補償付内積演算を使ったC-GPBiCG法の収

束性を調べた[4]。行列の次元数Nは(a)16384(-1282)

と(b)262144(-5122)の2ケースである。また、係数

行列に前処理は何も施していない。

A:= 1　　2　　・
i
-
h
 
C
M
 
O

t
-
i
　
(
N
 
O
　
　
?
-

r
-
1
　
<
N
 
O
 
t
-

2

　

0

　

7

連立1次方程式の右辺項は解ベクトルが全て1にな

るように定めた。また、パラメータ7の債は(a)1.50か

ら1.70まで、 (b)1.50から1.65まで変化させ二つの反

復法の収束性を調べた　Table 5にケース(a)N-1282

のとき、 Table 6にケース(b)N-5122のときの、収

束までの反復回数とGS320上でのCPU時間(単位:

秒)を上段に表す。また,下段の数字は反復1回あた

りのCPU時間(単位:ミリ秒)とGPBiCG法の時間
を1.0としたときのC-GPBiCG法の時間の比率であ

る.収束判定条件は相対残差2ノルム=rk‖2/‖rollsが
10-12以下のときとした。解ベクトルの初期値はすべ

て0、最大反復回数は500回とした。表中のIter.(反復

回数)の欄の"∞"印は最大反復回数までの繰り返しで
も収束しなかったことを表す。また,表中の"GP"は

GPBiCG法を表し, "C-GP"とは補償付き内積演算を

使ったC-GPBiCG法を表す.また, "It."は反復回数

を"T"は時間を表す.
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これらの2つの表から、

1.この間題ではパラメータ7の値をだんだん大き

くするといずれの反復法も解きにくくなり収束ま

で時間がかかること、

2.元のGPBiCG法に比べて補償付きのC-GPBiCG

法の方がより大きなryの値まで、すなわちより

解きにくい問題まで安定に解けること,

3.補償付きのC-GPBiCG法は反復1回当たりの計

算時間が増えているので,収束までの計算時間は

元のGPBiCG法に比べて必ずしも減少していな

いこと

などがわかる。

表5: The number of iterations, total CPU time for

convergence (in seconds), CPU time per one itera-

tion (in mikki-sec.) and ratios of GPBiCG and C-

GPBiCG methods in case of (a)N-1282 on GS320.

Fig.5に(a)N-1282の場合、 7-1.70のときのGP-

BiCG法とC-GPBiCG法の収束の履歴を示す。同様

に、 Fig.6に(b)N-5122の場合、 7-1.62のとき、 Fig.7

に7-1.65のときのGPBiCG法とC-GPBiCG法の収

束の履歴を示す。いずれの図も水平方向は反復回数、

垂直方向は相対残差2ノルム(常用対数目盛)とする。
図から以下のことが観察される.

1. Fig.5では、元のGPBiCG法の残差が10-　まで

しか残差が減少しないこと,またその後は発散に

向かったこと,これに対して、 C-GPBiCG法の残

差は要求精度の10-12まで収束速度を落さず減少

し収束したこと、

表6: The number of iterations, total CPU time for

convergence (in sec), CPU time per one iteration (in

milli-sec.) and ratios of GPBiCG and C-GPBiCG

methods in case of (b)N-5122 on GS320.

2. Fig.6では、元のGPBiCG法では残差が10~10ま

で小さくなると停滞を始め収束速度が鈍るのに対

して, C-GPBiCG法は停滞による収束の遅れも

ほとんどなく収束したこと、

3. Fig.7でも、 Fig.5と同様に、 GPBiCG法の残差は

10-10までしか減少せずその後は発散したこと。

一方、 C-GPBiCG法の残差は10-12に達し正常

に収束したこと、

4.いずれの場合も丸め誤差の影響が非常に大きい

こと.

N=1 6384, Qamnia=1.70
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図　5: Convergence history of GPBiCG and C-
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4.3　問題2

2次元領域[0,1] × [0,1]で全周Diri血let境界条件

を課した以下の偏微分方程式閏に対して、通常の2
次精度5点差分で離散近似し、得られた連立1次方

程式を二つの反復解法(元のGPBiCG法と補償付き

C-GPBiCG法)で解いた。ここで、 βは定数とする。

1l>xx "Uyy　十D (y一芸)ux+(x- 3Xs-3K}
-43汀蝣u - G(x,y)

右辺の関数G(x,y)は解が全てu(x,y) - 1+xyに

なるように定めた。格子点数は1282=16384とし、格

子幅h(=了至缶)は縦横軸方向ともに一定とした。前
処理なしの場合とフィルインを考慮しないILU(O)分

解を前処理として使用した場合の2ケースについて反

復法の収束性を調べた。反復計算の初期値は全て0、収

束判定条件は相対残差2ノルムIMIs/‖rollsが10-12

以下とした。

Table 7に前処理なしの場合、 Table 8とTable 9に

ILU(O)分解の場合の収束までの反復回数と同CPU時

間(単位:秒)を各行の上段に示す。下段の数字は反復

1回当たりのCPU時間(単位:ミリ秒)とGPBiCG

法の時間を1としたときの比率である.ただし、 Table

8とTable 9の違いは使用した計算機が前者がGS320

そして後者がGP7000F/900だけである。また、 Table
7のときの最大反復回数は5万回とした。また、表中

の"oo"印は最大反復回数まで反復を繰り返しても収

束しなかったことを表す。これらの表から、

1. Table 7から、 Dhの億が大きくなると収束まで

の反復回数が急激に増大し、収束しないこともあ

ること、一方、 Table8やTable9に示すように

前処理(ILU(O)分解)を係数行列に行うと、

2.収束までの反復回数はいずれも大幅に減少する。

3.しかし、 Dh=2-2~2-のときは解きにくく反

復回数がまだ多いことがわかる。さらに、

4.補償付きのC-GPBiCG法は元のGPBiCG法に

比べて反復回数をかなり割合で減少させる効果が

あるが,実際の計算時間の面では、 GS320上では

時間短縮の効果が少ないが、 GP7000F/900上で
はかなりの効果がある

ことがわかった。

Fig. 8にDh-2~1のときの前処理なしのGPBiCG

法と前処理なしのC-GPBiCG法の収束の履歴を示す。
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表7: The number of iterations, total CPU time for

convergence (in seconds), CPU time per one itera-

tion (in mille-sec.) and ratios of nonpreconditioning

表8: The number of iterations, total CPU time for

convergence (in sec), CPU time per one iteration

(in milli-sec.) and ratios of ILU(O)-GPBiCG and

ILU(O)-C-GPBiCG methods on GS320.

表9: The number of iterations, total CPU time for

convergence (in sec), CPU time per one iteration

in milli-sec.) and ratios of ILU(O)-GPBiCG and

ILU(O)-C-GPBiCG methods on GP7000F/900.

プロットは反復20回おきに行った。Fig.9にDh-2-0-2
のときのILU(O)-GPBiCG法、ILU(O)-C-GPBiCG法

の収束の履歴を示す。プロットは反復5回おきに行っ

た。いずれの場合も、

1.収束過程の前半では両反復解法ともに残差が停滞

する様相を示すが、

2.収束過程の後半になると収束性に大きな開きが出

て補償付きC-GPBiCG法の方が元のGPBiCG法

に比べて収束性がよいこと

がわかる.これらの収束性の違いが内積演算の方法の

違いだけで現れたことが特徴的である.しかしながら,

補償付き内積計算を行なうと,

1.反復1回当たりGS320では約30%,GP7000Fで

桔約10%余分に計算時間を必要とすること,

2.また,例えば,表9のか九-2"1のときの結果が示

すように,元のGPBiCG法の反復回数に比べて

C-GPBiCG法の反復回数が逆に増加したこと,

などの問題点もいくつかあることも判明した.特に,2

つ目の問題点は単に内積計算の高精度化を図る補償演

算だけでは解決し得ない反復解法自体の本質とも考え

られるので,別の解析手段やさらに慎重な考察や洞察

が必要と思われる.これらは今後の課題としたい.
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5　おわりに

内積計算に対する補償付き演算の精度と時間につ

いて検証した。さらに,補償付き内積演算を組み込ん

だC-GPBiCG法の収束性を調べた。その結果、元の

GPBiCG法では残差の停滞や発散などが見られた場

合でも補償付きC-GPBiCG法は収束しその有効性が

示された。
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