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差分法における幾つかの知見

内田孝紀*1 大屋裕二*2

Some Findings in a Finite-Difference Method 

Takanori UCHIDA and Yuji OHYA 

Abstract 

In order to establish a proper numerical simulation code using a finite-difference method for 
solving time-dependent incompressible Na vier-Stokes equations, we have examined the following 
problems: (1) the body shape approximated by a Cartesian coordinate system; (2) the finite-
difference form of the convective terms in the Na vier-Stokes equations; (3) the outflow boundary 
condition (or open boundary condition). In this paper, some findings about problems aforementioned 
are described. 

Kew words: Incompressible flow, Computational fluid dynamics, Finite-difference method, Direct 
numerical simulation, Cartesian coordinate system, Boundary-fitted coordinate sys-
tem, Regular grid, Staggered grid, Collocated grid, Multi-directional finite-difference 
method, Interpolation method, Outflow boundary condition 

1. 緒 Eヨ

本研究は差分法 (FDM)を用いた直接数値シミュレ

ーション (DNS)やラージ・エディ・シミュレーショ

ン (LES)の計算コードを構築し、非圧縮性流れの高

精度な非定常数値解析を行うことを目標としている。

そこで本報では差分形式1)-3)、流出境界条件 (OBC)4l、

デカルト座標系における物体の表現方法5)の問題を取

り挙げ、具体的な定式化や実際の計算例を示し、その

性質や有効性などを詳細に検討する。

2. デカルト座標系における物体の表現方法

デカルト座標系を用いて複雑配置された物体や複雑

地形（あるいは複雑形状を有する物体）を過ぎる流れ

を計算する場合、フラッギングと呼ばれる方法によっ

て流体領域と物体領域とを区別し、物体内部の計算は

行わずに流体領域のみの計算を行う場合が多い。しか

し、この方法では物体の角部などで複雑な手続を要す

る。そこで、物体内部に含まれる格子点上に流速ゼロ

の条件を課すのみで、流体領域と物体領域とを区別す
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ることなく計算する方法5)が提案されている。この方

法は 2次元、 3次元を問わず汎用的に使用可能な方法

であり、非常に有効であると考えられる。本報ではこ

の方法を 2次元複雑地形を過ぎる流れに適用した。

Fig. 1に速度ベクトル図を示す。地形からの流れの剥

離や地形下流の渦構造が明確に捉えられ、その有効性

が確認された。 3次元の計算例は文献6)を参照された

し＼。

3. 差分形式の検討

3.1 デカルト座標系、物体適合座標系(BFC)のレギュ

ラー格子における多方向差分法(MDFDM)

最近、デカルト座標系、物体適合座標系 (BFC)の

レギュラー格子（計算格子の節点上に全ての物理量を

定義する。 Fig.2を参照）を用いた支配方程式の空間

項の離散化に関して、多方向差分法(MDFDM)1lが提

案された。この方法は物理現象が観測者の設定した座

標系には無関係であるという基本原理を念頭に考案さ

れた方法である。具体的に 2次元の場合は以下のよう

に考える。ある点の離散化を行う際に通常の座標系に

加えて斜めの座標系の離散化も同時に行い、連続の式

に対する差分式の誤差の主要項が座標系の回転に対し

て不変となるように両座標系から得られた数値解の重

みを決定し、これらを線形結合して真の数値解とする。
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Fig. 1 Flow past two-dimensional complex terrain (velocity vectors). 

よって、離散化に関する格子点の情報が多くなり精度

の高い数値解が得られることが期待される。また同時

に計算の安定性からも有効であると考えられる。以下

に多方向差分法 (MDFDM)の定式化を示す。簡単の

ため、 Fig.2に示すデカルト座標系の 2次元等間隔格

子を考える。但し、お'-y'系は x-y系を反時計方向

に45度回転させた座標系である（注：以下のプライム

はぷ—y' 系を意味する）。スカラー量である圧力 P は

座標系にはよらないが、速度成分 U, V は両座標系で

以下のような対応関係が成立する。

u'=(::)=Au=A(:)=[~:;::5 ::::!](:) 
=[~~~ ~ 間(:) (1) 

x-y系、ぉ'-y'系の無次元化された勾配型（非保存型）

のNavier-Stokes方程式は以下の形で与えられる。

【x-y系の Navier-Stokes方程式】

誓+(u・ ▽) u=―▽ p+嘉▽切 (2) 

0 ●: u, v, p 

x~ 

x
 

(a)x-y系 (b)x'-y'系

Fig. 2 Two coordinate systems based on a MDFDM (regular grid). 
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【ぷ—y' 系の Navier-Stokes方程式】

au' 
+ (u'・▽')u'= -v7'p + 

1 ▽ ,2 u' 
at Re 

(3) 

ここで、 (1)式を用いて (3)式を以下の形に変形する。

o(Au) 1 

at 
+ (u'・▽')(Au)=―▽'p十炉(Au)

Re 

初 1
at 

+ (u'・▽')u= -A―1▽'p+ 
Re 

▽ ,2u 

誓+(v'・▽')u=-[1/亙ー1虐l巧+1▽''u (4) 
1/⑫ l//2 Re 

(2)式と (4)式を具体的に書き下すと、 x-y系、お'-y'

系の無次元化された勾配型（非保存型）の Navier-

Stokes方程式は以下の形に整理される。

【x-y系の Navier-Stokes方程式】

巫十U也 +vlJ£=一巫+_l_(伊U+ d2u) 
at ax ay ax Re ax2 ay2 

av av av ap 1 和和
可卜uax +v ay =―盃＋而(ax2+ ay2) (5) 

【ぷ—y' 系の Navier-Stokes方程式】

OU ,au ,au= 1 ap 1 ap 1(岱u 祈u)
ot +u訂 +v可責戸十万可十万茫十oy'2

立tu'立十v'立＝一 1見＿上皇+1 (立＋立）
ot ox'oy' ⑪ ox' ⑪ oy'Re ox'2 oy'2 

(6) 

圧力は(5)式と (6)式の発散を取って得られる Poisson

方程式を SOR法などで反復計算して求める場合が多

ぃ。よって、以下に圧力に関する Poisson方程式を示

す。

【x-y系の圧力に関する Poisson方程式】

a2p a2p 
＋ 

a . 
dX2 dy2 ＝一 at 

(dzv u) 

-(ご）2-2(冑）（信）―（冑）2 (7) 

【ぷ—y' 系の圧力に関する Poisson 方程式】

a2p a切
＋ 

a 
ぬ,2 c)y'2 = --(div'u') 

at 

-(多::)2-2( 多;:)(裟~:)-(名~:r (8) 

実際の計算手順について説明する。 1)(7)式と (8)式と

をあらかじめ 2: 1に線形結合した式から SOR法な

どで圧力 Pを求める。 2)この圧力 Pをもとに (5)式と

(6)式から x-y系とぷーy'系の速度成分 U,Vを各々

求めて 2: 1に線形結合し、これを真の数値解とする。

1)、2)を繰り返して流れ場の時間発展を求める。以下

に(5)式と (6)式における対流項の離散化に関して、通

常良く用いられる 3次精度風上差分 (K-Kスキーム）

を具体的に示す (Fig.2を参照）。

【(5)式における対流項の離散化 (K-Kスキーム）】

OU OU 
+v ：：：：：：：：狛，j

-Ui+2,j+8 (Ui+1,j-Ui-1) + Ui-2,J 
ox oy 12△x 

+lui,jl佑+2,j-4(Ui+1,j+ Ui-1) + Ui-2,j+6ui,j 
4△x 

+vi,j 
-Ui,j+2+8 (Ui,i+l -Ui,j-1) + Ui,j-2 

12△y 

+I叩|
Ui,j+2-4 (ui,j+l + Ui,j-1) + Ui,j-2+ 6ui,J 

4△y 
(9) 

【(6)式における対流項の離散化 (K-Kスキーム）】

,au ,au 
u +vー ,:::::u¥,j-ui+2,H2+8 (ui+1,H1-ui-1,i-1) tu;-2,j-2 
ax'ay 12△ x' 

+lu'J Ui+2,H2-4(ui+l,i+l +ui-1,j-1) +ui-2,i-2+6ui,J 
4△ x' 

, -ui-2,H2 +8 (u;-1,H1 -ui+1,j-1) tu;+2,j-2 
+v i,i 12△ y' 

+lv';j Ui-2,H2-4(ui-1,j+1+ui+1,j-1) +ui+2,j-2+6ui,J 
4△ y' 

(10) 

3.2 デカルト座標系のスタッガード格子における対

流項補間法

一般に Navier-Stokes方程式の対流項に関して、勾

配型（非保存型）を用いた方法は高次精度差分への拡

張は比較的簡単であるが、運動量あるいは運動エネル

ギーの保存性は発散型（保存型）を用いた方法よりも

満足されにくい（注：その他に混合型や回転型もあ

る）。これに対して最近、デカルト座標系のスタッガー

ド格子（セル中心に圧力Pを定義し、セル中心から半

格子ずらした点に速度成分 U, V を定義する。 Fig.3 

を参照）を用いた勾配型（非保存型）の Navier-Stokes 

方程式の離散化に関して、エネルギー保存型の対流項

補間法2)が提案された。以下に対流項補間法の定式化

を示す。簡単のため、 Fig.3に示すデカルト座標系の

2次元等間隔格子を考える。対流項補間法ではまず速

度成分 U, Vの定義点から対流速度の方向に半格子ず

らした幾つかの点列で対流項を差分近似する。次にこ

れらの差分近似値を速度成分 U, Vの定義点に補間し

て対流項を評価する。以下に 2次精度の対流項補間法

(2点差分・ 2点補間）、すなわち、 2次精度中心差分
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Ay ui-1 ,j ● Pi,j 

vi,lj I 下に示す連続の式が離散的に満足されている限り対流

項と連続の式との整合性が向上し、勾配型（非保存型）

と発散型（保存型）、さらにその混合型との間で互換性

が保たれ、エネルギーが保存される。

［五＋立］ax oy i,j 
：：：：：：：［ふu+ふV]i,J ui,j 

vi,j-1 

Ui,j-Ui-l,j Vi,j-Vi,i-l 
＝ ＋  

△x △y 
=O (12) 

仁―
△x 

Fig. 3 Staggered grid. 

を具体的に示す。

[u慶+v詈l.j玉宣 ＋ 喜UY]Z,J 

=½([u喜l+l/2,j+[ u喜1-1/2.J情（卜誓l,jtl/2+[ V誓lj-1,J
=l(如 !,jtUi,j Ui+!,j-Ui,j十佑，itui-1,iX佑，j-Ui-1,i

2 2 X △ X 2 △ X) 

噌 2Vi,i X Ui,i1; 佑，J 十如1,i-~tVi,i-1 X △ :i,i-1) (ll) 

ここで、 8は下付添字方向の中心差分、ーは上付添字方

向の補間を表す。このように差分、補間ともに速度成

分 U, Vの定義点から半格子ずらした点列から展開さ

れるために、より近接点での評価が可能となり、スタ

ッガード格子に適した方法となる。

梶島2)は対流項補間法の整合性、互換性、保存性につ

いて論じ、この方法のより本質的な利点は ou/ox, ov/ 
oyをセル中心における圧力Pの定義点で連続の式と

同じ差分式で評価することによってもたらされると説

明している。すなわち、 2次精度中心差分の場合、以

3.3 物体適合座標系(BFC)のコロケート格子におけ

る対流項補間法

物体適合座標系 (BFC)の差分法 (FDM)の構成に

関しては速度場の基本変数と計算格子上の変数配置と

の選択において任意性がある。スタッガード格子を用

いた場合は反変速度成分との組み合わせ叉コロケー

卜格子を用いた場合は物理速度成分との組み合わせ8)

が良いとされている。後者を用いた勾配型（非保存型）

のNavier-Stokes方程式の離散化に関してもエネル

ギーの保存性が期待できる差分形式3)が提案されてい

る。この方法は 3.2節で述べた対流項補間法をコロケ

ート格子を用いた物体適合座標系 (BFC)に拡張した

もので、以下のように定式化される。簡単のため、 Fig.

4に示す 2次元の物体適合座標系 (BFC)を考える。コ

ロケート格子ではセル中心に圧力 P、物理速度成分 u,

V を定義し、対流速度成分は反変速度成分 U,Vにヤ

コピアン］を乗じたJU,JVをセル表面にスタッガ

ード配置する (Fig.4を参照）。ここで、反変速度成分

U, V とヤコビアン］は以下の形で与えられる。

U=らu+らv,V=りxu+りyV,]=xぁ—XTJY!: (13) 

2次元の物体適合座標系 (BFC)における無次元化さ

れた連続の式、勾配型（非保存型）の Navier-Stokes 

方程式は以下の形で与えられる。

mapping 

一(JU)i-1,j .
J
 ，
 

．
 

｀

ー

J

J

u

 

.＇
J
 

＞

（

 

，
 

肋
●

，
 

.
J
 ，
 

pi Ari 

(a) Physical space 

(JVhj-1 

(b) Computational space 

Fig. 4 Collocated grid. 



Table 1 Simulation codes developed in the present study. 

Dimension 
Coordinate system 

Variable Coupling 
FDM form 

Discritization 

of cal. arrangement algorithm of advective terms 

code 1 usual FDM 

regular 
MAC 

K-K scheme 
Cartesian uniform grid method 

code 2 
(without coordinate transformation) 

MDFDM 

staggered 
F-S interpolation 

code 3 
method method (2nd-order) 

code 4 
Cartesian non-uniform grid 

usual FDM 
(x=x(~), y=y(TJ)) 

2-D 

regular 
MAC 

K-K scheme code 5 
method 

BFC (x=x(名が， y=y(t,り））

code 6 MDFDM 

code 7 
Cartesian non-uniform grid 

staggered 
(without coordinate transformation) 

code 8 BFC (x=x(f;, が， y=y(ど， 7J)) collocated 
F-S 

usual FDM 
interpolation 

Cartesian uniform grid method method (2nd-order) 
code 9 

(without coordinate transformation) 
staggered 

3-D 

code 10 
BFC (x=x(~, 刀， s),y=y(~, 刀， s),

collocated 
z=z(~, r;, t;)) 
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(15)式の時間積分法として Eulerの 1次陽解法に基づ

いた Fractional-Step法を用いた場合の計算手順を説

明する。 1)(15)式を 2つに分けてセル中心において対

流項、粘性項を求め、物理速度成分 U, Vの中間値 u*,

v*を予測する。 2)(13)式を用いてセル中心における

u*, v*を反変速度成分 U*,V*に変換し、ヤコビアン

］を乗じて JU*,JV*としてセル表面にスタッガード

配置する。 3)JU*,JV*が(14)式を満足するように圧

ヵpn+lをPoisson方程式から SOR法などで反復計

算して求める。 4)u*, v*, JU*, JV*にpn+lの勾配を

加えて新たな時間ステップの Un+l, V n+l, JU n+l, 

Jvn+lを得る。 1)-4)を繰り返して流れ場の時間発展を

求める。以下に 2次精度の対流項補間法 (2点差分・

2点補間）、すなわち、 2次精度中心差分を具体的に示

す。但し、△と＝△り=1とする。

(a) code1 

(regular grid, usual FDM) 

(c) code3 

(staggered grid, interpolation method) 

moving wall 
~u 

Fig. 5 A schematic view of a cavity flow. 

(b)code2 

(regular grid, MDFDM) 

(d) code8 

(collocated grid, interpolation method) 

Fig. 6 Comparison of streamlines at a fully-developed state (Re= 3200). 
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ー

゜
x/L 

v/U 

ー ー

ー

゜
x/L 

y/L v/U 

ー ー

y/L 

-1 I ヽ

゜
-1 I ヽ I Q 

-1 u/U 1 -1 u/U 1 

(a) code1 (b) code2 

(regular grid, usual FDM) (regular grid, MDFDM) 

゜
x/L 1 1 

゜
x/L 1 

1 1 1 

v/U y/L v/U y/L 

-1 I I 、-.... I I Q -1 I I ヽ~I I Q 

u/U u/U 

(c) code3 (d) code8 

(staggered grid, interpolation method) (collocated grid, interpolation method) 

Fig. 7 Comparison of velocity components (u, v) on the broken line shown in Fig. 5 (Re=3200). 

上[uu直+UV直] 1 
J 祀 07} i,j J ~[UU)馴+UV) 馴] l,J 

= 2}j ([ UU)塁l+l/2,j+[疇1-1/2.J

十五[UV)冒l.j+l/2+[ UV)喜lj-1,J

= 2}i,j (UU] i,j X Ui+lご,j+ UU] i-l,j X 祐，J ―~;i-1,j)

+ 2}i,j (UV] i,j x如＋ご,j+ UV] i,j-l X Ui,j —~~i,j-1) (16) 

を用いた場合と同様、 (14)式を直接的に満足するセル

表面に定義されたJU,JVを時間積分するところに

ある。なお、セル中心における圧力Pの定義点で以下

に示す(14)式の離散式が成立していれば対流項の型、

すなわち、勾配型（非保存型）と発散型（保存型）は

数値精度の範囲内で一致する。

［い(JU)+ o'f/ (JV) }し＝八 (JU)i,j―△ yu) i-1,J 

+ UV) i,j―△ yv) i,j-1] =O (17) 

この方法の特徴はデカルト座標系のスタッガード格子
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Fig. 8 Computational grid near the rectangular 

cylinder. Note that this grid was used in all 

computations. 

3.4 実際の計算例

本報では上記の方法に基づき、幾つかの計算コード

を開発した。 Table1に計算コードの特徴、すなわち、

計算のアルゴリズムや差分スキームなどを示す。以下

ではこれらの計算コードを用いた計算例を示し、上記

の方法の性質や有効性などを詳細に検討する。

3.4.1 2次元計算例

内部流れのベンチマーク問題として良く知られた正

方キャビティー内流れ (Fig.5を参照）を考える。本

報では (a)計算コード 1、(b)計算コード 2、(c)計算コ

ード 3、(d)計算コード 8を適用し、Ghiaら9)の計算結

果と比較した。格子点数は Ghiaら9)の計算と同様にx

軸、 y軸方向に 129X 129点の等間隔とし、 Reynolds数

はRe(=ULル） =3200とした。Fig.6に流線図の比較

を示す。 (a)-(d)ともに主渦や 2次渦が明確に再現さ

れており、その大きさや中心位置などに顕著な違いは

見られない。 Fig.7にFig.5の点線上の速度成分 u,

V とGhiaら9)の計算結果との比較を示す。 (a)-(d)で

計算結果に若干の差異が見られる。すなわち、 (a)では

Ghiaら9)の計算結果との不一致が全体的に目立つ。こ

れに対し、同じ条件で多方向差分法 (MDFDM)を施

した (b)では(a)と比べて Ghiaら9)の計算結果との対

応が向上している。一方、 (c), (d)では (a), (b)と比

べて Ghiaら9)の計算結果とより良い一致を示してい

る。なお、 (a)-(d)ともに計算結果に非物理的な数値振

動は一切見られなかった。

実際の計算では物体適合座標系 (BFC)やデカルト

座標系の不等間隔格子を用いる場合が多い。そこで本

(a) code4 

(regular grid, usual FDM) 

(b) code6 

(regular grid, MDFDM) 

(c) code? 

(staggered grid, interpolation method) 

Fig. 9 Comparison of contourlines of pressure 

(Re=lOOO, t=6). 
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Fig. 10 Computational grid near the circular cylin-

der. Note that this grid was used in all 

computations. 

報では上記の方法を物体適合座標系 (BFC)や不等間

隔格子に拡張した計算を行い、その有効性などを検討

した。計算対象は外部流れ（剥離を伴う渦流れ）とし

て最も基本的な1)デカルト座標系の不等間隔格子を用

いた 2次元正方形角柱を過ぎる流れ、 2)物体適合座標

系 (BFC)のO型格子を用いた 2次元円柱を過ぎる流

れとした。

1)の計算について説明する。本報では (a)計算コー

ド4、(b)計算コード 6、(c)計算コード 7を適用し

た。格子点数は主流方向、横断方向に 121X81点の不

等間隔とし、計算初期に注目した。角柱の横断方向長

さで定義した Reynolds数は Re=lOOOである。 Fig.8 

に角柱近傍の計算格子を示す（注：全ての計算コード

でこの計算格子を用いた）。角柱形状は 2節で述べたよ

うに角柱内に含まれる格子点上に流速ゼロの条件を課

すことで表現した。 Fig.9に等圧力線図の比較を示

す。 (a)では角柱のすぐ上流と下流に非物理的な数値

振動が若干見られる（注：この数値振動は格子幅に対

応している）。一方、 (b), (c)ではそのような数値振動

は全く発生していない。特に (c)では対流項に風上化

（上流化）を施すことなく、すなわち、対流項に数値

粘性項を付加することなく数値振動が抑制されている。

ここで角柱の側方付近の流れの挙動に注目する。 (a), 

(b)では角柱の上流角部から剥離したせん断層が形成

する細かな渦の挙動が全く再現されていない（注：格

子分解能を上げた計算では (a), (b)ともに細かな渦

の挙動は再現された）。一方、 (c)では比較的粗い計算

格子を用いたにも関わらず、 (a), (b)と比べて細かな

渦の挙動が再現されている。これは (c)の計算格子上の

変数配置がスタッガード配置であること、スタッガー

ド格子に適した中心差分を対流項に施していることに

(a) codes 

(regular grid, usual FDM) 

(b) code6 

(regular grid, MDFDM) 

(c) code8 

(collocated grid, interpolation method) 

Fig. 11 Comparison of contourlines of pressure 

(Re= 1000, t=6) 

よると考えられる。非圧縮性流体解析における計算時

間の 90%以上は圧力に関する Poisson方程式の解法

に費やされる。そこで(a)-(c)の圧力に関する Poisson
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(a)Re=200 

(b)Re=250 

(c)Re=300 

Fig. 12 Contour-surface of laplacian of pressure. 
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方程式の解法に関して、本報で用いた SOR法の反復

回数や収束状況などを調べた。その結果、流れ場の性

状には先に述べたように若干の違いが見られたが、

SOR法の反復回数や収束状況などは (a)-(c)に殆ど違

いは見られなかった。速度場の解法などを含めた全体

の計算時間比は (a): (b) : ・(c)= 1 : 1. 6 : 3. 8であっ

た。

次に2)の計算について説明する。本報では (a)計算

コード 5、(b)計算コード 6、(c)計算コード 8を適用

した。格子点数は周方向、半径方向に 81X61点とし、

計算初期に注目した。円柱の直径で定義した Reynolds

数は Re=lOOOである。 Fig.10に円柱近傍の計算格子

を示す（注：全ての計算コードでこの計算格子を用い

た）。 Fig.11に等圧力線図の比較を示す。 (a)-(c)とも

に円柱背後の双子渦の大きさやその中心位置などに顕

著な違いは見られない。しかしながら、 (a)では円柱下

流に非物理的な数値振動が見られる（注：この数値振

動は格子幅に対応している）。一方、 (b), (c)ではその

ような数値振動は全く発生していない。特に (c)では対

流項に風上化（上流化）を施すことなく、すなわち、

対流項に数値粘性項を付加することなく数値振動が抑

制されている。この場合も計算の進行状況（圧力に関

する Poisson方程式の解法に用いた SOR法の反復回

数や収束状況など）は (a)-(c)に殆ど違いはなく、速度

場の解法などを含めた全体の計算時間比は (a): 

(b) : (c) = 1 : 1. 6 : 0 . 9であった。

3.4.2 3次元計算例

2次元計算において良好な計算結果を与えた計算コ

ード 4、計算コード 8を3次元に拡張し、その有効性

を検証した。本報ではそれらを計算コード 9、計算コ

ード10とし、前者を1)3次元正方形角柱を過ぎる流れ

に、後者を2)有限流路内の 3次元丘陵地形を過ぎる安

定成層流に適用した。本報では紙面の都合上、 1)の計

算結果のみを示す（同様の方法を用いた角柱周りの計

算は文献10)が報告されている）。

格子点数は主流方向、横断方向、スパン方向に 151X

91X51点の等間隔とした。角柱の横断方向長さで定義

した Reynolds数は Re=200,250, 300である。角柱

のスパン方向長さは横断方向長さの 5倍とし、スパン

方向には周期境界条件を課した。 Fig.12に圧力のラ

プラシアンの等値面図を示す。 (a)では角柱後流に規

則正しいカルマン渦列が明確に見られる。一方、 (b),

(c)ではカルマン渦列に 3次元性が見られ、かつカルマ

ン渦列に巻込むように縦渦が出現している。特に (c)で

は(b)と比べて多数の縦渦が出現している。このよう

に対流項補間法を用いた計算コード 9によって角柱後

流の渦構造の Reynolds数による変化、すなわち、カル

マン渦列の 3次元性や縦渦の出現を再現することが出

来た。なお、空間項を全て 2次精度中心差分で近似し

たにも関わらず、計算結果に非物理的な数値振動は一

切見られなかった。

4. 流出境界条件(OBC)の検討

計算流体力学 (CFD) において、流入・流出を伴う

流れ場をシミュレーションする場合は計算領域をある

場所で切断し、そこでの境界条件を与える必要がある。

しかしながら、多くの場合は境界条件として厳密解を

与えることは不可能であり、何らかの形で人工的に境

界条件を与えなければならない。よって、境界条件の

設定は流れ場に与える影響や計算の安定性の観点から

重要な要素になる。その中でも流出境界条件 (OBC)

は重要であり、かつ興味深い問題である。流出境界付

近で最も自然な流れを求めることが計算流体力学

(CFD)の課題である。これまで差分法 (FDM)の流

出境界条件 (OBC)は流れ方向の物理量の変化量 (1

階微分あるいは 2階微分）をゼロとする自由流出条件

（以下 "Neumann条件”と呼ぶ）が主流であった。こ

の方法を採用している計算では上流側に関する議論が

殆どであり、流出境界付近における数値解の振る舞い

や上流側への影響についてはあまり議論されてこなか

った。しかし、計算領域が十分に長く取れない場合に

は流出境界条件 (OBC)の影響は無視できない。最

近、速度場に対する流出境界条件 (OBC) としてゾン

マーフェルト放射条件4) (以下 "SRC"と呼ぶ）が注目

を集めている。そこで本報ではまず Neumann条件と

SRCの定式化を示す。次にこの両者を 2次元正方形角

柱を過ぎる流れに適用し、計算結果を詳細に比較・検

討する。

4.1 Neumann条件と SRCの定式化

Neumann条件は流出境界における物理量の 1階微

分あるいは 2階微分をゼロとし、片側差分近似によっ

て境界値を求める。 1次精度では以下の形になる（但

し、 (19)式は 1次外挿式と同一になる）。本報では(18)

式を採用した。

/Nx=/Nx-1 for f=u, v (18) 

/Nx=2/Nx-I―/Nx-2 for f = u, v (19) 

一方、 SRCの基礎式は以下の形で与えられる。

がが+C-=O for f=u, v (20) at ax 
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(20)式を数値的に解いて境界値を求める。本報では時

間項に 1次精度前進差分、空間項に 2次精度後退差分

を用いた。

f屈 =fJJx-C△t 
2△x 

(3/如

-4/ix-1+/悶1-:0 for f = u , v (21) 

対流速度 Cの取扱いについては種々の方法11)が提案

されており、本報では以下に示す1)-4)を検討した。 1)

-4)で計算結果に殆ど違いは見られなかったが、計算時

間の効率は4)が最も優れていた。以下に示す計算結果

は全て4)を用いたものである。

1) 対流速度 C に流出境界の速度成分 U を用いる

方法

2) 対流速度 C に流出境界の速度成分 Uの算術平

均を用いる方法

3) 対流速度 Cに流出境界の速度成分 U の最大値、

(a)t=10 

(b)t=17.6 

(c)t=30 

Neumann condition SRC 

Fig. 13 Comparison of time evolution of contour lines of pressure (Re= 1000). 
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最小値の算術平均を用いる方法

4) 対流速度 Cに一様流速 U=lを用いる方法

4.2 Neumann条件、 SRCを用いた 2次元正方形角

柱を過ぎる流れ

流出境界を通過する渦の挙動に及ぼす Neumann条

件、 SRCの影響を調べるために、計算コード 2を用い

て2次元正方形角柱を過ぎる流れを計算した。格子点

数は主流方向、横断方向に 151X91点の等間隔とし、

角柱の横断方向長さで定義した Reynolds数は Re=

1000とした。 Fig.13に等圧力線図の時間発展の比較

を示す。但し、両者の計算結果ともに流出境界におい

て平均流量を保存する操作を施した。 Neumann条件、

SRCを用いた計算結果の両者ともに (a)の角柱背後に

双子渦が生じ、それが成長していく過程では計算結果

(a)t=10 
line: SRC 

symbol : Neumann condition 
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symbol : Neumann condition 
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Comparison of distributions of pressure on 

the center line corresponding to Fig. 13 (Re= 

1000). 
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10 15 

Fig. 14 

に違いは見られない。しかし、 (b)の双子渦に不安定が

生じ、大きな渦に融合して角柱から放出されて流出境

界を通過する際には両者の計算結果に顕著な違いが見

られる。すなわち、 Neumann条件を用いた計算結果で

は流出境界付近の渦に非物理的な歪が見られる。一方、

SRCを用いた計算結果では流出境界付近の渦はスム

ーズに流出境界を通過している。 (c)のカルマン渦列型

の周期的な流れにおいても (b)と同様な傾向が見られ

る。 Fig.14にFig.13に対応した角柱の中心線上にお

ける圧力分布の比較を示す。先に述べたように (a)で

は両者の計算結果に違いは見られない。しかし、 (b),

(c)では両者の計算結果に顕著な違いが見られる。特に

Neumann条件を用いた計算結果では流出境界付近の

影響が上流側にまで及んでいる。 Fig.15に圧力に関

する Poisson方程式の解法に関して、本報で用いた

SOR法の反復回数の比較を示す。 (a)では角柱背後の

双子渦が大きな渦に融合し、これが角柱から放出され

て流出境界を通過する時間 (t>15)から SOR法の反

復回数にばらつきが見られる。これは先に述べたよう

に流出境界付近の非物理的な渦（流れ）の挙動を反映

している。一方、 (b)では全時間にわたって計算は安定

に進んでいる。 Fig.16にSRCを用いた計算結果に関

して、流れ方向に 2倍の計算領域を有する長領域の計

算結果との比較を示す。長領域の点線付近と短領域の

流出境界付近における渦の挙動は非常に良く一致して
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(b) long region 

↓ 

Fig. 16 Comparison of contour lines of pressure (SRC, Re= 1000, t= 100). 

Table 2 Comparison of CPU ratio (Re= 1000). 

Combination of OBC CPU ratio 

(a) velocity : eq. (18) + pressure : eq. (18) 1.1 

(b) velocity: eq. (18) + pressure: eq. (19) 1. 7 

(c) velocity: eq. (20) + pressure: eq. (18) 1 

(d) velocity: eq. (20) + pressure: eq. (19) 1.4 

いる。圧力場の流出境界条件 (OBC)に関しても (18)

式、 (19)式の Neumann条件を検討した。Table2に計

算時間比の比較を示す。この図から圧力の Neumann

条件に (19)式を用いた (b), (d)は(18)式を用いた

(a) , (c)よりも計算時間を要することが分かる。ま

た、 (b), (d)に関して、圧力に関する Poisson方程式

の解法に用いた SOR法の反復回数や収束状況は、角

柱から放出された渦が流出境界を通過する際に (a),

(c)よりもかなり悪化することが分かった。よって、

(19)式は圧力の Neumann条件としては不適切である

と考えられる。

5. 結 言

本報では1)デカルト座標系における物体の表現方法、

2)差分形式、 3)流出境界条件 (OBC)の問題を取り挙

げ、差分法 (FDM)における幾つかの知見として整理

した。主な結果はそれぞれ以下にまとめられる。

1) デカルト座標系における物体の表現方法に関して、

物体内部に含まれる格子点上に流速ゼロの条件を課

すのみで、流体領域と物体領域とを区別することな

く計算する方法を試みた。その結果、十分な格子分

解能を有する本報の計算結果では物体からの流れの

剥離や渦構造が明確に捉えられ、その有効性が確認

された。

2) 差分形式に関して、 (a)デカルト座標系、物体適合

座標系 (BFC)のレギュラー格子における多方向差

分法 (MDFDM)、(b)デカルト座標系のスタッガー

ド格子における対流項補間法、 (c)物体適合座標系

(BFC)のコロケート格子における対流項補間法の

定式化を示し、実際の計算に適用した。その結果、

レギュラー格子を用いた通常差分の計算結果と比較

して (a)-(c)の有効性が確認された。特に (b), (c) 

では計算対象、格子分解能、 Reynolds数などに依存

するが、対流項に風上化（上流化）を施すことなく、

すなわち、対流項に数値粘性項を付加することなく

数値振動の抑制が可能であることが分かった。
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3) 流出境界条件(OBC)に関して、 Neumann条件と

SRCの定式化を示し、実際の計算に適用した。その

結果、 SRCは非常に有効であることが確認された。

特に対流速度に一様流速 U=lを用いる方法は計算

時間に関して最も効率的であり、座標系、計算格子

上の変数配置、計算の次元を問わず有効であること

が確認された。

以上から、限られた計算機環境の中でより信頼性の高

い数値解を得るには何に注目して数値シミュレーショ

ンを行なうか（例えば、流れの構造やメカニズムの解

明、あるいは乱流統計量などの乱流性状の予測など）

を十分に検討し、計算対象に適した計算格子、計算格

子上の変数配置、差分形式などを選択することが重要

である。
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