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九州大学応用力学研究所所報第 81号平成 9年

ピン継手による複合材料積層板接合部の

2次元接触応力解析について

肖 毅＊注文学＊＊

高雄善裕＊＊＊

概 要

ピン継手による複合材料の接合部の設計には，あらゆる構造上の設計と同じように，応力分

布を確定する方法と適切な破壊基準が必要となる．本研究では，有限要素法と積層理論を用い，

ピン継手による CFRP積層板の接合部における 2次元接触応力の解析を行った．摩擦力を含め

た接触問題の解析には，各繊維強化層の繊維配向角による接触面の摩擦係数の変化を取り入れ

た．また，接触界面の摩擦と滑りに注目し，摩擦係数及び積層構成が接触応力分布に及ぼす影

響を報告する．

Key words: CFRP, Pinned-Joint, Contact Stress, Frictional Coefficient, Fiber Orienta-

tion 

1.緒 言

複合材料の利点の一つは一体成形性であるが，実際の構造部材として用いる場合，完全な一体構造に

することは不可能で，他の複合材料あるいは他の材料との結合が必要となる．継手様式のなかで，ピン

あるいはボルトのような機械的継手はその簡便さや機能性の点からよく用いられている．このため，複

合材料の主要構造要素である積層板のピン継手接合部における応力状態・破壊様式・強度予測に関する

多くの研究が行われてきた1)-10)• 

ピン継手による複合材料積層板の接合部の設計には，あらゆる構造上の設計と同じように，正確な応

力分布を求める方法！）～3) と適切な破壊基準4)が必要となる．しかし，ピン継手には接触現象の占める割合

が大きいと予想され，ピン穴周りの応力分布の解析はより一層困難なものとなっている．

従来の多くの研究は応力関数を用いた解析と有限要素法を用いた数値解析に大別される． DeJong5> 
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は直交異方性の無限弾性板中の円孔に剛体ピンを挿入し，剛体ピンに加わる負荷方向を変えたときの応

力分布を複素応力関数を用いて計算した．また，同様な手法で HyerとKlang6)は円孔部とピンとの間の

摩擦力の影響を解析した．しかし，上述の方法では負荷条件や幾何条件などのパラメータが複雑な問題

や摩擦係数が場所により変化する問題を解析するのは難しい．そこで，この欠点を補う意味で有限要素

法による応力解析の研究が活発に行われている．

これまでの有限要素法による接合部の多くの応力解析では，負荷穴の周辺にコサイン形の接触圧力分

布を仮定したり 1)，接触面法線方向の変位を拘束したりなど2)，円孔周辺での境界条件に多くの試みが行

われてきた．そして，これらの研究では，応力分布とこれに及ぼす諸パラメータの影響，さらに破壊現

象との関連が詳細に議論されている．しかし，接触領域，接触応力あるいは変位を与えられた条件と考

えており，接触の取り扱いに疑問があり，ピンと円孔間の現実的な応答が充分に再現されているとは言

い難い．

WilkinsonとEriksson7J,s)らはこれを摩擦力を含む 2次元有限要素法の非線形接触問題として取り扱

い，直交異方性積層板の接触応力に対する摩擦係数の影響を調べている． Yogeswaren9)らは，動的及び

静的な摩擦係数を用い，接触応力分布への影響を検討した．最近， Chen10)らは 3次元有限要素法による

非線形接触問題の解析結果を示している．しかし，これらの研究7)-10)においては，異方性体あるいは積

層板における摩擦係数を一定値として取り扱っており，複合材料における摩擦の基本的な性質である摩

擦係数の方向依存性が反映されていない．また，単に摩擦作用下での応力分布のみが示されているだけ

で，破壊問題との関連についての議論が行われていない．

そこで，本研究では，積層板の各繊維強化層の繊維配向角によって接触面の摩擦係数が異なる現象11)

を取り入れた CFRP(Carbon Fiber Reinforced Plastics)積層板ヒ°ン接合部の解析方法を提案する．

ピンと円孔の接触界面に着目し，摩擦係数及び積層構成が円孔付近の 2次元接触応力分布に与える影響

を積層理論を用いて検討した．なお，接触問題の解析には，有限要素法汎用コード MARCを使い，増分

型の解析を行った．

F
 

Su 

(a) (b) 

図1 接触問題のモデル
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2. 接触問題の解析

2. 1 仮想仕事の原理の適用による有限要素法の平衡方程式導入

図 1に二つの物体の接触問題を概念的に示す．物体A とBはある外力条件のもとで互いに接してお

りかつ平衡状態にある． QAと幼は物体A とBの領域， Scは接触境界，ふは変位拘束境界，ふは外力

作用境界である．図 1(b)は図 1(a)に示す接触境界面 Scの拡大図である．物体A とBが接触するときの

接触対応接点を知，几とする． Px,PY,かは接触力の局部座標成分， i=x,yは接触面内のすべりの 2方

向， i=zは接触面の法線方向である．接触力かにかかわる増分型の仮想仕事は次の式で与えられる．

f,584cd9=fVT84udV+ii F84uds+iCP84uds (1) 

ここで， <J,€, u, T, F, pは応力，ひずみ，変位，物体力，表面力，接触力のテンソル及びベクトルで

ある．以降，太字表示はベクトル，テンソル，あるいはマトリックスを表すものとする．また， 4は増

分量を表す．

上式の右辺第一項の物体力を省けば，有限要素法による剛性マトリックス方程式は，

[K]{Llq}={LIF}+{Llp} (2) 

となる．ここで K は物体の剛性マトリックス， 4qは節点変位増分ベクトル， 4Fは節点外力増分ベク

トルである．右辺第 2項 4pは接触面に対応する節点接触カベクトルを表す未知量である．このため接触

面の境界条件を追加することが必要である．

上式(2)を解く方法として，本研究は次のような部分マトリックスの形式で書き換える．すなわち

[K]｛4q}＝［ Ku k[C]｛4q]＝｛叫
klCT KCC 4qC 4pc 

(3) 

下添字 C は接触境界面上に節点に関する量で， lはそれ以外の節点に関する量である．上式により，次の

ような接触剛性を表すマトリックス方程式

[K*]{Llqc} ={L1F1 *} + {Llp』 (4) 

得られる．ここで，［K*]は接触境界等価剛性マトリックス，｛4F?｝は節点の等価節点外カベクトルであ

り，それぞれ次のように表せる．

[K*] = [Kee]-[Kze「[Ku]→[KlC]

{LlFi*} = -[Kzc「[Ku『{LlF1}

{4ql}＝［Ku]→({4FA-［Klc]｛4qJ) 

2.2 接触面の境界条件

(5) 

(6) 

(7) 

接触する面の境界条件は 3つに分けられる．それぞれについての節点力増分4pと節点変位増分4q

に関する条件は次のように与えられる．

(a) 開口状態 接触面が自由境界となるとき，両面の表面力はすべて零，すなわち

4如＝0，4四＝0 (i=x, Y, z) (8) 

ここで，添字 a,bは物体A,Bを表し， i=x,Y, zは局部座標系である．
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(b) 一体接触 この場合，表面力及び変位がともに接触面で連続しているので，

ilPai+ i1如＝0 (i=x, y, z) 

ilqa;=ilqb;+ A; (i=x, Y, z) 

となる．ここで At・ は両面間の初期ギャプである．

(c) すべり接触 この場合表面力は接触面で連続しているので，

4Pat•+4如＝0 (i=x, y, z) 

であるが，変位は面の法線方向でしか連続していないので，

4qat·=4qb2•+A,. （i=z) 

すべり面 (i=x,y)の変位の連続条件の代わりに，摩擦力と法線力の関係

―μiJPaz+ i1如＝0 (i=x, y) 

を使用する．ここでμは摩擦係数である．

これら(a)-(c)の境界条件を接触面の対応する接点ごとの状態に応じて使い分け，前項の増分型仮想仕事

原理より導出された接触剛性方程式(4)に代入する．なお，接触状態は当初(a)開口状態であると仮定し，

(9) 

(10) 

(10 

(12) 

(13) 

物体のオーバーラップが起きたときに，（b）一体接触状態とし，すべり方向の摩擦力が(13)式の限界を超え

たときに(c)すべり接触状態にする．その後，接触面の垂直圧縮応力が負，あるいは，すべり方向摩擦力

が(13)式の限界より減少したときは，それぞれ(a)あるいは(b)の状態に戻して解析を行う．

2.3 剛性方程式への境界条件の導入

有限要素法に接触面の境界条件を組み入れる方法についてはすでにいくつかの報告がある 12),13)•ここ

では接合要素という仮想要素を用いる方法について述べる 14).

上述の接触境界条件式(8)~(13)を次のように，接触面上で対応する節点間（ここでは簡単のために 1 組

の節点の接触を考える）の接合要素の剛性マトリックス方程式として表す．

表 1 式(15)の係数の詳細

接触 ex n ey n ez n 

条件 n= 1 2 3 4 5 n= 1 2 3 4 5 n= 1 2 3 4 5 ezx e,,y 

開口

゜゚
1 1 -1 

゜゚
1 1 -1 

゜゚
1 1 -1 

゜゜一体 -1 1 

゜
1 -1 -1 1 

゜
1 -1 -1 l 

゜
1 -1 

゜゜すべり

゜゚
1 1 -1 

゜゚
1 1 -1 -1 1 

゜
1 -1 +μ +μ 

接触 Ai 4Ri 

条件 Ax Ay Az 4Rx LlRy LlRz 

開ロ

゜゜゜
4rx 4ry 4rz 

一体 Ax Ay Az 4加 4加 4Pz 

すべり

゜゜
Az 4rx 4乃 4rz 
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exl。-ezx Llqax 4Pax 

0...... 0 o eyl -ezy Llqay LlPay 

゜゚
ez 1 4qaz 4Paz 

ex2。ezx 4q紅 4p紅

゜ ゜
0 eげ ezy Llqby ＝ 如y~ (14) 

゜゚
ez 2 iJqbz 4p泣

ex 5 

゜
0 ex4 0 0 ex3 0 

゜
4Rェ Ax 

゜
ey5 0 o ey4 0 o ey3 

゜
LJRY Ay 

゜
0 ez5 0 0 ez4 0 

゜
ez 3 4Rz Az 

4凡は式(4)の 4pを書き換えるために，登場させた未知量で，表 1に示すように接触条件に応じて，接触

カ4p（ここでは 4加等しくとっている）になったり，接触対応接点間のずれ 4r，すなわち

血ai-4qbi=4乃 (i=x,Y, z) 

になり，式（l仰の他の値も境界条件に応じて表 1に示す値をとる．

式(1りより接触力は 4Riにより次のように表せる．

(15) 

{4加｝＝『：xl o o yl =／］璽｝＝一{4四｝＝ー[。:2::；鳳｝ ( i~x, y, z) (16) 

接触面上の節点を N組と考え，上式によって表されたすべての接触力を式(4)に代入すると次のような最

終の接触剛性方程式が得られる．

クツリ卜マ性剛価等の体哄名月接各た
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ここで， 2〔〕は対角方向に 3X 3の部分マトリックスを並べた 3NX3Nのマトリックスである．よっ
N 

て，最終の各接触体の節点変位は式(7)によって得られる．

3.接触面摩擦係数の評価

接触面摩擦係数を評価するためには，幾つかの問題を解決する必要がある．積層板の表面では通常最

大負荷方向に繊維が並べられている．後述の図 3の円孔を接触点から周方向にたどるとき，円孔端面の

繊維形状は円から楕円になり， 90度進んだ位置では繊維を側面から眺める状態になる．積層板であるの

で，この変化は層ごとに変わる．最初の問題は，一方向強化材単層板の摩擦係数が繊維方向と面のなす

角度の関数としてどう表わされるのかということである．さらに，単層板の摩擦係数が求められたとき，

これを積層板にどのように適用するのかという問題がある．前者については，筆者ら 11)の結果について

簡単に触れ，後者について詳述する．

3. 1 繊維配向と摩擦係数との関係11)

CFRP一方向強化材試験片と相手ピン炭素鋼の乾燥すべり摩擦実験を行い，図 2に示す繊維方向と摩

擦係数の関係を求めている．

ここで 90度は繊維形状が円に見える端面で， 0度は繊維が面に平行に並ぶ面である．いずれの角度に

おいても，粗い仕上げ面で摩擦係数は大きくなっている．角度が増すにつれて，摩擦係数はやや下に凸

になりながら増加する．摩擦係数の増加する量は滑らかな＃ 2400仕上げ面では小さくなる．

--0-―・研磨紙＃800

ー•ーー研磨紙＃ 1500
ー一△ーー研磨紙＃2400

n
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図2 繊維方向と摩擦係数との関係
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k=n 

k=1 

図3 有孔積層板

3.2 積層板端面の摩擦係数

前項より，摩擦係数に繊維方向による異方性があることが示された．ここでは，積層板穴周りの接触

面の摩擦係数を求める方法を提案する．まず図 3のように各層の繊維方向が任意の n層からなる積層板

（ただし上下対称で，接触面の法線方向をxとする）を考える．積層板全体の摩擦係数 μcはクーロン摩

擦の定義により次のように表せる．

N 
応年1)rxy(K)

µc=—立＝ k＝] 

Nx  n 

〗（忍一Zぃ）びx(k)
k=I 

(19) 

ここで， NxとNxyは応力 dェと国を板厚にわたって積分した合力である．肩カッコの (k)の厚さ方向の

Zk-1から忍に位置する K番目の層を示し， K番目の層が滑っている時，そのせん断応力はクーロン摩擦

係数μ位）を使い次のように表せる．

むy
(k) _,,(k) _ (k) =μ(Jェ (20) 

また， K番目の層の垂直応力を

6ェ(k)：：：：：：： Eェ(K)Cェ(k) (21) 

と近似する．ここで， Ex(k)はK番目の層の繊維方向から 0傾いた xy座標系における X方向の縦弾性率

で，

1 =_Lcos乃＋（ l＿旱）sin20cos 20＋j;sin乃
EX  EI  G12 EI  E2  

(22) 

ただし， E1,E2, G12, 叩は一方向材の主軸方向での材料定数である．積層理論により各層のひずみ €x(k)

は等しいと仮定する．式(19)は式(20),(2Dより

>(zk - Zk-I) μ(k) Ex  (k) 

μc= 
k=I 

〗 (zk ー王）Ex(k)
k=I 

(23) 

となる．ここで，氏には単純な加算則が成り立たないことに注意されたい．

積層板の円孔の加工表面仕上げは，研磨紙＃ 800による表面仕上げの状態に近いと考えられる 11)．図 2

の研磨紙＃ 800による実験データをもとに積層板 [0/90hs及び擬似等方性積層板 [0/士45/90]sの摩擦係

数 μc(0)を求め，図 4に示している．横座標の角度は最外層の繊維方向と摩擦面のなす角度を意味してい
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[0/士45/90] s 

- - -[0/90)2s 

⇒ 0 0.38 

呈5 

0.36 

0.34 

0.32 
ち

>蓄
0.3 
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圏4 円孔周辺の積層板端面の摩擦係数分布

る． 45度を挟み対称になる．積層構成により摩擦係数の違いが見られる．擬似等方性積層板 [0/土45/90]s

では o,45, 90度の位置で高い摩擦係数が得られる．［o/90bのクロスプライでは 0,90度で高い値が得

られる．いずれも，繊維方向の高い剛性とその端面の高い摩擦係数が式(23)から理解できるように相乗的

に働いたためである．

4.有限要素法解析

本研究では，ピンと円孔の間の接触力を考え， CFRP積層板接合部の 2次元有限要素法による解析を

行う．

4. 1 解析モデル

図5は，ダブルラップ接合方式の中間ラップのみを取り出したもので，これを解析モデルとする．表

面層の繊維方向は長手方向であり，図中の 0゚あるいは X方向に対応する．ピンの中心の XY両方向を拘

束し，右端に X方向引張等分布負荷 6o=P/Wtを加えている．なお，解析対象物の対称性を考慮し，そ

の半分を図 6のように分割し， 4節点アイソパラメトリック要素を使用した．異方性の材料定数と積層

理論を使い， 8層の積層板の材料定数を計算する．この結果，［0／士45/90]sの場合は等方性のアイソパラ

メトリック要素による解析となる．ピンの中心節点の 0のXY両方向を拘束し，その他， AB上すべて

の節点は Y方向の変位のみ拘束， X方向は自由，境界 BCには X方向に等分布負荷 6x=6oを加え， B点

を除く Y方向は自由，境界CDとDAのCとAを除く節点は両方向とも自由とした．半径OEの円弧

EFには 2重節点を設けているが，円弧EGのみに接合要素を挿入しており， 2.2項の接触条件を適用し

た．解析に使用した CFRP一方向材（カーボン／エポキシ樹脂系）とピンの材料を表 2に示す．
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図5 ダブルラップ接合部の諸パラメータ

表 2 解析に用いた材料定数

Material E1 E2 E12 V12 

(GPa) (GPa) (GPa) 

CFRP Lamina 142.5 10.5 5.2 0.32 

Steel Pin 206 206 0.31 

D ↑y C 

ー ：P 

公 1 r A鉛 公
二

X 

A
 

E O F B
 

図6 メッシュの分割

4.2 解析結果と検討

摩擦係数及び積層構成が接触応力分布に及ぼす影響を評価するため，積層方向に平均した円孔周りの

接触応力，つまり半径方向応カ (Jr，円周方向応カ (Jo及びせん断応力いを求めた．特に，断らない限り，

初期すき間はゼロのものである．なお，応力値は (Jb((Jb=P/Dt)で無次元化している．［0／士45/90]sの接

合部の変形の様子を図 7に示す．図に示す変形は実際変形量の 25倍に拡大している．この結果は (Jo=

50MPaによるもので，図 8,9の［0／土45/90]sの応力状態に対応している．積層板の円孔部分には接合

要素が 11個， 9゚ 間隔に配置されている．最初の接触点 Eを1番目とするとき， 11番目が 90度 Gの位置

になる． 1-3番目は一体接触状態， 4-8番目はすべり接触状態， 9-11番目は開口状態にある．
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図 7 解析結果の一例
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固8 摩擦係数の影響(1)
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図 9 摩擦係数の影響(2)
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4. 2. 1 摩擦の影響

図8に積層板 [0/90]zs及び［0／土45/90]sの穴周りの接触応力分布を示す．横軸の角度 0はピンと積層

板の接触中心をゼロにとったものである．摩擦係数 μc=Oとμc=0.27の結果を，今回の図 4に示した μc

=f(0)による結果とともに示している．μを一定とする方法は従来よく使われてきた．なお， μc=0.27は

図2に示す＃ 800のμ(0)の単純平均にほぼ対応する．まず， μc=Oと他の結果との比較より，摩擦が積層

板円孔の接触応力に強い影響を与えることがわかる．特に， 0=20~80゚ のいと 0=0~45゚の 6。および

6rに顕著である．摩擦により，せん断力が発生し， 0度位置での周方向応力び。が著しく緩和される．垂

直応カ (Jrの0度位置での緩和は 6。の減少に対応したポアソン効果によると説明できる．図 8(a)の

[0/90]zsの場合，平均的な摩擦係数を一定値として与えても，よい近似の接触応力分布が求められた．こ

れに対し，図 8(b)の[0/土45/90]sの場合， μc=0.27とμc=f(0)の違いによる影響が見られた．

μc=0.27とμc=f(0)に対する [0/90]zsと[0/士45/90]sの結果の違いについては以下のように考えて

いる．ピン継手の円弧部分は，接触の中心部分（今回の円弧の 0度位置），すべりの大きい部分 (90度位

置），その中間 (45度位置）に大別される．接触中心では，接触面に対する垂直応力は大きいが，すべり

が少なく，一体接触状態である．つまり，摩擦係数はその限度まで働いてはいない．一方， 90度位置で

は垂直応力がかなり小さく，摩擦係数は限度まで働くが摩擦力自体が小さい．この概念は図 8の結果に

も現われており，せん断力は 0度と 90度位置で小さくなり，垂直応力は 90度で小さくなっている．こ

れに比べ， 45度位置はその中間にあり，垂直応力も小さくはなくすべり量もあり，摩擦によるせん断力

が有効に働く領域と期待される．このような変形上の特徴が指摘できる．そこで， 45度層がある積層構

成，つまり剛性が大きくその端面の摩擦係数が大きい 0度層を 45度位置に配した［0／土45/90]sでは，摩

擦の効果が強調される可能性がある．これが図 8(b)に現われるかと思われる．［0/90]zsでは 45度位置の

剛性が小さく摩擦係数もさほどではないため， 45度位置が持っている変形上の特徴があまり顕在化しな

かったと思われる．

また，摩擦構造では接触面に比較的滑らかに応力集中を避けてせん断力が分布し，摩擦係数の局所的

変化は応力分布にあまり対応せず，全体的な摩擦，つまり平均的な摩擦係数の果たす役割が比較的大き

いと予想される．このことは [0/90]2sで圧＝0.27とμc=f(0)の結果がほぼ等しいこと，［0／土45/90]sで

差が余り大きくないことを説明していると思われる．

図9はHounbogenらの研究15)データを使用した場合の結果である．ここでは摩擦係数は繊維方向に

より図 2とほぼ同様に線形に変化するが， 0=0゚で μc=0.35,0=90゚で μc=0.64,とかなり大きな値とな

っている．単純平均と今回の式(22)による違いが顕著になってくる．特に，［0／土45/90]sのいは 0=45゚位

置で 15％ほど違っている．

4.2.2 積層構成の影響

積層構成の影響を比較するため，［0/90]2sと[0/士45/90]sの接触応力の分布を図 10に示した．摩擦係

数は本研究で提案した方法により定義している．［0／土45/90]sが全体として荷重を支える傾向を持つの

に対し，［0/90]zsは接触点に近い方で荷重を支える傾向にある．このため[0 /90 Jzsの45度以下でのびrと
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図10 2種積層構成の比較

これに対応するいが［0／土45/90]sより大きくなっている．さらに[0/90hsの45度以上での 6rといが

小さいため，荷重は主に (Joで支えられび。が大きな値を示していることが図 8よりわかる．

5.結 論

有限要素法と積層理論を用い， CFRP積層板ピン継手による接合部における 2次元接触応力の解析を

行った．複合材料の摩擦係数の異方性を取り入れた接触解析方法を提案し，摩擦係数及び積層構成が円

孔付近の接触応力分布に与える影響を調べた．その結果以下のような知見が得られた．

1.積層板の摩擦係数は各層の単純平均ではなく，接触面に垂直な方向の縦弾性率の重みを付けた平均

値で表せる．

2. この結果，摩擦係数は，ピン継手問題の場合，積層板円孔における位置の関数として定義され，積

層構成により摩擦係数分布は異なる．

3.擬似等方性 [0/土45/90]s積層板では，従来の単純和の結果と大差ない 2次元応力分布が得られる．

摩擦係数のレベルが大きい問題では差が顕著になってくる．
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