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九州大学応用力学研究所所報第80号平成8年 ー

4倍高調波共鳴近傍での弱非線形表面張力重力波の

定常進行波解の安定性

加藤由紀＊岡村 誠t

及川正行i

概要

2次元的な深水表面張力重力波において， 4倍高調波共鳴に近い場合に，基本波とその 4倍

高調波の振幅のゆっくりとした時間空間発展を記述する弱非線形方程式を導出した．この方程

式を用いて，定常進行波解の線形安定性を調べた．基本波と 4倍高調波の振幅が同じオーダー

であるような定常解は，不安定であることがわかった．振幅の 3次までの近似では， 4倍高調

波に対する変調不安定を見出した．振幅の 4次までの近似では，さらに， 4倍高調波共鳴に関

係した新しい不安定を見出した．

Key words : Capillary gravity waves, Fourth harmonic resonance, Progressive waves of 

permanent form, Stability 

1.はじめに

2次元的な深水表面張力重力波は，無次元表面張力係数

r= Tk名g (1.1) 

の値によって様々な共鳴がおこることが知られている．ここで， Tは表面張力係数を流体の密度で割っ

たもの， gは重力加速度，そして K。は代表的な波数である．特に r= 1/NのときはN倍高調波共鳴が

おこる． ChenとSaffman1)は，ァが1/Nに近い場合に，基本波とその N倍高調波が同じオーダーであ

るような定常進行波解が存在することを示した．ここで，定常とは，一定速度で動く座標系において時

間的に変化しないという意味で使っている．このような定常進行波解を， combination(1, N) waveと

呼ぶ．また，基本波の振幅を 0(€) としたとき N 倍高調波の振幅が 0（ぎ）であるような定常解を， pure
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waveと呼ぶ． ChenとSaffmanは，ァー1/N=0(＃）のときに， N倍高調波の振幅が O(EN-2)であるよ

うな定常解の存在も示した．

これらの定常解の安定性については， Ma2)がZakharov方程式を用いて N=2の場合を調べた．その

結果， combination(1, 2) waveは安定であり，一方purewaveはcombinationwaveが存在しうるよ

うな領域で不安定になることがわかっている． N=2以外の場合の定常解については，著者等の知る限

り，その安定性は調べられていない．

著者等は最近，弱非線形の近似をせずに基礎方程式を数値的に解くことにより，0.05srs0.2の範囲の

定常解に擾乱を加えたときの時間発展を調べた3)．弱非線形の近似をしない場合の定常解においては， r

= 1/N の近傍で，基本波の振幅を 0(€) としたとき， N 倍高調波の近傍（つまり，…， N-1, N, N+l, 

…倍の高調波）の振幅がおよそ O(EN-2)程度になる．このような定常解に擾乱を加えると，波数N の近

傍の波が成長することがわかった．このような高調波成分の成長を説明することが，本研究の一つの動

機である．

本論文では， r= 1/4近傍での combination(1, 4) waveの安定性を調べる． ChenとSaffmanによ

ると， purewaveから combination(1, N) waveへの分岐図は， N= 2, 3, 4では大きく異なるが， N

~4 のときの分岐図は N=4 の分岐図と同じである．従って， combination (1, 4) waveの安定性を調

べることは，表面張力が小さい (rsl/4)一般の場合を扱う糸口になると思われる．

McGoldrick4)は，高調波共鳴が起こるようなあるモデルに対して， N= 2, 3, 4, 5について，基本波

とN倍高調波の振幅の時間変化を近似的に記述する方程式を導出した．我々は，水の波の基礎方程式を

もとにして，振幅の時間的変化のみならず空間的変化をも許すような方程式を導出し，その方程式を使

って定常解の安定性を調べる．

2.振幅方程式の導出

非粘性非圧縮流体の2次元的な非回転運動は，次の基礎方程式で記述される．

紅紅——+-- ＝0, (-ooくy勺 (x,t)) (2.la) 紀 ay2

翌—→ 0, (y→-oo) 
ay 

(2.1 b) 

並＿蝕—＋翌~ = 0, (y＝如， t)) (2.lc) at ay'ax ax 

璧＋ r;-r信[1+（鷹）2］―象+t[（璧）2+ （ ~r] = 0, (y = r;(x, t)) (2.ld) 

ここで， X は水平座標， yは上向きを正にとった鉛直座標である． ¢(x,Y, t)は速度ポテンシャル， r;(x,

t)は水面変位である．方程式系(2.1)は，代表的な空間スケール ko-1と時間スケール(gk。)一1/2によって無

次元化されている．無次元化された表面張力係数rの定義は，（1.1)に示した．

速度ポテンシャル¢と水面変位りは，以下のように展開できるものと仮定する．
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¢=[A。+〗ふexp(ny)exp (ni0)] +c.c., 
n=l 

］ 
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(2. 2 a) 

り＝［Bo十凶Bnexp(ni0)] +c.c., (2.2b) 

ただし，

0 =x-(J}t (2.3) 

である． c.c.は前の項の複素共役を表す．波数が1の波と 4の波が大きく，他の波数の波はこの 2つの波

の相互作用によって作られるものと仮定する．つまり，微小パラメタ €~1 を用いて

ふ， Bn= ［：：:[：二':3, 5, 8 
とおけるものとする．また，振幅はゆっくりと変化するものとする．

ふ＝ふ(€X, €y, €t), 

Bn= 凡（€X ， €t) ．

さらに，表面張力係数rを

(2.4) 
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r=アo+ア2+…

のように展開する．ただし， Yn= O(en)とする．

以下では，（2.1a), (2.1 b)及び(2.1c), (2.1 d)をy=Oのまわりに展開した式に，（2.2),(2.6)を

(2. 6) 

代入して，各フーリエ係数をゼロとおき，€の各オーダー毎に逐次近似していって， A1 と A4 の支配方程

式を導出する．

まず 0(€）で， exp(i0)の係数から

砧＝ l+ro,

exp (4i0)の係数から

1 
砒＝—＋4 アo
4 

を得る．この 2式が両立する条件から

1 
アo= -
4 

と決まる．また， このとき，

2 B1＝一品iA1+ O(c2), 
5 

2 
B4＝一おiA4+0（ざ）
5 

となる．

次に 0（ざ）まででは， exp(i0)の係数から

0A1 7 rr=oA1 
--＝--品--
Ot20  8x 

+o（ざ），

(2. 7) 

(2. 8) 

(2. 9) 
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(2.12) 
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B! ＝斎晶iふ＋羞品讐＋0（€り，

exp (4i0)の係数から

誓＝一炉警＋0（ざ），

(2.13) 

B4=½品iA4—贔品警＋0（ざ）

を得る． 0（ざ）で， exp(ni0)(n= 0, 2, 3, 5, 8)の係数からは

Bo= 0（ざ），

3 
A正一品iAr+O（ざ），
5 

Bz = -2Ar+O（ざ），

ふ＝ー4品iAtAけ 0（ざ），
B3 = 12AtAけ 0（ざ），

A5= -6品iA凶＋0（ざ），

Bs = 8A凶＋0（ざ），

ふ＝ 96 35 品iAI+O（ざ），

B8 ＝鱗AI+O（ざ）
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(2.16i) 

を得る．ただし，（）＊は（）の複素共役を意味する．これらの結果を， 0（ざ）までの exp(i0)及びexp(4i0) 

の係数に入れると，

aA1, aA1 況4.1
布―+a1互戸ia2~+i尋＋ia41Ail2A戸ia砂闊＝ 0,

訊 4,,.,aA4 麟
at ＋か十i/32ax ax2 +i/33Aけ i/341A4闊＋i/35|A出A4= 0 

(2.17 a) 

(2.17 b) 

を得る．係数a,/31, a29 /32,…は実数である．これらの値は，付録に書いてある．係数必，応は Y2に

依存することを注意しておく．（2.17)は，波数1と4の波の相互作用を表す最低次の方程式である．

さらに 0(€りまででは， exp(ni0)(n = 2, 3, 5, 8)の係数から

A正永品iAr—誓(At)国＋讐おA1讐＋0（ざ），

B2= -2Af-1528⑮i(At)凶＋8凶誓凸＋0（ざ），
25 

ふ＝ー4品iA凶誓A←詈おA4誓＋冒品M誓＋0（ざ），

B戸 l2AtA4—誓品iAf―誓iA誓＋紐A誓＋0（ざ），

A5= -6品iA山＋彗晶A誓＋晨品A1璧i-+O（ざ），

(2.18 a) 

(2.18b) 

(2.18 c) 

(2.18 d) 

(2.18 e) 
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8A1 
B5 =8A心＋8iA4~+2iA1

8A4 
8x 8x 

+o（ざ），

ふ＝
96 348 8A4 
ー一設iAi-
35 1225 

品A4--
如
+o（ざ），

B8＝鱗ぷ＋かA4聾＋0（ざ）
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(2.18 f) 

(2.18 g) 

(2.18 h) 

を得る． これらを exp(i0)及びexp(4i0)の係数に入れると， 0（ざ）までの近似で次の方程式を得る．

0A1 
+a1 
0A1 --＋ • 

02A1 
~+ a1~+ ia2~+ia3A1 + ia41A闊＋iaslA41九＋a6

o3A1 
ox3 

+a汁閏讐＋疇誓＋aglA412讐巨a10A心誓＋auA1At讐＋a12(At)凶

+ia13伍｛羞IA叶＋叫 ~IA氾｝］Ai=O,
aA4 麟麟 がA4
at ＋必十i/J2ax ax2 +i/J凶＋i/J41A氾A叶 ifJ5|A『Aげ茄 ax3 

2 aA4, n A 2 aAt, n I A 12 aA4, n A A aAt 鱗＋創A412~+/J凶＋/J9IA1|--＋伽A凶＋/J11A国＋釦At
ax 0x ax ax ax 

+i/J13［叫羞|A叶＋叫羞凶叫A4= 0. 
ただし，社はヒルベルト変換

(2.19 a) 

(2.19b) 

1 
加 (x)}= -¼p.v.1 

00 /(t) 
dt 

冗—oot-x 
(2. 20) 

を表す．係数年か， a2，臨…は実数である．これらの値は，付録に書いてある．係数ahか，必，応

のみが， Y2に依存する．（2.19)の年，珈を含む項を導出する際， 0（ざ）までの會ぎの値が必要になる．

この値を求めるには， exp(Oi()）の 0（ざ）までの係数から得られる境界条件

aA。
ay 
→0, (y→-00) 

誓＝心羞(IA冑十41A計），（y= 0) 
の下で， 0（ざ）までで得られる

a2A。a2A。
＋ み:2 I ay2 = 0, (-ooくy:c;:O)

を解けばよい．（2.22)を解くと， y=Oで

aA。 1n, (a 
戸ー＝訳｛冠(IA旧十4IA出）｝

(2.21 a) 

(2.21 b) 

(2. 22) 

(2. 23) 

となる．

0（ざ）まで考慮した場合は，（2.17a)のすべての項に A1が含まれ，（2.17b)のすべての項に A4が含ま

れていた．しかし，（2.19b)にはA4を含まない項が入っている．したがって， 0（ざ）まで考慮した場合

には，もともと波数4の波がないときでも，波数1の波から波数4の波が作られることが期待される．

ここまででは， A1,Bi. A4, B4 が 0(€) であるという仮定の下に 0(€りまで考慮した式 (2.17) と 0（ざ）
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まで考慮した式(2.19)を導出したが， A1,B1 = 0(1:), A4, B4 = 0信）と仮定しても，同様の式が導出

できる．導出の詳細は省くが， 0（ざ）まで考慮したとき A1,A4は次の方程式に支配される．

0A1,.. 0A1 麟——+a— +ia2-½t¥-+ i a3Aけ ia4IA1『A1<Jt I Ul  OX 1,u:2 <JX2 

+a?望＋a叩誓＋砂誓＋ia13疇 A1l2い＝ 0,

誓＋B誓＋i/32芦＋iB凶＋i劇A闊＋伽At=0. 

係数 a1,ふ， a2,/32,…は実数である．これらの値は，付録に書いてある．

3.定常解の安定性

方程式(2.17), (2.19), (2.24)は，いずれも空間的に一様な解：

ふ＝心xp(-iWit)

A4 = A4exp (-i i½t) 

(2.24 a) 

(2. 24 b) 
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を持つ．ただし， A1，ふは複素定数， Wi, w4は実定数である．これらの解は，もとの系(2.1)におけ

る定常進行波解を表し得る．この節では，上の 3種類の方程式において(3.1)の形で表されるもとの系

(2.1)の定常進行波解に対応する解を求め，その安定性を調べてゆく．

3. 1 O(Eりまで考慮した combinationwave 

(2.17)は， A1,A4 = 0(1:) と仮定して， 0（ €3) まで考慮した方程式であった．（2.17) に，（3.1) を代入

すると，周波数 Wiとmが次のように求まる．

剛＝必＋叫ふ『＋叫A手，

訊＝応＋位IAl2十品IA汎

この解が，もとの系において定常進行波を表すためには，

l½=4Wi 
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(3. 3) 

でなければいけない．この条件を満たす一様解(3.1)は，もとの系(2.1)の定常進行波解に対応するので，

以下では，この解を“定常解”と呼ぶことにする．条件(3.3)に，（3.2)を入れると，定常解の複素振幅

に関する条件が次のように求まる．

(4山一品）IA1ド＋（4a5＿ふ）関オ＝応ー4必． (3. 4) 

この条件の右辺は

釦 4必＝讐鼻 (3. 5) 

であり，左辺の係数4山一品と 4asー出はいずれも正である．したがって， y2:c;;:Oのとき，式(3.4)を満た

す解は存在しない． r2>0のときは，（3.4)を満たす解CIA1I,IA4|）が存在して，そのような解の集合は楕

円をなす．（3.4)は， ChenとSaffman1)が導出した combination(1, 4) waveの条件と一致している．

ア2= 0.0001及び Y2= 0.001のときに，（3.4)を満たすIA1IとIA41の関係を図 1に示した．ア2が大きく
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なると，定常解の振幅も大きくなることが

わかる．ア2= 0.0001のときの幾つかの解に

対応する水面変位を図2に示した．水面変

位は，（2.2b)において 0（ざ）までとったと

きのものである． ChenとSaffmanは，

crestに関して対称な波形を仮定したが，

我々はそのような仮定をしていない．した

がって，複素振幅ふ，A4の位相は任意にと

れる．図2に示した波形は， A1とA4の位

相差が0の場合の波形である．このとき波

形は，crestに関して対称ではないことがわ

かる．

以下では，この定常解の線形安定性を調べる．定常解に

I A1 I 

0.02 

0.01 

゜

一l l l 一一一一l ＼ ＼ ＼ ＼ ＼ ＼ ＼ ＼ 

0.005 0. 01|  Â4 | 

図1 0（ざ）まで考慮したときのcombinationwaveに

おける IAIと1ふIの関係．実線はア2=0.0001,破
線はア2=0.001を表す．

A1 = A1(l五）exp(-i加＋渇）

A4 = Ail +a4)exp (-i加＋i仇）

‘,＇／‘,'‘ 

a

b

 

6

6

 

．
．
 

3

3

 

（

（

 

のように微小擾乱a1,01, a4, 04を加える．これを，（2.17)に代入し， a1,01, a4,仇について線形化

し，実部と虚部に分けると，

~J_~,~＿謬
Ot +a1 0x a2 8x2 =0 

亙砂和1+dl +a2 at I Ul  QX 1'-'>! 0X2 +2叫A贔＋2叫A計a4= 0 

誓＋B誓—/32~= 0 
紛4 804 
可＋臼；疇:2塁＋2(3砂 12の＋2麟 i贔＝ 0 

を得る．ここで，擾乱の形を

(~)~Rel (Dexp[i(Ax-Qt)]I 

(3. 7 a) 

(3. 7 b) 

(3. 7 c) 

(3. 7 d) 

(3.8) 

のように仮定すると，次の連立方程式を得る．

Mx= 0, 

x=（ふ，ふ，み， O訊

(3. 9) 

(3.10) 
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O. 011 (a) 
n o 

゜
3 6 

X 

0.011 (b) 

n 

゜-0.01 ＼ 

゜
3 6 

X 

0.01 

n o 
-0.01 

゜
3

x

 

6
 

固2 0（ざ）まで考慮したときのcombinationwave. r2 
=0.0001. (a)ふ＝0.0038,ふ＝0.001(b)ふ＝
0.0037，ふ＝0.0025(c)ふ＝0.0034,ふ＝0.0038

-i(9—叩）疇 0

M~(-a沈＋゜2a砂I2 ゜-叫）ー：ご〗21入）
2紺ふ『 O -B沈＋2かIA4l2

可解条件detM = 0から， 9についての固有方程式

[（9-a1A)2_a沈(a沈ー2a4IA1『)］［（9ー紅）2_13沈(B沈ー2ふIA出）］

．
 

＼

ー

）

心ふ．

2
 入か

9

0

0

 

（
 
.
1
 

(3.11) 

-4a函 a晶が1A|2IA附＝ 0 (3.12) 
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，
 を得る． r2とふ（または， A4)が与えられれば，この式を解くことによって，固有値 Q= Q(,1)が求ま

る． ImQが正ならば，定常解は不安定である．

最初に，（3.12)が簡単に解ける場合について考えてみよう．まず， 11= 0ならばQ=0である．つま

り，空間的に振動しない擾乱は成長しない．次に， A4が十分小さい定常解を考えてみる．例えば， 11~IA叶

~IA叩を保ちながら入→0とすると，（3.12)中の A4を含む項は無視できる．すると，解くべき式は

[（9-aIA)2-a訊(a沈ー2a4IA1lり］［（9-幻）2一（恥守］＝ 0 . (3.13) 

となり，固有値が次のように求まる．

9 = ｛叩士伍泊（疇—2勾ふド）
/31入土/32炉

(3.14) 

a2<0, a4>0なので，すべての入について 9は実数となる．したがって， A4が十分小さい定常解は安定

である．

次に，ふが小さい定常解を考えてみる． 1t~IA1l1'3~IA4Iを保ちながら入→0とすると，（3.12)中の AI

を含む項は無視できる．すると，上と同様に固有値が求まる．

9 = ｛叩士疇
即士む益(B訳ー2叫出）．

この場合は，出<0,(]ベ0なので，た＜入c=⑫瓦乃止位の擾乱が成長する．成長率は

ImQ = ✓嘔沈(B沈ー2糾Am)

で，成長率が最大になる波数はん／⑫である．図 3に成長率ImQを示した．

上の 2つの場合では，波数1と4の波のうち一方を無視しているので， purewaveの安定性を調べた

(3.15) 

(3.16) 

のと同じことになっている． purewaveの安定性については，既に Zakharov5)が調べている．その結果，

基本波の表面張力係数が2／⑲ー1< y::s;;I/2のとき定常解は安定で， 0三r<2/./3-1及び1/2<rのとき

は，変調不安定がおこることがわかっている．波数1の波だけが大きい場合は r~l/4であり，波数4の

波だけが大きい場合の実効的な無次元表面

張力係数は T(4ko)2/g~16アo= 4である．

したがって，我々の結果はZakharovの結

果と一致している．

(3.12)を解いた結果を，図4に示した．

IA41が小さい解になるほど，成長率が低く

なり，最大成長率をもつ波数の値も小さく

なっている．このことは，波数4のpure

waveにおける変調不安定と同じである．

図4に示した 3つの解について，最大成長

率を与える擾乱の波数心と， A=心のと

きの比 r=広|II列の値を，表 1に示し

9CJ 、
1 

く<て
0.8 

CQ.. て 0.6 
ヽ＿ィ

>
0.5 ー 1.5 2

 
入／（属属IA4 I) 

図3 波数4の波に対する変調不安定の成長率．横軸は

波数，縦軸は成長率を表す．波数は最大成長率を

とる波数で規格化してある．成長率は最大成長率

で規格化してある．
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た． rの値によって成長してくる固有関数

の形がわかる． r<lならば波数1の近傍の

擾乱が多く含まれ， r~l ならば波数 4 の近

傍の擾乱がより多く含まれることになる．

表 1 に示した値は，いずれも r~l であり，

成長してくる擾乱が波数4の近傍に限定さ

れていることを示す．したがって，図4に

見られる不安定は，波数4のpurewaveに

たいする変調不安定と本質的な違いがない

ことがわかる．

(3.12)を解くと， ;1~4の近傍でも ImQ

キ0になる．このときの成長率と擾乱の大

きさの比 rを，図 5と表2に示した．この

不安定は， purewaveに対する安定性解析

では見出されない種類の不安定である．し

たがって，んと A4の何らかの相互作用に

関連した不安定であると思われる．しかし，

もともと(2.17)はA1とA4の空間変動が

ゆるやかであるという仮定の下に導出され

た式であるから，この振幅方程式を水の波

のモデルとして扱う立場をとる限り，入が

0(1)程度まで大きいところは，式の適用範

囲外である．

3.2 A1 = O(E), A戸 0(€りの定常解

ここでは，（2.24)を用いて， A1= O(c), 

ふ＝ 0(€りとしたときの定常解について

考察する．

(3.1)において A1= O(c)，ふ＝ 0（ざ）

として(2.24)に代入すると

剛＝ a叶叫AI汽

Imn 

0.0002 

0.0001 

図4

表1

(a) 

(b) 

(c) 

9
9
9
 

I
I
I
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｀`
 ¥̀ 
‘̀ ヽヽ
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‘、
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＼
 

-
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／
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．
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゜ 0.04 

0.013 

0.034 

0.051 

入

0.08 

0（ざ）まで考慮したときのcombinationwaveの

安定性．ア2=0.0001.実線は1ふl=o.oo3s,IふI=
0.001,破線はIA1l=o.0037,Iふl=o.0025,点線は

IA1l=o.0034, Iふl=o.oo3s.

0（ざ）まで考慮したときの combinationwave 

において，最大成長率を与える波数心と， r=

|ぬ|/I列の値．ア2=0.0001.
1ふI IA41 11m 

0.0038 0.001 

0.0037 0.0025 

0.0034 0.0038 

r
 7. 9 X 105 
1.3X 105 

5.4 X 104 

ImQ 

0.00006 

0.00004 

0.00002 

゜

'ヽo--`‘‘
‘ヽ， 、 ¥ヽ
’‘  、、、、

/へ‘’’

｀ 
/~'\f‘、、

＼ 

｀ I : ＼ ¥ 

l / i ¥ ＼ 

三＼＼⇒入
4.1745 

図5 0信）まで考慮したときのcombinationwaveの

安定性． ')'2= 0.0001.実線は1Ail=o.oo3s,|ふ|=
0.001,破線はIふl=o.0037,Iふl=o.0025,点線は
|ふ|=o.0034,Iふl=o.oo3s.

ぷ訊＝応十品IA予— i/312―exp[-i(4Wi-Tli'.i)t] 
A4 

‘,'/‘.~ 

a

b

 

7

7

 

1

1

 

．

．

 

3

3

 

、

,

＼

(

を得る．肌は定数と仮定したから，（3.17b)において時間的な振動を表す部分は消えなければならない．

したがって，
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w=4W (3.18) 

である．つまり，（2.24)の一様解は，必ず

定常解になっている．さらに

ふ＝乃exp(i砂 (3.19a) 

ふ＝ r4exp(i幻 (3.19b)

とおくと，肌が実数であるためには

砂ーか＝ sf, (s =土1), (3.20) 

つまり，

表2 0（ざ）まで考慮したときのcombinationwave 

において，最大成長率を与える波数心と， r=

I a4I/I ailの値． rz=0.0001.

1ふI IA41 ふ2 r 

(a) 0.0038 0.001 4.17388 3.8 
(b) 0.0037 0.0025 4.17402 1. 5 
(c) 0.0034 0.0038 4.17425 0.9 

r1 

ふ＝一isr4exp(4iか） （3.21) 

と決まる．（3.20)は，水面変位がcrestに関

して対称であるための条件になっている．

(3.19 a), (3. 21)を(3.18)に入れると，乃と

mの満たすべき条件が次のように求まる．

rt 
(4a4ー/J5)rl=応ー4必＋sB12--．（3.22)

r4 

/2 = 0.0001及び /2= 0.001のときに，こ

の条件を満たす nとmの関係を図6に示

した．この図は， ChenとSaffmanが求め

たAN=0(€N-Z) の場合の分岐図と一致

する．

次に，この解の安定性を調べるため，（3.6)のように擾乱を導入し，（2.24)に代入する． 3.1節と同じ

0.05 

0.04 

0.03 

゜

0.021 / 
I/ 

0.01 

l
 

／
 

l
 

／
 

/¥`
 

／
 

0.01 0.02 0.03 

＂ 図6 A1=0(c), A=O（ざ）とした定常解における r1

とmの関係．実線は "(2=0.0001,破線は r2=0.001

を表す．上側の分枝がs=+lに，下側の分枝がs
=-1に対応する．

手順で微小擾乱について線形化すると

aa1'aa1 a201'a如
at +al ax―a2 8x2 +a6 ax3 +(a叶幻噌＝ 0, (3.23 a) 

a01'a01'a2a1'. a301 
可十a1-f-+a2~+ a6~+ 2a4心＋（a7-a詞讐＋2a13Y況｛望｝＝0, (3.23b) 

aa4 aa4 8204 rf 
―—＋かー出 ーs/312一 (401-04)= 0, (3.23 c) at I fJl ax {Ji aぷ2 r4 

ao4 ao4 がa4 rf 
-—＋か＋B2 +2品rra1+s/312一 (4a1-a4)= 0 (3.23d) at I fJl ax I fJ2 aが r4

を得る．前と同様に，擾乱の形を(3.8)のように仮定すると

Mx= 0 

を得る． M の成分を加uと書くと，

加 11= -i[Q-a111+a沈ー(a叶叫rf入］，

加 2= a沈，

加 1= -a沈＋2aげ?-2a13rfogn（入）入，

(3.24) 

‘,'’‘‘,/ 

a

b

c

 

5

5

5

 

2

2

2

 

．

．

．

 

3

3

3

 

（

（

（
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加 2=-i[9-a1A+a吠ー（の＋侮）rl.i!],

4 r1 
m32 = -4s/312一

r4 

加 3=加44= ＿i(9-/31.il), 
4 rl 

加 4＝一切43=/3沈＋s/312-
r4 

4 r1 
加 1=2/3srl+4s/312一

r4 

m13 = m14 = m23 = m24 = m31 = m42 = 0 

である．ただし，（3.25)を導出する際に，ヒルベルト変換の公式

糾exp(ikx)} = i sgn(k)exp (ikx) 

を使った．可解条件detM= 0から，固有値は次のように求まる．

Q1,2 = a11t -astt汀のrfA土入且),

D=a詞＋2a辺13rrsgn(tt)tt + alrt-2a巫 rr,

恥＝叫士1/3沈＋s/312賛1.

(3.25 d) 

(3.25 e) 

(3.25 f) 

(3.25 g) 

(3.25 h) 

(3.25i) 

(3.26) 

ヽ
｀
ー
、

l
'

／
、
~

a

b

c

 

7

7

7

 

2

2

2

 

．
 

．
．
 

3

3

3

 

（
ヽ
~
ヽ
~

(2.24 a)にはA4が含まれていないので，品，2には波数1の波の情報しか入らない．つまり，品，2は，波

数1のpurewaveにおいて 0（ざ）まで考慮したときの固有値と同じである． Dの符号は， n＜rlc= 

[-2a巫 /(16/5-al)]112= o.39のとき正である． r12加のときは， Ac=8a4/［お（16/5-al)]= 13.2の近

傍でDが負になり，不安定となる．しかし，もともと式(2.24)は， A1,A4の空間変動がゆるやかであ

るという仮定の下に導出された式であるから，入が大きいところは適用範囲外である．このような不安定

が水の波で起こるかどうかは，方程式(2.24)からは判断できない．また，砧，4は，実数であるから，結局

A1 = O(E), A4 = 0（ざ）の定常解はAの小さい擾乱に対しては安定である．

3. 3 O(eりまで考慮した combinationwave 

最後に，（2.19)を用いて， 0（ざ）まで考慮したときの combinationwaveについて考察する．

(3.1)を(2.19)に代入すると・

国）3ふ
剛＝必＋叫A1「＋叫邸—ia1~ex p [ i (4剛一肌）t]

A1 

Af 
肌＝応十糾心＋劇加—i/312Texp[ -i(_4剛一肌）t]

A4 

を得る．剛と W は定数と仮定したから

W4=4Wi 

(3.28 a) 

(3.28b) 

(3. 29) 

となる．つまり， A1= O(c), A4 = 0（ざ）とおいたときの一様解と同様に，（2.19)の一様解も定常解に

なっている．さらに，（3.19)のようにおくと， mとmが実数であるためには

砂ーqJ4= S矛（s=土1), (3. 30) 
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つまり，

ふ＝一isr4exp(4i¢1) (3. 31) 

と決まる．（3.19a), (3.31)を(3.29)に入れると，れと mの満たすべき条件が次のように求まる．

(4a4羞）rr+(4asーか）叶＝応ー4必＋s(/312賛＋4a12rfr4). (3. 32) 

この条件を満たす乃と mの関係を図7に示した．この解は，ア2が正でその大きさが小さいうちは， 0（ぎ）

まで考慮したときの combinationwave（図 1)と， Ar=O(c), A4 = 0（ざ）として 0（ざ）まで考慮し

たときの解（図 6)を重ねたような解になっている．乃を大きくすると，図 7(bXc)のように構造が変わ

る． s= -1のときの，図7(b)の右側の解や，（C)の解は， ChenとSaffmanによる最低次の近似の解析で

は見出されなかった解である．このような解が，弱非線形の近似をしないときにも存在するかどうかは，

興味深い問題である．また， 0（ざ）まで考慮したときの combinationwaveは，一般に crestに関して対

称ではなかったが， 0（ざ）まで考慮すると，条件(3.30)によって対称な波形しか許されなくなることを注

意しておく．

この定常解の安定性を調べるため，（3.6)とおいて(2.19)に代入する．前と同じ手順で微小擾乱につい

て線形化すると

r1 

0.02 

0.01 

゜
r1 

0.06 

(a) 

------// --
／ 

0.002 

r4 

/

-/
-

/
 

／
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／
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／
 

／
 

／
 

／
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ー
．

f
□
 

一一
/
 

‘ヽ,'ノc
 

／
 

（
 

／
 

L
ー

／

’

'

3

0

 ゚

．
 ゚

門

0.06 

0.03 

0.004 ゜

0.01 0.02 

r4 

(b) 

--
// “”-
--

／ 
、---

0.01 

r4 

0.02 

図 7 0（ざ）まで考慮したときのcombination

waveにおける mとmの関係．実線は s=

+l,破線は s=-1の解を表す．（a)r2= 

0.0001, (b)y2=0.0008, (c)rz=0.001 
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aa1,.. aa1 a吼 a切 aa1
而―+a1盃―-a2ax2 +a6 0x3 +［（a-,+a詞＋aパ］盃―

+(a10+a11)r噌＋sa12rlr⑬—狐） ＝0, 

a01,. a01 炉a1'a301— +al---+ a2 at I Ul ax I UZ ax2 十侮 十2a4rfo1+2佑rfo4aぷ｝

a01 
＋［（の一 a8)rf十②rt]—

ax 

+(-a10+a11)ri 
2 8042  
sa位 1m(2aけ a4)

ax 

+2a13［叫璧｝＋4畑｛詈｝］＝ 0,

誓疇蟹—/32 塁＋品信＋［（応品）r；+/3団警

+(/310+/3n)rf璧—s/312臀(40！鳴） ＝0, 

碑絋和4 が04
可―+/3国 +/32瓦 +/36i?-+2/34心＋2/35rfal

2 ao4 
+[(/37一品）rい＋茄r』--

函

2 aol rf +(-/310+/3n)れ一—+s/312一(4a1-a4)
0x r4 

+2/313［叫蟹｝＋4rm｛詈｝］＝ 0
を得る．前と同様に，擾乱の形を(3.8)のように仮定すると

Mx=O 

を得る． M の成分を mヵと書くと

mn= -i(品 -a8rfA)，

加 2= a沈ー4sa12rfr4,

加 3=i(alo+an)r訊

2 m14 = sa12れ r4,

加 1= -a沈＋2山rf-2sa12rfr4-2a13rfsgn(A)入，

加 2= -i（砧十⑮rfA)，

加 3=2偽rl-sa12rfr4 -8a1arlsgn(11)11, 

加 4= i(-a10+a11)r訊

加 1= i(/310+/3n)rfA, 

rl 
切a2= -4s/312-

r4 

加 3= -i(Qp-/38r奴），

rf 
加 4=/3沈＋s/312一

r4 

(3. 33 a) 

(3.33 b) 

(3.33c) 

(3.33 d) 

(3. 34) 

(3.35 a) 

(3. 35 b) 

(3.35 c) 

(3.35 d) 

(3.35e) 

(3.35 f) 

(3.35 g) 

(3. 35 h) 

(3.35i) 

(3.35j) 

(3.35 k) 

(3.351) 



である．

弱非線形表面張力重力波の安定性

4 r1 
m41 = 2ふrr+4s/312~-2/313rfSgn（入）入，

r4 

加 2= i（一珈＋珈）r訊

rf 
m43 = -/32入2+2(34rf-s/312~-8/313rfsgn（入）入，

r4 

加 4= -i（幼＋品rt入），

砧＝ Q-a1入十a試ーa7r似―②r訊

Qp = Q-/31入十B以3-B7r訊ーg,r似

15 

(3.35 m) 

(3.35 n) 

(3.35 o) 

(3.35p) 

(3.35 q) 

(3.35 r) 

detM = 0を解いた結果を，図8, 9と表3, 4 に示した． m が大きいときは， 0(€りまで考慮した場

合と同様に，波数4の波に対する変調不安定が見られる（図8(g)，図 9(a)). s = -1の解は， mが小さ

くなると， Y4= 0.00175までは，成長率が最大になる波数とそのときの成長率が小さくなる（図8(e), (f), 

(g)）．このことは， 0（ざ）まで考慮したときの結果と定性的に同じである．ただし， 11= 0でも不安定に

なる点は， 0（ざ）までの結果とは違っている．仄が0.00175より小さい解は不安定特性がやや異なる． r4

を小さくしたとき，最大成長率を与える波数心は0に近づかない．この点が， 0（ざ）まででの不安定特

性とは異なる． mを小さくしていくと，成長率は小さくなる．つまり， s＝ -1の解の不安定特性は， r4

→0のとき， A1= O(c), A4 = O(cりとした定常解の小さな入に対する不安定特性（安定）に漸近して

いる．

s = +1の解に対しては， 2種類の不安定がおこる．そのうちの一つ（図中実線で示した方）は，擾乱

の大きさの比 rが大きいので，波数4の波に対する変調不安定と考えられる．この不安定は，れが大き

くなると成長率が小さくなる．残りの一つ（図中破線で示した方）は， combinationwaveに特有の不

安定である．表4を見ると， r4/r1が大きい解では rが小さくなっている．このことは，波数4の波が大

きい解においては，主に波数1の近傍の擾乱が成長することを意味している．逆に，波数1の波が大き

い解においては，波数4の近傍の擾乱の方が波数1の近傍の擾乱よりも比較的大きいことがわかる．

4.まとめ

弱非線形の振幅方程式を導出し，それらを用いて， combination(1, 4) wave及びAl= 0(€), A4 = 

0(€りとした定常解の安定性を調べた． 0（ざ）まで考慮すると， 4 倍高調波共鳴を記述し得る最低次の方

程式が導出できた．このとき， combinationwaveの不安定特性は，波数4のpurewaveに対する変調

不安定と同様のものであった． 0(ざ）まで考慮すると，さらに， combinationwave特有の不安定が見つ

かった．

Ai = O(e), A4 =〇（ざ）とした定常解は小さな入に対しては安定であった．しかし， 0（ざ）まで考慮

したときの s= +lのcombinationwaveは， A4が小さくても不安定であった．したがって， s= +l 

のcombinationwaveにおいてんが小さい解を扱うときに， A4= O(e2)とおいて 0（ざ）程度で打ち切

ってしまうのは良い近似ではないと考えられる．
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図 8 0（ざ）まで考慮したときの combination

waveの安定性． rz=0.0001,s= -1, (a)r1 = 

0.0049047, y4=0.0001, (b)r1=0.0072191, r4= 
0. OOOlt ／ ¥ l 0.001, (c)ri =0.0074825, r4=0.001745, (d)r1 = 

0.0074820, r4=0.001753, (e) r1 =0.0074345, 

。ノ 入 r4=0.002, (f)r1 =0.0063342, r4=0.003, (g)r1 

゜
0.04 0.08 =0.0012188, r4=0.0038. 
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図 9 0（ざ）まで考慮したときの combination

waveの安定性． r2= 0.0001, s =+I. (a)r戸
0.00086, r4=0.0038, (b) ri=0.0046, r4= 

0.003, (c) r1 =0.0071, r4=0.002, (d) ri = 

0.0094, r4=0.0015, (e) r1=0.0ll, r4= 

△—l 入 0.0015, (f) r1 = 0.016, r4 = 0.002, (g) r1 = 
0. 2 0.019, r4=0.0025 • 
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表3 0（ざ）まで考慮したときのcombinationwaveにおいて，
最大成長率を与える波数心と， r＝|み|/Iふlの値． r2=
0.0001, s = -1. (a), (b), …は，図 8と対応している．

r1 r4 心 r 

(a) 〇.0049047 0.0001 0.00053 6.2X10 
(b) 0.0072191 0.001 0.00034 1.lXlO 
(c) 0.0074825 0.001745 0.00028 1.7X10 
(d) 0.0074820 0.001753 0.00008 5.9X 10 
(d) 0.0074820 0.001753 0.00027 1. 8 X 10 
(e) 0.0074345 0.002 0.00029 8.3 
(f) 0.0063342 0.003 0.038 8.1 X 102 
(g) 0.0015188 0.0038 0.054 1.5X 103 

表 4 0（ざ）まで考慮したときの combinationwaveにおいて，
最大成長率を与える波数心と， r＝|み|/Iふlの値． r2=
0.0001, s = + 1. (a), (b), …は，図 9と対応している．
r1 r4 心 r 

(a) 〇.00086 0.0038 0.054 1.5 X 103 

(b) 0.0046 0.003 0.002 4. 3X 10-2 

(b) 0.0046 0.003 0.043 1.5 X 103 

(c) 0.0071 0.002 0.003 2. 9 X 10-1 

(c) 0.0071 0.002 0.0397 1.0Xl03 

(d) 0.0094 0.0015 〇.005 8.1x10-1 

(d) 0.0094 0.0015 0.061 1.3 X 103 
(e) 0.011 0.0015 0.006 1.3 
(e) 0.011 0.0015 0.083 1.1 X 103 

(f) 0.016 0.002 0.01275 1. 7 
(f) 0.016 〇.002 0.1425 7. 9 X 102 
(g) 0.019 0.0025 0.021 1.6 
(g) 0.019 0.0025 0.184 5.4 X 102 

combination waveに対する高波数擾乱の不安定（図 5) は，水の波でおこる現象なのかどうかわか

らない．これを確かめるためには，振幅がゆっくり変化するという仮定を取り去って， Zakharov方程式

か，或いは基礎方程式を直接解く必要がある．これは今後の課題である．
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付 1 振幅方程式(2.17), (2.19), (2.24)の係数

式(2.17)の係数は次の通りである．

式(2.19)の係数は以下の通りである．

7 
al = -
20 品，

a2 = -11 
400 品，

1 
必＝万品r2,

67 
山＝可品，

52 
a5 = -
25 
品．

ふ＝
13 
20 品，

/32 = - 71 
1600' 
品

応
16 
＝ 
5 
岳r2,

佑＝一
1408 
175 

品＝
52 
25 
品．

品，

7 ~, 23 
a =―—品＋一品 r2,
20 50 

a2 = -11 
400 品，

必＝十5r2,

67 
50 
岳，a4 = --

52 a5 = --
25 
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a6 = -123 
4000' 
品

（付1.1a) 

（付1.1b) 

（付1.1c) 

（付1.1d) 

（付1.1e) 

（付1.2a) 

（付1.2b) 

（付1.2c) 

（付1.2d) 

（付1.2e) 

（付1.3a) 

（付1.3b) 

（付1.3c) 

（付1.3d) 

（付1.3e) 

（付1.3f) 
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式(2.24 a)の係数は，（付1.3)と同じである．式(2.24b)の係数は，以下の通りである．

ふ＝
13 
20 
品，

（付1.3g) 

（付1.3h) 

（付1.3 i) 

（付1.3 j) 
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（付1.5a) 
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