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風波成分波間の非線形エネルギー伝達

新しく開発した効率的な計算法について

小 松幸生＊草場忠夫t

増田 章i

概要

欧州を中心とした WAMDIグループ (1988)が新世代の波浪予報モデルを開発し成果

をあげている．これは， Hasselmannet al. (1985)が成分波間の相互作用による非線

形エネルギー伝達を，近似的にではあるが陽に計算する方法を開発したことに負うとこ

ろが大きい．しかし，その近似計算法は無数にある 4つの共鳴成分波の配置をただ一つ

の配置で代表させるものであり，波浪スペクトルの形によってはその適用に無理がある

と思われる． Masuda(1980)の厳密計算の結果によれば，非線形エネルギー伝達はスペ

クトル形に敏感に依存するからである．

そこで，予報精度の向上をめざすために，仮定や近似をできる限り導入せず，非線形

エネルギー伝達を厳密計算に近い形で効率的に計算する方法を新たに開発した．それは，

Masuda (1980)の厳密計算法をもとに，共鳴成分波間の相互作用の対称性とそれらの配

置の鏡像性を利用して，効率化を図ったものである．同じ波数分解能で Masuda(1980) 

の厳密計算法と比べると，計算の安定性と精度ではほとんど遜色無く，速度では150倍と

いう高性能を有する．

また，汎用性を吟味するために，この方法をいろいろな形状のスペクトルに適用し，

Masuda(l980)の厳密計算法と比較した．その結果によれば， Hasselmannet al. (1985) 

の近似計算法を用いたときに著しく精度が低下する周波数集中度の大きいスペクトルや

双峰性のスペクトルに対しても精度が低下せず優れた汎用性を実証した．

Key words : wind waves, nonlinear energy transfer, resonant wave-wave interac-

tions, wave forecasting model 
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1. はじめに

最近の波浪予報では，波の場を第 1近似として各々独立な無数の成分波からなるエネルギースペクト

ルで表現し，エネルギー平衡方程式を用いてその時間・空間的発展を追跡する方法（スペクトル法）が

主流である．この方法では， 4波共鳴による非線形相互作用の結果生じる成分波間のエネルギー交換を

考慮しなければならない．この問題は，非線形エネルギー伝達関数として Hasselmann(1962) 1)によっ

て最初に定式化され，波浪のスペクトル形の自己安定性と波浪の発達にともなうスペクトルのピーク周

波数の変化に対して重要な役割を果たしていることが分かってきた．しかし，非線形エネルギー伝達関

数の計算は膨大な時間を要するため，これをそのまま波浪予報モデルに組み込むことは困難である．実

際，世界各国の大半で実用化されている波浪予報モデルは，非線形エネルギー伝達の先の効果を考慮に

入れ，次のような工夫をしている．つまり，波浪スペクトルの相似性を利用してスペクトル形を規定す

るパラメータを加味することにより，非線形エネルギー伝達の効果を陰に組み込むのである（パラメー

夕法）．このようなモデルは， 1970年代から1980年代初頭にかけて開発されたもので，第 2世代の波浪予

報モデルと呼ばれる．ちなみに，第 1世代の波浪予報モデルは， 1960年代から1970年代初頭にかけて盛

んに開発されたもので，非線形エネルギー伝達の効果を直接には考慮しないスペクトル法である．

Masuda (1980)叫ま， Hasselmann(1962)の式を精度良く計算できるように変形し，スペクトルの周

波数集中度をいろいろ変えて厳密計算を行い，非線形エネルギー伝達の強度および分布形がスペクトル

形に敏感に依存することを明らかにした．さらに， SWAMP (Sea W Ave Modeling Project, 1981) 3)は

各国の波浪予報モデルを相互比較して，急速に変動する風の場に対して，第 1世代および第 2世代のモ

デルの適用に限界があることを示し，その原因の一つが非線形エネルギー伝達の取扱いの不十分さにあ

ることを指摘した．結局，スペクトル形に強く依存する非線形エネルギー伝達の計算を，特定のスペク

トル形に関する計算結果を利用して，パラメータ化する方法で行うのは不十分であることが判明したの

である．

最近になって，このような問題点を解決するために，欧州の波浪研究者を中心とした WAMDI(WAve 

Model Development and Implementation)グループ (1988)4)が，非線形エネルギー伝達を第 2世代の

モデルより精密に取り扱った第 3世代の予報モデル (WAMモデル）を開発し，成果をあげている．こ

れは，電算機能力の向上に加えて， Hasselmannet al. (1985)叫こより非線形エネルギー伝達を近似的に

ではあるが陽に計算する方法（以後， WAM法と呼ぶ）が開発されたことに負うところが大きい．しか

し， WAMモデルで採用している近似は，非線形エネルギー伝達に関与している無数にある共鳴成分波

の配置を，計算時間を短縮するため，ただ一つの配置で代表させるものである．ゆえに，スペクトル形

によってはこの近似法の適用に限界があると考えられる．

現在，九州大学応用力学研究所沿岸海象力学部門では，高精度の次世代波浪予報モデルの開発をめざ

している．先に述べたように，予報モデルの精度向上には，非線形エネルギー伝達の計算に際して特別

な仮定や近似をできる限り導入しない方がよい．すなわち，計算時間が長くなっても，厳密計算に近い

形で，非線形エネルギー伝達を求めることが予報精度の向上には不可欠である．しかしながら，計算に

膨大な時間を要する厳密計算法もまた実用的でない．従って，ここで採用する方針は，厳密計算に近い
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精度と汎用性を有しつつかっ，できるだけ効率的な計算法を新たに開発することである．

本研究では， Masuda(1980)の厳密計算の方法をもとに，共鳴成分波間の相互作用の対称性と共鳴成

分波数の配置の鏡像性を利用して，非線形エネルギー伝達を，特別な近似を導入することなく，しかも，

効率良く計算できる方法を開発した（以後，この方法を RIAM法と呼ぶ）．そして， RIAM法をいろい

ろなスペクトル形に適用し， Masuda(1980)の厳密計算法による結果や， Hasselmannet al. (1985) 

の近似計算法（すなわち， WAM法）による結果と比較して，その精度を調べた．

2. 波浪スペクトル予報モデル

2. 1 予報モデルの基礎方程式

2. 1. 1 波浪のエネルギースペクトル表現

波浪は，風と海面下の乱れを伴う偶然外力のもとにあり，エネルギー供給を受ける一方で，砕波によっ

てエネルギーを失っている．このような不規則性に富む現象を， ミクロな立場で力学的に記述するのは

難しい．しかし，波浪予報において実際に要求される情報は，波の場をマクロな意味で支配する統計量で

ある．そこで，この複雑な波浪の場を表現するために導入されたのが，エネルギースペクトルの概念で

ある (Phillips,1960)6)．これは，統計的定常性と空間一様性を仮定し，水位変動を Fourier展開するこ

とにより，第 1近似として物理的実体をもつ微小振幅の正弦波（成分波）の重ね合わせとして表現する

ものである．そして，この表現法は，非線形性がそれほど強くない場合に波浪のマクロな性質をある程

度記述できると現在認められている．

この方法を用いると，場所 x=(x,y)，時刻 tにおける水面変位 7J(X,t)は，振幅，周期，進行方向を

異にする無限に多くの成分波がランダムな位相で重なったものとして，

紅， t)=fffexp [i(k•x-(I)t)]dB(k,(I)) （1) 

で表される． ここで， Kは波数ベクトル9(I)は角周波数（以後，単に周波数と呼ぶ）， dBは複素振幅で

ある．

このとき，波浪のパワーEとそのスペクトル ip(k,(I)）は次のような関係にある：

E=戸＝f• ・ •JdB(K', (I)')dB*(k",(I)”)exp [ i { (k'-k”)・x-((I)'-(I)”)t}] 

= ffjift(k,(I)）dkd(I)．（2) 

ただし， ．＊を複素共役，てを確率平均とし，

dB(K'9 (I)'）dB*（K”9 (I)”) 
dk'dk"d(I)'d(I)” 

= ip(k',(I)')o(k'-k") a((I)'-(I)”) （3) 

を用いた． 0(.)はデルタ関数である． つまり， ip(k,(I)）は，波浪のパワーEのうち，波数ベクトル

k, 周波数 (I)の成分波がもつエネルギ一密度を意味する．

また， Kと(I)との間には線形分散関係式 (l)=孤k）が成立すると仮定ぃ

ift(k,(I)）＝¢(k)o((I)ー＆（k)) (4) 
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とおく．深海波の場合には，

co(k)＝富 (5) 

となる． ここで， k=lklであり，進行方向を 0とすれば k=(kcos 0, k sin 0) である．

以後，深海波を対象として議論を進める．スペクトル ¢(k)は，周波数一方向スペクトル(2次元スペ

クトル） ¢((J)，0) で表現することが多く，

¢((J)，0)=¢(k) dk 
d(J) d0 

(6) 

であり，周波数スペクトル (1次元スペクトル）ゆ((J)）は，

叫）＝「い， 0)d0

゜
(7) 

で定義する．

2. 1. 2 波浪のエネルギー平衡方程式

最近の波浪予報の大半は，波浪をスペクトル ¢((1)，0;X, t)で表現し，その時間・空間的な変動を海上

風のデータを使って追跡するものである．その変動を支配するのが¢に関する平衡方程式で，波浪が時

間・空間的にゆるやかに変化するとき，次式で与えられるとする (Hasselmannet al., 1973) 1> : 

璧＋Cg•▽</>=S;n+Sn1+Sds

ここで， Cgは成分波の群速度で， ▽= (a I ax, a I ay)である．

(8) 

(8)において，左辺の第 1項はエネルギースペクトルの局所的な時間変化，第 2項は移流である．また，

右辺はエネルギーの出入りを表したもので， Sinは風からのエネルギー入力， Snlは成分波間の非線形相

互作用によるエネルギー伝達，そしてSdsは砕波や粘性などによるエネルギー散逸を示す．

2. 2 非線形エネルギー伝達

2. 2. 1 成分波間の非線形相互作用

先に述べたように，波浪をスペクトルで表現する予報モデルでは，波形勾配 Cが小さい場合に成り立つ

第 1近似として，波浪を無限に多くの成分波の重ね合わせで表現し，各成分波は線形分散関係を満足し

ながら各々独立に伝播することを仮定していた（微小振幅波による線形近似）．

しかし，実際の波は有限振幅であり，線形近似では無視されていた高次の非線形項のために，成分波

は独立には伝播しない．各成分波は弱いながらも相互作用を通して互いにエネルギーを交換する．つま

り，各成分波の振幅は，相互作用によって時間的に変化する．これがいわゆる成分波間の非線形相互作

用である．

成分波間の非線形相互作用は，線形解の重ね合わせに対する摂動によって取り扱われる． 0（ざ）にお

いては，一般に， 3波共鳴条件を満足する成分波間でエネルギー交換が起こり得る．しかし，水面波の

場合， 3波共鳴はあり得ないのでエネルギー交換は起こらない． 2次のオーダーでは強制波が生じるだ

けである．
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図1 Longuet-Higginsによる共鳴相互作用の図．ァは(11), [Masuda (1980)] 

0（ぎ）においては，位相速度の変化が起こり，また， 4波共鳴条件：

k1 + k2=ka=k3+ k4, 

伽十(t)2=(t)a=(t)3+(t)4

125 

(9) 

(10) 

を満足する成分波間で非線形相互作用が起こる．共鳴する 4つの成分波の波数配置を適切に表現するも

のとして Longuet-Higginsの4波相互作用の図がある（図 1参照）．つまり， K3とKが決まると， K と

K2は自由度を一つ残して r＝一定の曲線上に決まる．ただし，

r＝凶＿上
(I)a ⑲ 

(lO 

である．

2. 2. 2 非線形エネルギー伝達関数

連続なエネルギースペクトルをもつ波浪においては， 4波共鳴条件を満足する成分波の組は無数にあ

る．共鳴相互作用の結果，全体として平衡状態にない限り，ある成分波から他の成分波へのエネルギー

伝達が起こる． Hasselmann(1962)は， Boltzmann積分を用いて，成分波間の非線形相互作用による

波浪のエネルギースペクトルの時間発展を記述する方程式を導出した（付緑参照）．それが，いわゆる非

線形エネルギー伝達関数 Sn1であり，以下のように表される：

Sni(k4)=(I)4I • ・ f dk1dk2dk3 G(k1, kz, k3, k4) o(k1 + kz-k3---:-k4) 

X 8((1)1+(1)2-(1)3-(1)4){n直 2(n叶 n4)-n辺 4(nげ n2)}. (12) 

ここで， nJ三 n(K)＝¢(K)／(J)J(j=1，・・・， 4) はKの作用（密度）， Gは相互作用係数である．なお，
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図2 2次元スペクトル ¢((JJ，0)（周波数スペクトルは JONSWAP型，方向分布は cos
2O型）の鳥敵図（左）と，それに対する非線形エネルギー伝達関数 Sm((JJ,0)の

鳥敵図） （右）．

図 2に， 2次元スペクトル ¢((JJ,0)（標準形として周波数スペクトルは JONSWAP型，方向分布は cos

2 O型）と，それに対する非線形エネルギー伝達関数 Snz((JJ，0)の鳥厳図を示す．非線形エネルギー伝達

の極大値（正）がスペクトルのピーク周波数の少し低周波側にあり，極小値（負）がピーク周波数の少し

高周波側にある．この場合，非線形エネルギー伝達の効果は，高周波側からピーク周波数の少し低周波

側にエネルギーを輸送し，スペクトルのピークを低周波側に移動させるように働いている．非線形エネ

ルギー伝達がスペクトル形の自己安定性と密接な関係にあることが明瞭である．

3.非線形エネルギー伝達の数値計算法

3. 1 Masudaの厳密計算法

Hasselmann (1963a, b)8> 9)は， Neumannスペクトルに対して，非線形エネルギー伝達の数値計算を

初めて実行した．その後， Selland Hasselmann (1972) 10)は， JONSWAPスペクトルに対して同様な

計算を行い，先に述べたような非線形エネルギー伝達の効果の重要性を明らかにした．しかし，この

Hasselmannのモデルは，膨大な計算時間を要する上に，数値的な不安定のため精度が悪いという欠点を

もっていた．これを解消するため， Longuet-Higgins (1976) 11)は，狭帯域スペクトルの仮定のもとに，

複雑な非線形相互作用係数を一定とし，かつ共鳴条件も簡単化したものに置き換えることにより， Has-

selmannのモデルに比べて計算が非常に容易で，数値的に安定なモデルを開発した． Fox(1976) 12)はこ

の Longuet-Higginsのモデルを用いて， JONSWAPスペクトルに対する非線形エネルギー伝達の計算

を行い， Selland Hasselmann (1972)と非常に異なる結果を得た．

このような状況下にあって， Masuda(1980)は両モデルを比較し，以下の点を指摘した．まず， Hassel-

mannのモデルは数値不安定による精度の悪さゆえに結果の信頼度に欠ける．一方， Longuet-Higgins 

のモデルで採用している狭帯域スペクトルの仮定は，広い周波数分布をもつスペクトル形に対して原理

的に適用できない．さらに， Fox(l976)の結果は多くの実験結果と大きく食い違う．結局 Masuda(1980) 

は，両モデルでは非線形エネルギー伝達に関する十分な理解を望めないとして，特別な仮定や近似を導

入することなく非線形エネルギー伝達関数を精度良く計算できる新しい方法を開発した．

以後，水の密度 Pw,重力加速度 g, ピーク周波数 (1)mを 1とする無次元化を施す．このとき， k;=lkj 

1とすると分散関係は (1)J=“：となる．
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まず， Kおよび k2に関する対称性を利用して， K心肱（あるいは伽三如）の条件のもとに，非線形

エネルギー伝達関数 (12)をk2について積分する．このとき， k2=k3+k4-k!，かつ CO2=lk3+k4-k1 1112で

ある．また，実際の予報モデルでは非線形エネルギー伝達関数を Snz(k)よりむしろ Snz(co,0)で表現す

る場合が多いことを考慮すると，結局 (12)は次のように書き換えられる：

Snz（血， 04)＝2coiff如 d03ff⑮幽(8co髯 G)

X 8((JJ1+(JJ2-(JJ3-(JJ4){n直 2(n叶 n4)-n叩 (n1+ n2)}. (13) 

ただし， dk=2(JJ3d(JJd0の関係を用いた．

前に述べたように， 4波共鳴条件のもとでは， k3とk4が決まれば， Kとk2が自由度を一つ残して決

まる．この残った自由度を表現するパラメータとして， 01-Baを採用する．すると，次の 3次の代数方

程式を解くことによって伽を得る：

4(1)a(1)r-{2ka cos(01 -0a)+6(1)~}(1)~+4(1)版(1)1+(k~-(1)~)=0. (14) 

このとき，条件 K心 k2により， CV1は一意に決まり， r<Oに対して 01-Baの領域も次のように制限され

る（図 1参照） ： 

a~ 101-仇|<冗.

ここで，

rJ = arccos (2kal(J)~) 

である．

そして，（13)を (J)1について積分し，変数変換

ふ＝0l―佑，る1=(J)11(J)4,

尻＝02-Ba,函=(J)21(J)4,

ふ＝ 03-04,函=(J)］(J)4,

応＝kal成， Q=ln函，

G=G/(J)12 

を施すと， Sn1((J)4,04)は最終的に次のようになる：

Sni((J)4, 04)=2(J)i3i湛 fOOぬ f冗d81~~~ (8w協i65-1
0 JO 土土土

x{n直 2(n叶 n4)-n3ninげ加）｝．

ここで，

じ叫：d叶：dふ

は次のように置き換えられている：

f漏 fOOdg

゜
o f漏x~立·

〇 士土土

(15) 

(16) 

(17) 

） 

(18) 

．ただし，条件 K心 K2によって， 3平面ふ＝冗， Q=O,01=0と曲(18)の積分領域の概略図を図 3に示す

面ふ＝9（ふ,Q) によって囲まれた左下部の領域は除外される．

さて分母 5は， 8((JJ1+(JJ2-(JJ3-(JJ4) により生じたもので，次のように与えられる：
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(18)の積分領域の概略図．左下部の領域は

k1:::;;;k2の条件により除外される．特異点

は平面 81=0上の曲線ァ＝0（図 1参照）

に沿って位置する．［Masuda(1980)] 

図 4 固 3の矩形柱の断面図（ふ＝一

定）．点 Pが特異点．［Masuda

(1980)] 

5= |l士（誓）｛1-(り□sin2ふ｝1/21・

ただし，函＝砧かつふ＝0のとき， S=Oになる．すなわち，特異点は平面 01=0上の曲線 r=Oに沿っ

(19) 

て位置する（図 3参照）．数値不安定を防ぐために，特異点付近の積分は以下のように行う．

(18)の3重積分はふ， g,尻の順序で行うので，まずふ＝一定の平面において，特異点周辺の微小領

域A を考える（図 4 参照）．ただし，特異点Pでの g を gp と表して，領域Aを，釦臼う1:::;;8 および一€—

三 g_gp<€＋で定義する． R=8co協幻{n1nz(n叶 n4)-n辺4(nげ加）｝とし，特異点での月を RP で表す

と，領域Aに関する積分は次のように近似できる：

fLぬ d0冷蟷pf1ぬ dふ古
ここで，μ＝（8r／ぬ）p として，

ぷ＝✓2 祖＋8/2µ（g_@）

である．結局，（20)の右辺の積分は次のように簡単に得られる：

(20) 

(21) 

ffぬ dふ土＝旦In墨 ＋麿戸□十8墨＋国戸亭こ
Sp -12 ✓望µ€+ 8⑫μ 

+~In ⑫0+ ✓2が一 8⑫µ€— ⑫8+ ✓2が一 8⑫µ€-
⑫ ✓ 

+o 8( µ€_8(µ. 

ただし， 202~8⑫µC のときは， J2が一 8⑫µ€-＝ 0 とする．

しかし，上の議論は， μ=0, すなわち原点 03=Q=01=0付近では成立しない．原点付近において

は， 5は次のように近似できる：

(22) 

5 ：：：：：：⑫祝＋か—尻／2 ． (23) 
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従って， Os⑫ 0泣，尻／⑫塁で定義される原点付近の微小体積Bに関しては，（18)の近似式として，

肌d尻ぬ diJ!尽~［は（訃）。＋（鴨）。忙＋⑫(賛）。Cz]ざ (24) 

を得る． ここで，

Cェ＝
2 冗 1 
3'6'3 

ln 2 ~ 1.421315, (25) 

5 
Cz=立虞＋ln(l+-/2)}~ 0.956495 (26) 

であり，添字 0は原点での値を示す．

(18)のように，着目している波数 k4（すなわち (JJ4, 04)に相対的な表現にすると， c,s,砧，．．．は

尻， g, ふだけについての関数となる．従って，これらの積分パラメータは着目する波数 kパすなわち

(JJ4，仇）とは関係なく一回だけ計算すればよく，計算時間の節約にもつながる．また，積分とは独立に計

算できるので，被積分関数についての詳細な解析も可能となる．

3. 2 WAMモデルにおける近似計算法

Masuda (1980)の精密な計算によって，非線形エネルギー伝達の強度および分布形は，スペクトル形

に敏感に依存することが明らかになり，第 2世代の予報モデルが採用しているパラメータ法では，非線

形エネルギー伝達の効果を十分に再現できないことが分かってきた．そして，最近になって，欧州の波

浪研究者を中心とした WAMDIグループ (1988)が，非線形エネルギー伝達を陽に扱う第 3世代の予報

モデル (WAMモデル）を開発し，成果をあげている．

WAMモデルは非線形エネルギー伝達の計算に， Hasselmannet al. (1985) による離散相互作用

(discrete interaction)近似を用いている．それは，計算時間を短縮するために，連続的に無数にある

4つの共鳴成分波の配置をただ一つの配置で代表させるものである． Hasselmannet al. (1985)は，非

線形エネルギー伝達の原理的な特性は，相互作用の中心点（図 1において「 8の字」が交わった点）近

傍の 4波による相互作用で再現できるとして， 4波を中心点付近に離散的に配置してそれらの相互作用

による非線形エネルギー伝達を調べた．そして， 4波が

CV1 = CO2= CV, 

伽＝叫1+;l)＝叫

血＝孤1-A)＝処，

ol= 02= 0, 

03-0 ＝士11.5°,04-0 ＝平33.6°,

;1=0.25 

(27) 

のような配置にあるときに厳密な計算とよく一致すると述べている．しかし，この点については問題が

あり，後で触れる．この条件のもとでは，（12)は次のように簡単な形になる：
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(28) 

ここで，周波数 (JJ, (JJ＋'(JJ―についての周波数格子幅を 4(JJ，4(JJ＋, 4(JJ―とし， 2次元スペクトルを¢,

か，¢-とする．そして，非線形エネルギー伝達の単位時間あたりの変化量を 0Sn1, oSふ oSみとする．

また， 40は波向の格子幅であり，係数 C。はこの近似計算による結果が厳密計算による結果と合うよう

に調節した無次元定数である．（28)の左辺をすべての周波数および波向について加え合わせると正味の

Sn1を得る．ただし，本研究では one-sidedスペクトルと（角）周波数 (JJを採用しているのに対して，

Hasselmann et al. (1985)では two-sidedスペクトルと周波数f=(JJ／2冗を採用している．そして， C。

に対応する定数として C=3Xl07(C゚：：：：：0.4914に相当）を提案している．しかし，定数Cとしてその値

を選んだ理由が曖味であるし，比較対象の Hasselmannand Hasselmann (1981)の厳密計算の結果も

後で述べるように精度が良くないので，定数Cには不定要素がある．

3. 3 新しい計算法

Masuda (1980)の計算法はあくまで特定のスペクトルに対して理論計算を行うために開発されたもの

であり，波数分解能を上げればそれだけ計算精度は良くなる．本論文で厳密計算法と呼んでいるのはこ

の理由からである．この方法では一つのスペクトルに対してさえ多大な計算時間を要するので， これを

直接予報モデルに組み込むことはできない．一方， WAMモデルで用いている近似計算法は，無数にあ

る4つの共鳴成分波の配置をただ一つの配置で代表させるものであり，しかも，その代表している 4波

は波数空間上で互いに近くにある 4波である．ゆえに，この近似法はスペクトル形によっては（例えば，

周波数および波向について集中したスペクトルや双峰性のスペクトルなど）その適用に限界があると予

想される．

従って，予報精度の向上をめざす上では特別な仮定や近似を導入せず，非線形エネルギー伝達を厳密

計算に近い形で効率的に求める必要があると判断し，高精度な Masuda(1980) の厳密計算法をもと

に， 4波相互作用の対称性を利用して，非線形エネルギー伝達を非常に効率良く計算する方法を新たに

開発した．

3.1.1 4波相互作用の対称性

非線形エネルギー伝達関数 (12)を次のように書きなおす：

如可ゾ'.• • f dk1dk2dk3 G(k,, k2, k3, k4)o(kげ k2-k3-k4)

Xo((1)I+(1)： (1)3-(1)4){n直 2(n叶 n4)-n3nin, + n2)}. (29) 

これは， 8関数で表現した共鳴条件を満足する 4波の波数成分 k1,k2, k3• しの相互作用により， k4 に
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おける作用 n4の変化量を記述するものである．この方法は，相互作用を考慮する際にしを選び出してい

る点で対称ではない．しかし，相互作用係数は成分波の組み合わせに関して対称であるし，相互作用し

ている各成分波の作用の変化菫は同じであるから（もちろん符号の違いはあるが），この相互作用は完全

に対称である．

Hasselmann and Hasselmann (1981) 13)は，波と粒子との類似性から， 4波による共鳴相互作用を 4

つの粒子の衝突過程に見立てて，それを以下のように説明している． 4粒子の衝突の確率は， 4つの波

数成分からなる 8次元の波数空間 dk1dk2dk3dk4における確率密度で表現でき，次のように与えられ

る：
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(30) 

ここで，

p= Go(k1 + k2-k3-k4)0((J)1+(J)2-(J)3ー叫 (3D 

である．各々の衝突では， 2つの粒子および 1つの反粒子が入射して消滅し， 1つの粒子が生成されて

放射される（図 5参照）．ただし，反粒子は負のエネルギー，運動量，作用をもつ．また，反粒子の消滅

は粒子の生成と同等である．この法則を適用して 4つの衝突過程を足し合わせると，単位時間あたりの

粒子作用の変化量 4nを得る．衝突に際して各粒子が受ける作用の変化量 4nパj=l,・・・， 4)は，符号の

違いを除けば，すべて等しい．

I l~J-1 ! ~ I ・ dW 

(32) 

ここで，

dW＝予｛n直 2(n叶 n4)-nsnlnげ n2)}dk1 dk2dksdk4 (33) 

である．また，この表現を用いると，計算の過程で，エネルギー，運動量，作用が自動的に保存される．

3. 3. 2 アルゴリズム

新しい計算法は，この相互作用の対称性を Masuda(1980)の厳密計算法に適用するものである．っ

まり，相互作用は完全に対称であるから，共鳴条件を満足する 4波の配置を決めると， n4の変化量を計

算する際に同時に得られる n1, n幻加の変化量をそれぞれに対応する波数成分の領域（ピン (bin) と

呼ばれる）に記憶しておけば， 4波を組み替えただけの同じ配置については計算する必要がない．つま

り，その分計算の手間が省ける．計算は具体的に，以下の手順で行う．なお，波数成分 k1,k2, k3, k4 

を有する 4つの共鳴成分波を便宜上それぞれ波 1,波 2' 波 3'波 4と呼ぶ．また，今までのように波
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4に着目して，波 lと波 2を共鳴対とし，波

3と波 4をもう一つの共鳴対とする．

［補助計算］（一回だけ計算すればよくデータ

を記憶しておく）

1.環境設定

一時ファイル，結果出カファイルの設

定など．

2.計算に必要なパラメータの設定

(a) 周波数および波向の格子数と格子幅

の設定

このとき，波向 0の格子は等間隔に配

置するが，周波数 (JJの格子は予報する

最小周波数 (JJminから最大周波数（切断

周波数）伽axまで対数的に配置する．

これによって計算時間をかなり省くこ

(i I Iii l 

(iii I (i V l 

図 5 Hasselmann and Hasselmann (1981) によ

る粒子衝突の概念図．＿に横棒が入ったも

のは反粒子を表す．［Hsselmannand Hassel-

mann (1981)] 

とができる．つまり，このようにすると，主計算の際に，波 1,波 2'波 3の周波数格子の番号

Ij (j= 1, 2, 3)は，波 4に相対的な周波数格子の番号 Lを波 4の周波数格子分だけずらせば決

まる．ここで，周波数および波向の格子数をそれぞれL,Nとすると，それぞれの格子幅は次の

ようになる：

.Jln(JJ＝In((JJmax/(JJmin)/ L, L10=27f/N. 

ここで，本研究では (JJmax/(JJmin=4. 4z,-.,__,4. 66とした．

(b) 特異点の計算に必要な定数などの設定

特異点周辺の微小領域Aのふについての領域幅 8を

8=1.5X』0

とする（図 4参照）．

3.特異点付近の核関数の計算

パラメータを仇とする．このとき，鏡像を利用するために，

o::;:;尻::;:;7[ 

(34) 

(35) 

(36) 

とする．従って，尻の格子数は [N/2)+1である．ただし，［．］は実数・を越えない整数(Gaussの

記号）．この 1次の loopを回して以下の演算を行う．

(a) 相互作用の対称性より，波 1～波 4の周波数を次のような大小関係にする：

函 s&1s砧 sl(＝血／血）． (37) 

また，周波数が互いに遠く離れた共鳴成分波間の相互作用は小さいので，最大周波数と最小周

波数との比 (JJ“伽が 3以上となる（つまり，函く1/3の）配置からの寄与分は無視する（正則点



(b) 

(c) 

風波成分波間の非線形エネルギー伝達

上の計算も）．これによって計算時間はさらに短縮できる．これについては後に触れる．

上の条件を満足させながら r=Oとなるような函を求める (Qp=ln函）．

共鳴条件よりか＝砧＝釦／2, また，ふ＝尻＝0.

133 

(d) (11)より

(e) 

を求める．

μ=（勾＝函～
iJ.Q)p I.蝠；{4函（咀＋cos幻ー砥｝ (38) 

49=4ln(JJとして立=|gp/49|-［I砧／49|]を求め， Qp<0.5なら，微小領域Aの gについて

の領域幅を，

e+=(0.5-Qp) X L1Q, e-=(Qp +0.5) X L1Q (39) 

に設定する（図 4参照）．ただし， Qp20.5なら特異点として扱わない．

(f) (22)より核関数 ?=8面虚ffぬdふ（1／ふ）を求める．
A 

(g) 波 4に相対的な波 1,波 2'波 3の波数成分の格子番号 (LJj)を求め（鏡像も含めて），核

関数 Pとともに，これらと 4波による可能な配置との対応付けをしておく．なお，原点尻＝g=

ふ＝0付近の特異点からの寄与分は，共鳴 4波が同一の波数成分を扱うこの計算法では相殺され

るので計算する必要がない．

4.正則点上の核関数の計算

パラメータを伽函， 01とする． このとき，鏡像を利用するために，

0~ 尻三冗，廷 0心冗 (40) 

とする．先と同様に，尻およびふの格子数は [N/2]+ 1である．これにより，記憶すべき配置の数

は1/4に減る． この 3次の loopを回して以下の演算を行う．

(a) (37)を満足させながら (14)より Cli1を求め，共鳴条件を利用して函，尻を求める．

(b) 核関数 K(=8co協幻5-1) を求める．

(c) 波 4に相対的な波 1,波 2'波 3の波数成分の格子番号 (ii,jj) ; j= 1, 2, 3を求め（鏡像も

含めて），核関数Eとともに，これらと 4波による可能な配置との対応付けをしておく．

なお，扱う配置の数は正則点と特異点を合わせて，波数分解能 LXN=24X36で1552個，

波数分解能 LXN=36X48で2172個である（ただし，鏡像を含めると配置の数は上記の

4倍）．

［主計算］（ 2次元スペクトルを読み込み非線形エネルギー伝達を計算する）

まず，スペクトルデータ ¢(1,J)を読みとり，作用 n=¢(1, J) I 2砧を求める．そして，波 4の配

列 (I4,J4）と配置とによる 3次の loopを回して以下の演算を行う．

1.波 1'波 2'波 3の周波数および波向の格子番号 (L,JJ: j= 1, 2, 3を，

L=L+h Jj=t+J4 (4D 
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により決める．

2.作用 n(J,J) を読みとり，各波の波数成分に対する作用 ni(j=l, ・・・,4)を

n戸 n(Ij,Ij)

より求め，正則点上の被積分関数，

2(J)m呟{n直 2(n叶 n4)-n辺 /n1+ n2)} 

そして，特異点付近の被積分関数，

2年 P{n直 2(n叶 n4)-n3n/nげ加）｝

を計算し，作用の変化量 4njをそれぞれに対応する波数成分 (Ij,Jj) にそのつど記憶する．

(42) 

(43) 

(44) 

ただし，高周波側では，切断周波数より高周波側の成分波とのエネルギー交換を考慮しなくては

ならないので9 (JJ＞(JJmaxの 2次元スペクトルは (JJ―4に比例すると仮定して， WAMモデルと同じ

¢((JJ，0)=¢((JJmax, e)((JJ)―4 
(JJmax 

と外挿する．

3.最終的な 4nが対応する波数成分における正味の非線形エネルギー伝達を示す．

4. 計算結果と考察

ここでは，まず， 2次元スペクトルを

¢(cv, 0)＝ゆ（cv)D(0;s) 

とし，方向分布関数 D(0;s)として cosSO型を仮定する．すなわち，

D(0; s)= 
{ fj(s)cosS o, 0< |0|三冗／2

0, 冗／2<10|<冗

である．ただし，スペクトルの主方向は 0度で，

f十冗12D(0;s)d0=1 
一冗/2

とする． fJ(s)は規格化定数で， I'(.)をガンマ関数とすると，

恥）＝古r（彗）Ir(s;1)

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

である．また，周波数スペクトル ¢((J)）としては，標準形である Pierson-Moskowitz（以下 PM)スペ

クトル (r=l.O)とJONSWAPスペクトル (r=3.3)を与え，かつそれぞれ ¢(wm)=lとなるように規

格化する．ゆえに，結果は無次元量であり，次元をもたせるには ¢((J)m)3(J)はg―4を結果に掛ければよい．

ここで， rは周波数スペクトルの標準形 ¢st((J);r)の形状パラメータの一つで，集中度パラメータと呼ば

れる：

心(co;r)～(/)―5exp [-f（皇）―4]rexp［一滞撃l
(/)m.  

(50) 

ただし，
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3.3, 15に対する周波数スペクトルの標準形

ん((i);r)．横軸はピーク周波数に相対的な周

波数処

2.0 
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0·~ao 

図 7 ゜
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・・・・・・・・・ S=16 

S=32 

90 

s = 2, 4, 8, 16, 32に対する方向分布関数

D(0; s)．横軸は波向 0(。）．

0.07, CO~ Wm 

6={。.09,co>(0m 
(5D 

である．図 6に周波数スペクトルの標準形ゆst((J);r)を，図 7に方向分布関数 D(0;s)を示す．

次に，非線形エネルギー伝達の計算結果の 1次元表示を T1((J)）として， 2次元表示を乃((J),0)とす

る：

叩）＝f五ふ((JJ,0)d0,
一冗

冗((JJ,0)=Snz((JJ，0).

(52) 

(53) 

また，実際の計算では (18)のように（血，船に着目しているので，（血，船に相対的に QJおよび 0を次

のように定義しなおす：

(JJ＝(JJ4/(JJm, 0=04-0m. 

ここで，出はスペクトルの主方向である．

(54) 

4. 1 波数分解能依存性

RIAM法の波数分解能依存性を調べた．図 8（左），図 9（左）にそれぞれ方向分布を cos20型とし，周

波数スペクトルとして PM型と JONSWAP型を与え，波数分解能 LXN=24X36で計算した非線形工

ネルギー伝達 T1((J}）を，特異点からの寄与分を無視したものとあわせて， Masudaの方法による結果と

比較して示す．同様に，圏 8（右），図 9（右）は， LXN=36X48の結果である．また，図10にLXN=

36X48で計算した乃((J},0)を示す．ここで，図 8, 9は，それぞれ，図の縦枠の寸法が異なることに注
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意されたい．以後の図もそうであるが， T1((1)）を描いた図の縦枠の寸法は， T1((1)）の最大値と最小値との

差に依存する．

波数分解能 LXN=24X36でも，厳密計算の結果とかなり一致している．しかし，波数分解能をこれ

以上粗くすると，厳密計算とのズレが大きくなる．逆に，波数分解能を細かくすればするほど当然精度

は良く，厳密計算に近づく．

また，特異点処理をしないと精度が悪くなる．波数分解能が粗いほど特異点からの寄与分は大きい．

従って，現実の予報モデルで用いられている程度の周波数・波向格子数： L= 20----..,25, N = 12'"'--'36で

は，特異点からの寄与は無視できない．ただし，特異点処理をする場合としない場合で所要計算時間の

差はほとんどない．

なお，計算に要した CPU時間は，一つのスペクトルについて LXN=24X36で，約17秒(HP730ワー

クステーション）であり，同じ波数分解能では，この計算法は Masudaの方法より約50倍速い．

ここで， PM型と JONSWAP型，それぞれの周波数スペクトル対する非線形エネルギー伝達の効果の

違いについて述べておく．まず，非線形エネルギー伝達の強度については PM型の方が JONSWAP型

より 1桁あまり大きい．（12)を見れば分かるように．非線形エネルギー伝達の強度は作用 n(k)の 3重積に

依存する．ここでは，周波数集中度ァの大きさにかかわらず，周波数スペクトルのピーク値を同じにし

たので，当然周波数分布の広い PM型の方が JONSWAP型よりも作用が大きい．ゆえに， PM型の非線

形エネルギー伝達の強度が JONSWAP型のものより大きくなったのである．次に，非線形エネルギー伝

達の分布形については両者で以下のような違いが出た．集中度の小さい PM型では， T1((1)）の極大値

（正）はピーク周波数 (1)=1.0付近にあり，極小値（負）は高周波側の (1)=1.5付近にある．従って，この

場合，非線形エネルギー伝達の効果は高周波側からピーク周波数付近にエネルギーを輸送し，スペクト

RIAM RIAM 

・・・・・・・・ NOSP ・・・・・・ NOSP 

- - -MASUDA - - -MASUDA 

クク

LxN=24x36 LxN=36x48 

図8 RIAM法による PM周波数スペクトル (cos20型方向分布：図 9,10も）に対す

るT1((JJ）． RIAM:RIAM法によるもの． NOSP:RIAM法で特異点処理をしてい

ないもの． MASUDA: Masudaの方法によるもの．横軸はピーク周波数に相対的

な周波数 (JJ(後の図も）．（左）波数分解能 LXN=24X36について．最大値は

3.34，最小値は一3.74.（右） LXN=36X48について．最大値は3.53,最小値は一

3. 74. 
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RIAM 
・・・・・・・・ NOSP 

- - -MASUDA 

LxN=24x36 

RIAM 

NOSP 
- - -MASUDA 

LxN=36x48 

固9 図8と同様． JONSWAP周波数スペクトルに対するもの．（左）波数分解能 LX

N=24X36について，最大値は0.509, 最小値は一0.396. （右） LXN=36X48に

ついて．最大値は0.532, 最小値は一0.374.

180 ~ 180 

90 I --190  

0 L- I I 11 I \1111,h'll.':((1< 、~'>>>)‘ぶヽ｀，、 ,-1 0 
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図10 RIAM法による乃(w,0)．ただし，波数分解能は LXN=36X48.縦軸は波向 0

（。）．実線は正値，破線は負値．（左） PM周波数スペクトルに対するもの．最大

値は2.01,最小値は一4.50,等値線間隔は0.343.（右） JONSWAP周波数スペク

トルに対するもの．最大値は0.401, 最小値は一0.379. 等値線間隔は0.0411. 
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ルのピークを持ち上げるように働いている．集中度の大きい JONSWAP型では，、第 1極大値（正）が

ピーク周波数の少し低周波側 (I)=0.95付近にあり，極小値（負）が (I)=1.1付近にある．加えて，第 2極

大値（負）が (I)=1.2付近に現れた．この場合，非線形エネルギー伝達の効果は，高周波側からピーク周

波数の少し低周波側にエネルギーを輸送し，スペクトルのピークを低周波側に移動させるように働いて

いる．以上のことから，非線形エネルギー伝達はスペクトル形の自己安定性と密接な関係があることが

分かる．



138 小松・草場・増田

4. 2 共鳴成分波間の周波数比の制限

周波数が遠く離れた共鳴成分波間の相互作用は小さい．つまり，共鳴成分波の周波数比がある程度大

きくなると，それらの間の非線形エネルギー伝達は無視できると考えられる．従って，相互作用が有意

な共鳴対についてのみ吟味すれば，計算の省力化に

もつながる．

RIAM法では， 4つの共鳴成分波の大小関係を，

(t)3::::-;;(t)I::,;;(t)2::::-;;(t)4 (55) 

とした．エネルギー交換を行う共鳴 4波の最高周波

数 ((t)4) と最低周波数 ((t)3) との比を Crで制限し，

(t)4/(t)3>Crとなる配置については計算しないよう

にする．このようにして，いろいろなスペクトルに

対する非線形エネルギー伝達の Cr依存性を調べた．

Cr= 2, 2. 5, 3, 7について， JONSWAP周波数ス

ペクトル（ともに cos20型方向分布），双峰性スペク

トル((t)=1に大きいピーク 9 (t)＝ 3に小さいピーク

がある）に対する非線形エネルギー伝達 T1((t)）をそ

れぞれ図11~13に示す．ちなみに，Masudaの方法で

は Cr=7としている．

Cr= 2程度では，扱う配置が少ない分見積りが小

さくなるが，スペクトル形にかかわらず Crz3で計

—-—--Cr=2 
・・・・・・・・・ Cr=2.5 

--- Cr=3 

Cr=7 

- Spectrum 

図12 図11と同様． JONSWAP周波数ス

ペクトルに対するもの．最大値は

0.532,最小値は一0.374.

—-—--Cr=2 
・・・・・・・・・ Cr=2.5 
- - • Cr=3 

Cr=7 

―Spectrum 

図11 共鳴成分波の領域幅 Cr=2, 2.5, 

3, 7について，PM周波数スペクト

ル (cos20型方向分布：図12も）に

対する T1((J)）．最大値は3.53，最小値

は一3.64. Spectrum :周波数スペ

クトルり((J)）．ただし， ル(1)=1で

ゆ((J)）の寸法はれ((J)）の寸法と異な

る（図12,13も）．

-•一•--•Spect『um

----- Cr=2 

C『=2.5

- - -C『=3

Cr=7 

図13 図11と同様．双峰性スペクトルに対

するもの．最大値は0.550,最小値

は一0.378.
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算値は落ち着くようである．従って，実用的には Cr=3程度で十分であると結論でき，血／血＞3となる

配置を無視すれば，計算時間は約 3分の 1に短縮できる．なお，ここでの計算は波数分解能 LXN=36X

48で行った．また， Cr=3は，波数でいえば k4/k3が 9のところまで考慮することに対応する．

4. 3 WAM法との比較

いろいろなスペクトル形を与えて RIAM法によ

る結果と WAM法による結果とを比較した．波数分

解能は LXN=36X48で行った．周波数スペクトル

として PM型，方向分布として cos2fJ型および COS

8 fJ型の 2次元スペクトルを与えて， RIAM法，

WAM法， Masudaの方法によって非線形エネル

ギー伝達れ((JJ）を計算した結果を図14,15に示す．

また，周波数スペクトルとして JONSWAP型，方向

分布として cos2fJ型を与えて計算したれを図16に

示す．さらに双峰性のスペクトル ((JJ=1に大きい

ピーク 9 (JJ＝1.5に小さいピークがある）を与えて計

算したれを図17に示す．ただし， WAM法の結果は

(28)において C。=0.4914とし， RIAMや Masudaの

方法と同じ無次元化を施して計算したものである．

WAM法では共鳴配置を一つしか扱っていない上

RIAM 
・・・・・・・・・ NOSP 

—-—--WAM 
――-MASUDA 

図14 RIAM法と WAM法の比較． PM
周波数スペクトル (cos20型方向分

布：図16も）に対する T1((JJ）．

RIAM: RIAM法によるもの．

NOSP: RIAM法で特異点処理を

していないもの． WAM:WAM法

によるもの． MASUDA: Msudaの

方法によるもの．最大値は3.72,最

小値は一4.16.

、
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RIAM 
・・・・・・・・・ NOSP 

-----WAM 

――-MASUDA 

図15 図14と同様． PM周波数スペクトル

(cos8 0型方向分布）に対するも

の．最大値は7.54,最小値は一8.47.

図16 図14と同様． JONSWAP周波数ス

ペクトルに対するもの．最大値は

0.532,最小値は一0.472.
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RIAM 
・・・・・・・・・ NOSP 

—-—--WAM 
――-MASUDA 

図17 図14と同様．双峰性スペクトルに対

するもの．最大値はo.731,最小値

は一0.528.

に，その精度を調べる際に比較の対象とした Has-

selmann and Hasselmann (1981) の厳密計算法の

結果は滑らかでなく，精度が悪い（図18参照）．従っ

て(28)の係数Cは不定要素がある．

RIAM 
・・・・・・・・・ MASUDA 

—-—-- HH 

図18 RIAM法と Hasselmannand Has-

selmann (1981)の計算法の比較．

JONSWAP周波数スペクトル (cos

2 O型方向分布）に対する冗(co).

RIAM: RIAM法によるもの． HH:

Hasselmann and Hasselmann 

(1981)の計算法のによるもの．

MASUDA : Masudaの方法による

もの．最大値は0.532,最小値は一

0.374. 

まず，周波数スペクトルとして PM型，方向分布として cos20型の 2次元スペクトルの非線形エネル

ギー伝達に対しては， WAM法は「分布形」および「強度」の双方を良く再現しているように見える．

しかし，同じ周波数集中度で方向分布が狭い場合には，「分布形」については良く再現しているが，「強

度」は， Masudaの厳密計算の結果に比べて大き過ぎる．さらに， JONSWAPスペクトルのように周波

数集中度の高いスペクトルや双峰性のスペクトルについては「分布形」および「強度」の双方において

Masudaの厳密計算の結果と著しく異なる．前に述べたように，非線形エネルギー伝達の強度および分布

形は，波浪スペクトルの周波数および方向集中度に敏感に依存する (Masuda,1980)．従って，集中した

スペクトルや双峰性のスペクトルに対する非線形エネルギー伝達を WAMの近似法で十分再現できる

とはいいがたいのである．

一方， RIAM法はあらゆるスペクトル形に対して Masudaの厳密計算結果を良く再現している．やは

り，精度の向上を図る上では相互作用が有意な配置についてはすべて取り扱わざるを得ない．汎用性と

精度では， RIAM法が WAM法に遥かに勝ると結論できよう．

5. おわりに

予報精度の向上をめざす上では，特別な仮定や近似をできる限り導入せず，非線形エネルギー伝達を

厳密計算に近い形で効率的に求める必要があると判断し， Masuda(1980) の厳密計算の方法をもとに，
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共鳴成分波間の相互作用の対称性を利用して，非線形エネルギー伝達を非常に効率良く計算する方法

(RIAM法）を新たに開発した．

RIAM法は Masuda(1980)の厳密計算法と比較すると，波数分解能が低いとやや精度が落ちるが，

格子数 LXN=24X36程度で十分精度良く計算できることが分かった．逆にいうと，数値的に安定で滑

らかな解を得るためには周波数格子数としてL=24程度，波向格子数としてN=36程度必要である．

また，特異点からの寄与は，波数格子数が多いほど小さくなるが，実際の予報モデルに採用されてい

る程度の波数分解能では無視できないことが分かった．ただし，特異点処理をする場合としない場合と

で，計算時間はほとんど変わらない．

さらに，相互作用している 4つの共鳴成分波の最低周波数と最高周波数との比を 3以内に制限しても，

厳密計算に近い非線形エネルギー伝達の計算結果を得ることが分かった．つまり，非線形エネルギー伝

達の計算の際に，最低周波数と最高周波数との比が 3以上になる配置を無視したので，計算はさらに省

力化できた．この計算方法は波数分解能 LXN=24X36で，一つのスペクトルに対する非線形エネル

ギー伝達関数の計算時間は約 6秒 (HP730ワークステーション）であり，同じ波数分解能では Masuda

(1980)の厳密計算法より約150倍速い．

最後に，いろいろなスペクトル形を与えて， RIAM法と WAM法とを比較した． RIAM法による結果

は，スペクトル形にかかわらず厳密計算の結果と良い一致を示したが， WAM法による結果は，スペク

トルの周波数および方向集中度が小さい場合は厳密計算の結果とある程度一致するが，周波数および方

向集中度が大きくなると，厳密計算の結果と食い違いが生じることが分かった．

当然のことながら，単一共鳴配置のみしか扱わない WAM法に比べて有意な共鳴配置全てを処理する

RIAM法は，遥かに長い計算時間を必要とする．現在の計算速度では， RIAM法をそのまま実用化する

ことは困難かもしれない．しかし，電算機能力の将来的な向上が予想されるので，もう少し改良を加え

れば RIAM法の実用性は増すと期待される．また，風によるエネルギー入力や砕波などによるエネル

ギー消散についても未解明の部分が多いので，水槽実験などを行って，高精度の次世代波浪予報モデル

の開発に向け，それらと非線形エネルギー伝達との調整をはかる必要がある．

なお， RIAM法を用いて，非線形エネルギー伝達の物理を考察した結果については別論文で発表する

予定である．
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風波成分波間の非線形エネルギー伝達

付 録

付 1 非線形エネルギー伝達関数の導出

付 1.1 基礎方程式と摂動解析

x,y,z空間において， z軸を鉛直上方にとり，自由表面を Z=7J(x,y,t）とする．水平方向に無限に

広い深さ hの非圧縮流体の層を考え，風による外力はないものとする．渦なしを仮定すると，速度ポテ

ンシャル (J>(x,y,z,t)が存在し，それは Laplaceの方程式を満足する：

a2(J> 
▽2(J>＋＝0. a牙

自由表面 (z=r;) における運動学的境界条件は，

並 ＿ 翌
at az 

十▽刀・▽(/)=0

であり，自由表面 (z=r;) における力学的境界条件は，

ao 11802  
可十gr;+万（▽(/))2万は）＝0

である．また，海底 (z=-h) における運動学的境界条件は，

a(/) 
az 

=0 

である．

のと刀を波形勾配 c(~l) で摂動展開する：

00 

の＝2ゆ (x,y,z,t), 
n=I n＝芦In刀(x,Y, t). 
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（付 1)

（付 2)

（付 3)

（付 4)

（付 5)

ただし， n(/)～n7J~0（ぎ）．（付 5) を，（付 1), （付 4) に代入すると， z=-hで，

▽2n(/)＋竺＝0, 誓t=o
を得る．従って， n次の摂動解は次のような Fourier級数で表せる：

n(/) = ~n(/)k(t) cosh k(z+ h) 
cosh kh 

exp [i(k・x)], 

n7J=~nZ凶 t)exp [i(k・x)]. 

（付 6)

（付 7)

（付 8)

ここで， n(J)山）あるいは nZk(t)は以下のようにして決定する．まず，境界条件（付 2)' （付 3) の

(J)(x, Y, z, t)をzに関して z=Oのまわりに Maclaurin展開し，りのべき級数で表しておく．これらに，

（付 6) を代入すると，最終的に， n(J)Kを決定する方程式を得る：

d2 
--0K+(/)tゆ 戸 こdt2n A翻ド：：：：点(t)10晶如・・・1的．

k1+k2+•••+kn=k s1,s2,•••,sn 

ただし，初期条件は，
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（付 9)

（付10)

である．ここで，ふは士符号であり，
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であるとする．

付 1.2 波浪のエネルギー

小松・草場・増田

1(/)t=(1(/)こk)*,

叫＝JgKtanh(Kh) 

（付11)

（付12)

さて，成分波間のエネルギー授受について考える．まず，単位底面積をもつ水柱の平均エネルギーは

運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和であり，次のように書ける：

E=½l>[(▽(/)）2+（詈）］心＋½pg戸

Eを次のように摂動展開し，

E=2E+3£+4E+ ・ ・ ・ 

各摂動項について吟味すると， 2次のオーダーでは（線形波では），

2p 
2E=~~(1)fl1(/)tl2 

g K 

となる．これは定数であるから， 2次のオーダーでは成分波間でのエネルギーの授受はない．

また， Gauss過程を仮定すると，奇数次のエネルギーの摂動項はゼロになる：

3£=sE=7£= ・ ・ ・ =O. 

次の 2つの偶数次のエネルギーの摂動項は以下のようになる：

4E＝匠心｛国 1 
2g K 

+2Re(1(/)_k3(/)k)} +¾pg~{l2Z出＋ 2Re(1Z-k3Zk)}+ ~・・・，
2 K 

虚＝匠心{|ふ[2+2Re(~ふ）＋2Re(~＿ふ）｝
2g K 

（付13)

（付14)

（付15)

（付16)

（付17)

1 
+¾pg~{l3Z出＋ 2Re(2Z-k4Zk)+2Re(1Z-ksZk)} +~・・・． （付18)

2 k 

ただし，末項の 2…は，定数項のみを含み，エネルギーの流れには寄与しない．後で述べるように，

時間に比例して増大・減少する項は 6次のオーダーではじめて現れる．

付 1.3 エネルギー伝達

付 1.3. 1 項 4Eについて

まず，（付 9) の n=2の場合の解を求める．解くべき方程式は，

d2 
22(J)k+(J)t2(J)戸 I: D店：t； 1(J)~:1(J)腐exp [ -i(S1(J)k1+s2(J)k2) t] 

dt 

となる． ここで，

k1+k2=k 
S1,S2 

（付19)

1• ((J)ik§ Dt:J;= i((J)i玉）｛麟 tanh 紐 tanh 紐ー(k心）｝―— + (J)2k1) （付20)
2 ¥ cosh2k仇 cosh弘h

であり，防＝S即 Kiである．（付19)は強制振動の方程式とみなせるが9 (J)tキ(S1(J)k1+s2(J)K2)2が常に成立

するので，共鳴は起こらない．これは重力波が 3波共鳴相互作用を行わないことに対応している．ちな
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みに，（付19) の解としては，

2([)k=2 2 
Dt::t; 

k1+'1;=k処ー（S！叫1+S迎 k2)
21([)th([)悶exp[ -i(S1wk, + S2wk.)t] （｛寸21)

s,,s2 

を得る．

次に，（付 9) の n=3の場合の解を求める．解くべき方程式は，

d2 
布ふ＋ 砥3(/)戸 区 Dt:：認：如i>t:1(/)t詔叩exp[ -i(S1匹＋S2匹＋s3%）t]

k1 +k2+k3=k 
SI,S2,S3 

となる． ここで，

1 
Di：忠：ぢ＝一{fjt:：ti:g+D悶：ぢ：t:+Dぢ：t：：翡｝

3 

であり，また，
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iD悶：t：
(JJt2+K3-((JJ2+(JJ3)2 

X [ 2((I)1+(I)2□)｛ (I)f(I)~-k1 ・ (kげ k3)}-(I)1(k心）2~-k1·(k2+k3)}-~叶K3|h)]

-iD悶：t亨((I)f+(I)切＋ka) ＋靡：~~{(I)f((I)2+(I)-gk1·(k叶 k3)}

＋竺 (kz•k3)｛伽＋叫＋叫（砥＋砥）＋ CO畑 3（伽＋叫｝
2g 

伽砥底 伽砥K多

2g2 （ 妬＋叫＋2如）一（皿＋2伽＋如）2g2 

である．ただし，

靡：訂＝上{(k心）一土CtJ⑩ 3直＋砥＋是3)}2g g 
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（付22)

（付23)

（付24)

（付25)

である．この場合は，与えられた K に対して， co~=(S⑫K1+S畑k2+S四k3)2を満足する kj とふを選ぶこ

とができるから，このとき (4波）共鳴が起き，解は時間 tに比例して変化する永年項をもっ．従って，

ぷのうち， I(/) -k3 (/Jkは tに比例した項を含むが，これは純虚数であるので 4Eには寄与しないいZ-k3み

に関しても同様）．すなわち， 4Eは定数項しか含まず，エネルギーの授受に関与しない．

付 1.3. 2 項 6Eについて

虚を計算するためには，（付 9)の n=5の場合の解まで求めなくてはならない．これを実行し（付18)

に代入すると，時間 tに比例するものとして 6Eのエネルギースペクトル 6F(K）を得る．この 6F(K)をt

で微分すると，

紅（k4)
3t =(JJ4!.. f dk1dkzdk心(k1,kz, k3, k⑳ (k1 + k2-k3-k4) 

X o((1)げ血一伽一皿）｛切l叩（叩＋心）一辺36n4（訊l＋訊2)}

となる．ここで， 6nj=6n(kJ)三 6F(Kj)／血であり，

（付26)
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G= 
9冗炉D2

4p2(J)1(J)畑 3血'

D=Dぶi.-K2=Dぶら．ーKl=Diは．―k,=Dぷ芯，ーK3

（付27)

（付28)

である．ただし，（付26) は sF(k)~2F(k) が満たされるような時間 t が十分小さいときには成立する

が， tの増加とともに速やかに漸近解としての性質を破綻させてしまう．そこで，2Fが時間に関してゆっ

くり変動すると想定すれば，十分長い時間で成立するものとして，

aF(k4) 
at =(J)4!.. f dk1dk2dk心（k1,k2, k3, k4) 8(k1 + k2 -k3 -k4) 

X 8((J)1+(J)2-(J)3-(J)4){n直 i(n3+n4)-n3nln1 + n2)} （イ寸29)

を得る．これが，いわゆる非線形エネルギー伝達関数 Sni(k4)である．ここで， nj=n(kJ=F(kJ/(J)jで

あり，

F=2F+4F+GF+・・・ （付30)

である．


