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九州大学応用力学研究所所報第74号平成4年

ある変形非線形シュレディンガー方程式

の解の発展について

及川正行＊

概要

分散曲線が変曲点を持つような波動系において，変曲点近傍の平面波の非線形変調を

支配する変形非線形シュレディンガー方程式 (MNLS)の周期境界条件の下での解の時

間発展を数値的に調べる．その MNLSは非線形シュレディンガー方程式(NLS)に3次

の分散項を付け加えた形をしているが，この 3次の分散項のために解が不規則になるか

どうかに特に注目する．他の項の係数をそのままにして 3次の分散項の係数だけを小さ

した場合の解についても考察する．

Key words : Modified nonlinear Schrc5dinger equation, Modulational instability, 

Chaotic behaviour, Separation distance 

1 • はじめに

369 

1次元弱非線形分散系における平面波の非線形変調が非線形シュレディンガ一方程式 (NLS)によっ

て記述されることはよく知られている叫しかしながら，分散曲線の変曲点の近傍においては NLSの分

散項の係数が非常に小さくなるために，非線形項とのバランスを保っためには、 3次の分散項も考慮し

なければならなくなる．その結果， NLSは次の変形非線形シュレディンガ一方程式 (MNLS)で置き換

えなければならない．

. aA がA . がA
t訂― 咋 万 ― 元釈―IAl2A=O. 

ここで，場を代表する変醤 rpが非線形性を表わす微小パラメータ Cの最低次で

rp~A(X, T)e'<●エーwt>+c.c.

(c.c. は複素共役）と書けるとし，

X=ざ13(x-w't),T=ざt

である．ただし, w=w(k)は線形分散関係，"'"は波数Kに関する微分を表わす．また，

fl=―2°{;s, r=½w"' 
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370 及川

であって，注目している平面波の波数Kが変曲点における波数kcに十分近いために，砂'(k)~ c:'13である

としている．分散曲線が変曲点を持つ例としては表面張力重力波があるが，その場合の方程式(1)の導出

が文献 2)で与えられている．

最近,Akylas と Kung•>は MNLS を調べ，双山孤立波の無限個の族が存在することを示唆し，最初の

3 個の族を数値的に計算した．各々の族は 1 —パラメータの族である．また，著者は文献 2) において，

MNLSの周期境界条件の下での解の発展を計算した．初期条件は元の物理系の一様波列に対応する

MNLS の解に周期的な小さな摂動を加えたもので， Yuen と Ferguson•>が NLS に対して行った計算と

同様のものである．文献2)では,NLSの場合と異なって MNLSの場合には解がカオス的になりうるこ

とを示唆したが，計算精度に若干問題があり，特に長時間の計算はできなかった．このノートでは文献

2)とは別な計算法を採用し，計算した結果とその後の若干の進展を述べる．文献2)ではr=O(NLS) 

とr=0.0936…（いずれもfJ=0.1817・・・ としている）の場合を調べたが．このノートでは r=0.01の場合に

ついても述べる．また，初期値が非常に近い 2つの解の間の距離の時間発展を計算した．それによれば，

NLSの場合には距離は線形的に増加するが， MNLSの場合には最も単純な解（周期解）の場合を除いて

いずれも距離は指数関数的に増加する．文献2)では IAIのグラフとともに IAIのフーリエ成分の絶対

値のグラフを示したが，このノートではAそのもののフーリエ成分の絶対値を示しているので注意して

ほしい．

2 • 問題の設定と計算法

文献 2) で述べたように， MNLS(l)の一様な解—元の系の一様波列解に対応する―A。=aoexp 

(-ia~T+iba) (a。：正数， bo:実数）の変調不安定特性は

Q=が士Jが（ががー 2/Ja~)

で与えられる．ここで擾乱は el(<X-OT)の形を仮定している．従って， {J<Oなら安定， {J>Oなら，

O<x<xc(=扉 ao)

の範囲で不安定となる．図 1の曲線は {J>Oのときの擾乱の増幅率を表わしている．

不安定な擾乱がどのように時間発展するかということを問題にする．初期条件は，

A(X, 0)= U(X, O)+ iV(X, 0), 

U(X,O)=叫1-acos(xX)〕， V(X,O)=O

o,,;;;x立L,L=2冗Ix

とし，境界条件は周期的とする. 2つの解の間の距離を計算する湯合を除いては，

ao=l, a=O.l 

とする．また， f1の値は

/J=0.1817・・・・・・

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

に固定している．この値は無限水深の表面張力重力波の場合に i:=0.05,k=0.9 (ただし， kc=Iとなる

無次化において）と選んだときの f3 の値である•>. またこの場合 rはr=0.0936…となる．このノートで
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図1 MNLS(l)の一様な解の変調不安定特性．横軸は xix"縦軸は増幅率で

ある．図の Sは初期値(6)の波数を Xとするとき，s=x/x,で定義されて

いる．

は(l)y=O,(2}r=0.0936…, (3)r=O.Olの3通りを考える.xの値は次の 5通りを考える.(a)x=0.7xc, (b) 

x=0.35xc, (c)x=0.27Xc, (d)x=0.22xc, (e)x=0.18ふ．図 1に見られるように，不安定区間に含まれる基

本波と高調波を合わせた数mは，それぞれ， (a)m=l,(b)m=2, (c)m=3, (d)叩 =4,(e)m=5である．こ

れらの初期条件は YuenとFerguson41が NLSについて，初期値の不安定特性と不安定解の長時間発展

との関連を調べたときに用いたものと同様である．彼らは文献 4)において，｀（図 1のように）不安定域

が波数の上限を持つ系では，不安定の発展に伴うエネルギー分配過程に関与するモードが常に不安定な

低波数モードに限定されるために， (6)のような初期値から出発した解は無秩序にはならないだろう＇＇と

提案した．しかし， NLSの場合に解が無秩序にならないのは，そうした不安定特性ばかりでなく， NLS

が完全積分可能な系5)であるためとも考えられる．もしそうならば，（証明したわけではないが，たぶん）

完全積分可能でない MNLS(l)の解は，不安定特性が同じ (y=l=Oのときには 9 に実部が現われる点が異

なるだけで，増幅率は y=Oのときと同じ）であっても， NLSの解の挙動とは定性的に異なると予想さ

れる．また， rは(1)に現われる最高階の導関数の係数であるから，ァの値を小さくしても解は y=Oの場

合の解には近づかず，何か特異な挙動を示すことが考えられる．こうした事柄を調べるために MNLS(l)

を数値的に解いてみようとするわけである．

MNLS(l)は少なくとも次の 3つの保存量をもつ．

I,=』LIAl2dX= fw2+い）dX, 

I戸い(A*:1 -A覧）dX=zf(v翡— U~,i)dx,

I,= f{s oA 呈二立(A!Axx-A鳴）一上 IAl•}dx。 axax 2 2 

(9) 

(IO) 
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= {{f3(W+ V支）+r(VxUxx-U、,Vxx)--1.(u仔い）2)dX, 。 2

ただし， U, VはそれぞれAの実部と虚部である．

H=ils 

とすると，

aA . 炉A 炉A oH 
可マ＝一zf]ax'+ r叩―zが A*=oA*' 

aA* がA* 炉A*
ar = i/3 ax2 + r ax'-zが A*'=

oH 
8/l 

(11) 

(12) 

(13) 

ここで，右辺は汎関数微分である．従って， (1)はハミルトン系であり， Hはそのハミルトニアンである．

次に，数値計算法について述べる．

~=xX 

とおいて，計算区間を [O,2冗〕とすると， (1)は

oA , 炉A , がA
訂―=-/3ae + r芍―iIA l'A. 

/3'=ぷ/3,r'=xサ

(14) 

(15) 

となる．文献 2)では空間依存性は擬スペクトル法で扱い，時間に閲してはリープ・フロッグとした．し

かし，この方法では特に rキ0の場合には時間ステップ』Tを非常に小さくする必要があり，長時間にわ

たって精度の良い計算をすることは困難であった．今回の計算では，空間依存性は擬スペクトル法であ

るが時間方向にはフェールベルグ公式と呼ばれる 6段5次のルンゲ・クッタ型公式を用い，ステップ幅

を自動調節する方法6)を適用した．さらに， Tanaka'1にならって次のような工夫をした.A(ど， T)のフー

リエ変換を A,,(T)とする．

すると， (15)は，

となる．

を導入すると，

N 

A(2, T)=~ ふ(T)e'"'
n~-N 

dAn ~ -＝一dT 
i<J(n)An-i(IA l'A)n 

J(n)= -(3'n'+ -y'n、3

ふ(T)=ふ(T)ei<fln)T

d -・,6(n)T 
dT 

ふ(T)=-ze (IA l'A)n. 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(17)の代りに(20)を解いた．ほとんどの場合， N=64とした．ァ=0.01かつ xi仄=0.27, 0.22, 0.18の場合は N

=128とした．いずれの場合も T=lOOまで保存醤 I,,I,, ]3は十分な精度で保存していた．ほとんどの場

合，上位10桁以上が保存しており，最悪の場合でと上位 8桁以卜は保存していた．
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3 .IA I及びフ ーリエ・モードの時間発展

IAIの時間発展とAのフーリエ成分の時間発展について述べる. T=32まで図示されているが，実際

には T=lOOまで計算している. T=32まででは IAIの時間発展は文献 2)で示したものと図では区別

できない．この節の結果は初期条件(6)で ao=l,a=0.1として｛辱られたものである．また， Bの値は常に

(8)としている．

図 2はNLS(y=O)の場合の IAIの発展である．また，図 3は対応する Aのフーリエ成分の絶対値

を示す． これらの図からいくつかの事柄を指摘できる．

(N 1)初期値における不安定モードの数mが増すに従って，解の挙動は複雑になる．また，励起され

るフーリエ成分の数も増す． この性質は MNLSの場合にもあてはまる．

(N2)m=lの場合は周期的．他の場合には初期値に近い状態に時々もどる.IAIの波形は秩序だって

いる． このことはフーリエ成分でみると各時刻において高波数成分と低波数成分に強い相関が

あるという点に現われている．

(N 3)励起されるフーリエ成分の数は意外に多い．図 3と図 5を較べてみよ．このことは NLSをスペ

クト 1レ法で解くときには(16)におけるNを十分大きくとる必要があることを示唆する． もちろん，

これは差分法の場合には，空間のステップサイズを十分小さくすることに対応する. Caponi 

ら8)しま a。を大きくすると， NLSの解がカオス的になると述べたが， Yuen91は計算に用いるフー

リエ・モード数を増すと，そのカオス的挙動が消えてしまうことを指摘した．また，最近 Ab!-

owitzとHerbst101はNLSにおいて起ったとされるカオス的挙動は数値的な不安定に起因ずる

ものであり，この不安定は NLSのホモクリニックな軌道と深くかかわっているということを

指摘した．

凶 4,国 5は y=0.0936・・・におけるそれぞれ AlとAのフーリエ成分の絶対値の時閏発展を示す. ()J 

1)で述べたことはこの場合もあてはまる．次の 2点に気づく．

(Ll)m=lのとき以外は IAIの発展は無秩序に見える．再帰性があるようにみえない.NLSの場合

とは定性的に異なる．

(L 2)励起されるフーリエ成分の数は比較的少ない．しかし，励起されているモードは m=lの場合を

除いてほぱ一様に分布している．

凶 6,図 7は y=O.Olの場合を示す./3を一定にしたまま；9→0としても物理的には意味がないと恩わ

れるが，ァは最高階微分項の係数なので，その値が小さいときにどのようなことが起るかは興味深い．こ

の場合も性質(N1)があてはまる．また，次のことが指摘できる．

(Sl)m=lのときでさえ再帰性はないように見える. m;:o;zでは IAIは非常に無秩序に見える．

(S 2)励起されるフーリエ成分は y=0.0936…の場合よりかなり多くなる. n軸の目盛に注意．

CS 3) A Iの波形において，空間スケールの小さな部分と大きな部分がかなりはっきりと区別でき

る． この傾向はフーリエ成分の分布にも多少現われている．

ァ=0.01の場合の解の様相は NLSの解の様柑とは全く違っている．しかし， y=0.01の場合の方が r=

0.0936"・ の場合より NLSの解に似ている部分もある．それは IAIにおけるピークの形である. y=0.01 
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図2 NLSの解の時間発展， IAI. (3=0.1817・・・， r=O.初期値は

(6), (7)で与えられる. (a)x=0.7xc, (b)x=0.35xc, (c)x= 

0.27Xc, (d)x=O.ZZxc, (e)x=O.l8xc. 右の横軸は 5軸，左の

横軸はT軸である．
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図3 NLSの解Aのフ_,

右の横軸はT軸，
）工成分の絶対籠

左の横軸は n軸である
/J=0.1817 ... , r=O. 

と同じ． ．他の条件は図 2
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図4
MNLSの解

他の条件は図2
の時間発展， /A/

と同じ．
• /3=0J8J7 .. , 

, r=O令0936--・． 
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図5 MNLSの解Aのフーリ
工成分

0.0936・・・ 
の絶対値

．他の条件は圏3と同じ． ． 
/J=0.1817・・・, r= 
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図6 MNLSの解の時間発展， IAI. /3=0.1817…, r=0.01. 他の

条件は図 2と同じ．
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図 7 MNLSの解Aのフーリエ成分の絶対値./3=0.1817…, r= 

0.01. 他の条件は図 3と同じ．
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の場合の（空間スケールの大きい方）のビークの形の多くが対応する場合の NLSの解におけるピークに

似ていると見ることができる．

図 4から圏 7を見ると m=lの場合を除いて解はカオス的に見える. m=lの場合も r=0.01のとき

には規則的であるのかどうかは何とも言えない．

4. 軌道間の距離

カオス的な挙動に対するチェックとして，近い初期値から出発した 2つの軌道の間の距離
2N-J 

d(T)=~IA;(T)-A;{T) 12, 
;-o 

A;(T)=AU冗IN,T), A;(T)=A'(j冗/N,T) 

を計算した．本来はリアプノフ指数を計算すべきであろうが，ここではそれはなされなかった．

図8~10に(6),(7)で与えられる初期値と aoだけを ao=l.0001にかえた初期値とから出発した軌道間

(2U 

の距離を図示している．図 8はNLS(r=O)の場合で， x=0.7ん（細い実線）と x=0.18Xc(太い実線）

の2通りが示されている．いずれも距離は線形的にしか離れていかない．医 9はMNLS(r=0.0936・・・）

の場合で， x=0.7xcに対しては d(T)は線形的に増加するが,x=0.35xc, x=0.18んに対しては， d(T)

は指数関数的に増加する．また，図10はMNLS(r=0.01)の場合で， x=0.7xc,x=0.35xc, x=0.18氏

のいずれもが指数関数的増大を示す．従って， r=0.01の場合には，不安定モードを 1つしか含まなぃ初

期値 (x=0.7xcで図 6(a))から出発した解もカオス的とみてよいように思われる．

図 8~10では初期値(6)で aoの値がわずかに異なる 2つの軌道間の距離を示したが，図11,12に，初期

値のずらせ方を 3通りに変えた場合の 2つの軌道間の距離の時間発展を示した．図11はNLS(r=O)で
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囮8 NLSの2つの軌道の間の距離 d(T).{J=0.1817…, r=O. 一方の軌道

の初期値は(6),(7). 他方の軌道の初期値は(6),(7)でao=l.0001と変え

たもの．細い実線は x=0.7xc,太い実線は x=0.18な．
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図9 MNLSの2つの軌道の間の距離 d(T)./3=0.1817 .. ・, r=0.0936・ヵ軌

道の初期値は図 8と同じ．破線はx=0.7x"細い実線は x=0.35Xc,太

p実線は x= O.l8x,. 
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同lll MNLSの2つの軌道の間の距離 d(T)./3=0.1817・・・, y=OOl. 軌道の

初期値は同 8と同じ．一点鎖線はx=0.7灰，細い実線は x=0.35xc,太

い実祝は x=0.18x,.

x=0.18x, けn=5)の場合，図12はMNLS, y=0.0936…）でx=0.35幻 (m=2)の場合である．破線は

図 8~10と同じ初期値のずらせ力をした場合である．また，太い実線の場合は，一方の軌道の初期値は

(6), (7)であり，他方の軌道の初期値は aの｛直のみを a=0.1001とずらせたものである．さらに，細い実線
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図11 NLSの2つの軌道の間の距離 d(T)./3=0.1817--・, r=O, x=O.lBxc. 
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図12 MNLSの2つの軌道の間の距離 d(T).{J=0.1817…, -y=0.0936 ... , X 

=0.35xc. 

の場合には，一方の軌道の初期値はやはり(6),(7)であり，他方の軌道の初期値は(6),(7)で V(X,0)を

V(X, 0)= -0.0001 sin(xX) 

とずらせたものである．図12では 3つの場合の距離はほぼ同じように振舞う．図11では細い実線が他の
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2つと少し異なる挙動を示しているようにみえる． しかし，全体としては線形的な増大とみるべきであ

ろう．

5 • ま と め

このノートでは MNLSとNLSの変調不安定波の時間発展を数値的に調べた. MNLSの場合には

NLSの場合とちがゃて，解がカオス的になることが見出された.y=0.0936…のときには初期値の基本波

と1つ以上の高調波が不安定域 O<x<x,.に含まれているならば，解はカオス的てある．一方，ァ=0.01の

ときには，初期値の基本波のみが不安定域に含まれる場合でさえも解はカオス的になった"l.r=o.01の

場合の解は全体的には NLS(y=O)の解とは全く異なるけれども，ある意味では y=0.0936…の場合よ

りも， NLSの解に似ているということは大変興味深い．さらに小さい yに対する計算およびリアプノフ

指数の計算は今後の課題である．

この研究における数値計算は，九州大学応用力学研究所の FACOMVP-30, 九州大学大型計算機セン

ターの FACOMM-1800及び FACOM VP-2600を用いて行なわれた．
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