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九州大学応用力学研究所所報第65号昭和62年

一方向繊維強化複合材料接着面における

T型き裂問題ー（その 1)理論解析

注文学＊高雄善裕t

栖原寿郎土

概要

一方向繊維強化複合材料内部の接着面に垂直き裂と界面き裂が同時に存在する 2次

元の T型き裂問題について理論解析を行う．従来， 2つの部材からなるモデルについて

解析が行われていたが，今回， 5つの部材からなるモデルについて解析する．これによ

り，繊維体積含有率を自由に現実的な範囲に取ることができる． 2次元の線形弾性理論

に基づいて， Airyの応力関数と Fourier変換を適用すると，この問題は連立特異積分

方程式に帰着する．き裂先端とはく離先端の特異性についても考察する．

Key words : Composite Materials, T-shaped Crack, Debonding, Delamination, Integral 

Equation, Singularity 
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構成素材の特性を合理的に補い優れた性能を出す複合材料は構造部材として近年ますます広く用いら

れてきている．なかでも，一方向繊維強化複合材料とその積層板は，構造部材として主要な位置を占め，

そのすぐれた比剛性，比強度などにより，また最近は異方性までもが積極的に利用され，宇宙航空から，

船舶，機械，自動車各方面にわたって，用いられている．それに伴い，複合材料の力学特性をはじめ，

強度，破壊などの問題が重要な研究課題となってきた．特に，複合材料では，材料特性の異なる構成素

材が接合されているため，その破壊は均一材料の場合に比べ極めて複雑となる 1)~6)．構成素材の材料定数

の組合せや構成の幾何学的なパラメータあるいは接合界面接着強さなどの材料学的パラメータにより，

複合材料内部のき裂伝播様式が多様化し，それによって，複合材料全体のマクロな破壊強度も変化する．

したがって，複合材料を高い負荷レベルでより安全に使用するには，そのマクロな破壊機構や破壊強度

などと内部き裂の各伝播様式との関連，各伝播様式間の相互作用およびこれらに対する各種のパラメー
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266 注・高雄・栖原

タの影響などについて，微視力学的な観点からの考察が必要となる．特に，一方向繊維強化複合材料の

破壊問題についての研究は，より複雑な構成の複合材料の破壊強度を評価するときに，基礎となるので，

理論的にも実用的にも重要である．

これまで，この方面の問題について，数多くの研究者が 2次元または 3次元的な各種のき裂パターン

を用いて解析を行なっている7l~15l.ErdoganとPacella1lは内部に円板状き裂がある一方向繊維強化複

合材料に引張負荷が作用した 3次元問題について解析を行い，き裂進展に対する繊維の抵抗を求めてい

る． Wangら8) は同様な幾何学的形状の物にねじりが作用した場合を解析し，繊維のき裂進展阻止効果

をき裂先端に沿う応力拡大係数の変化で表している．また， ErdoganとOzbek9)や笠野ら10)は繊維と

母相の接着面に円筒状界面き裂がある問題について解析を行っている．その他， 2次元的な取扱いでは，

異方性帯板の接着面に周期的に存在する垂直き裂に対する DelaleとErdogan11)による解析や，関根と

神谷12)による異方性板におけるせん断破壊に対する

解析などがある．

しかしながら．それらはいずれも，界面に垂直なき

裂と界面に沿うき裂が単独に接着面に近づくまたは存

在する場合の研究であり，両き裂が同時に接着面ある

いはその近傍に存在する場合の研究は少ない．わずか

に GoreeとVenezia13)や LuとErdogan14H5)が半平

面あるいは帯板どうしの接着面に両き裂が同時に存在

する問題の解析を行っている程度である．それらの結

果は繊維体積含有率が極めて小さい場合，つまり繊維

間の距離が大きい場合には有効であるが，現実的な繊

維体積含有率0.2~0.7の場合には直接適用できない．

今回の解析モデルでは，現実的な繊維体積含有率に

対応する繊維問隔（マクロ的には例えば0°/90° /0゚ 系積

層板の 0゚ 層問隔）を取ることができる．第2章では，

2次元線形弾性理論16)に基づき Airyの応力関数およ

びFourier変換を用いて，この問題の連立積分方程式

を導く．参考文献14)15)が議論された，帯板どうし

の接着面に T型き裂が存在する問題は今回の解析の

特殊な場合に対応している．この問題の解を今回の最

終結果より 3章で導く．

5
 

a. 

y□1 ~:翌且3
凸X4 日

2. 理論解析

2. 1. 解析モデル

一方向繊維強化複合材料内部の繊維～母相間接着面

b. 

Fig. 1 Calculation model ; a. a T-shaped 

crack at the interface in unidi-

rectional fiber-reinforced compo-

sites, b. local coordinate systems. 
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のはく離と母相内のき裂進展問題について，図 1に示す基本的な 2次元T型き裂モデルを考える．図

1-aに示す解析モデルは 5つの部材により構成され，界面き裂（長さ 2b) と垂直き裂（長さ a)の部分

を除いてそれらは完全に接着されている．部材1,3, 5は母相， 2,4は繊維，部材iの幅は h,,部材1

と5は半無限平面 (h】=h5=OO)であり，それぞれの直交座標系知｝は図 1-bに示されている．部材

1, 2にのみ座標原点が部材右側にとられている．繊維2と母相3の間の接着面に界面き裂があり， x軸

に関して対称である．それに謹交して母相3のX軸上に垂直き裂が存在する．垂直き裂の表面に垂直圧

ヵpo(x)，界面き裂の表面に垂直圧力 Pu(Y)およびせん断応力P，2(y)が加えられている．よく知られて

いるように，このような負荷条件はき裂先端の特異性に関する限り，それぞれ無限遠点でy方向の引張，

X方向の引張，およびxy面内剪断を加えた場合に対応する．また，界面き裂に作用する応力は X軸に関

して対称，つまり， Pu(y)=Pu(-y),P12(y)=-A.(-y)，と仮定する．ここで， x,(y,)の代りにその総

称として x(y)を使用している．各々の式で(1)x(y)は全ての iに対応するものであるか，あるいは(2)

他の付帯条件より定義される範囲が明確であるのでこれからも X;(y;）の代りに必要に応じ混乱のない

範囲でx(y)を使用する．また境界条件に関する記述以降は主な変数必(y3)を意味している．

2. 2. 基礎方程式

2次元線形弾性理論により，図 1に示す問題に関する適合方程式を部材iに対する Airyの応力関数

Piを用いて表せば，次の重調和方程式｀ ＋長）2'Pi= 0, (i = 1, 2,...'5)' (1) 

を得る．式（1)にFourier変換を施し，更に問題の X軸に関する対称性を考えれば，式 (1)を満足す

る応力関数 ¢iは

rp;(X, y)＝互f゚｛［（A汁珈）e-xs+（Ci+Dix)げ］cos(sy) 
”° 

+G,(l+sy)e―BYcos(xs)}ds, (i=l,2,・・・,5), 
(2) 

と得られる”し下添字iは部材 i(i=l,2, 3, 4, 5)に関する量を示す．部材1,5が半平面であることから，

A1 = B, = 0, C. = D. = 0. (3) 

部材1,2, 4, 5の内部にき裂がないことから，

G】=G2= G. = Gs= 0, (4) 

が得られる．その外の 17個の未知関数A,(s),B,(s), C;(s), D,(s), G,(s)は境界条件と連続条件によっ

て決められる．

式 (2) を部材 iに関する応力関数q;,-x(y)方向垂直（せん断）応力 6x(y)（r心）の関係式

6ix ＝信，砂＝信， rゅ＝—紐， (5) 

に代入し，更に次の平面応力状態に対応する構成方程式と x(y)方向垂直（せん断）ひずみ ex(y)(rxy）ーx(y)

方向変位Ux(y)の関係式
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1 
（（  

1 2(1 ＋叫
l:;x =—- 6ix ー叩，•5,y) ， C,y = - 6,.yー叩，m）， yix_v = r…, （6) 
E, E, Ei 

砿 x Ou,y8u,•X + du,y €ix =＝ c,y = %xy = 叙 'oy'Juy oy'ox' 

を用いると，応力，変位成分が次のように得られる．

叩＝ユj゚{[(A+B,x)e―xs+(C1+D1x)ex']s2 cos (ys)-Cぷ(ys-l)e―ys cos (xs))ds, 
冗。

砂＝ ij゜ ([(A,•S+B,xs-2Bi)e ― xs+(C,s + D,xs +ZD;)ex•]s cos (ys) 
l[.lo 

-Gぷ(1+ ys)e―ys cos (xs))ds, 

向＝一立f゚{[(A,s+ B,xs-B,)e-・"-(C.s+ D,xs+ D,)exs]s sin (ys) 
冗。

+G,,ys3e-Y• sin (xs)}ds, 

u,•x ＝土』00([(A,+B,x)(l＋叫s+ (1-v,)B,]e―xs_[(C,+ D,x)(l十叫S

-(1-v,)D;]exs} cos (ys)ds 

＋元J.00G;s[ys(l + v;)-(1-v;)]e―ys sin (xs)ds, 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

U;y =ん［（［（A+  B,x)(l + v,-)s-2B,-]e-xs+[(C,-+ D,-x)(l + v,-)s+2D誓｝

x sin (ys)ds+孔パ00G,-s[2 + ys(l十い）］戸cos(xs)ds, 
(i=l,2,・・・,5). 

ここで， E,と以は部材 iのヤング率とポアソン比であり平面ひずみの場合は上式中の E99)Jiを

(12) 

E；凶
(l-y1)'(1-叫'

(13) 

に履き換えればよい．以下に現れる E；，レ，についても同様である．

問題の X軸に関する対称性を踏まえると，未知関数A；等を決めるための境界条件と連続条件は図 1

により
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年 (h,,y) =[5sx(O, y), 

叫 h4,y) ＝ r5xy(0, y), j (O三y4(5)＜ co), 
U2x(O, y) = Usx(O, y), (b < Ym) < co), 

u,y(O, y) = usiO, y), (b < Y2cs) < co), 

知 (0,y)＝知(0,y), (0 ;:£知(3)< co)' 

応 y(O,y) = rm(O, y), (0 ;:£ Y2cs)くの），

U]y(X,0) ＝ 0, (-OOくふ;;:;0)' 

応 y(x,0) ＝ 0, （ -OO くふ~ 0)' 

u,,Cx, O) = 0, (-h2く冗2;;,; 0)' 

応 y(X,0) = 0, (-h2 ;a; x, ;a; 0), 

u,,(x, 0) = 0, (0 :;;; x, :;;;勾，

て,x,(x,0) = 0, (0 ;,;知ニ加），

u,.(x, 0) = 0, (0 ~ x,く oo)，

rsxix, 0) = 0, (0 ;a: x5 < oo), 

恥 h,o) = o, (o;;;:知三如），

u凶X,0) = 0, (a < X, ~如），

知 (x,0) = -Po(x), (Oくふく a),

び3x(0,y) ＝ -P11(y)，（O手y3< b)， 

269 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

r,xiO, y) =—凡(y), (0 ~ y, < b), (42) 

と表わせる．式 (10) と (12)により，境界条件のうちの式 (30)~(38)は自動的に満足されている．

したがって， 17個の未知関数A,・等を決めるには，その外の条件式を考えればよい．

2. 3. 積分方程式

一般には， 14個の条件式 (14)~(25), (28), (29)により， 14個の未知関数を他の 3個で表わし，こ

れらを混合条件式 (26), (27), (39)~(42)に代入すれば，残る 3個の未知関数に対する積分方程式が

導かれる．具体的には以下の様に行う．

まず， A，・等で表現した応力と変位の式 (8)~(12)を全ての条件式 (14)~(29), (39)~(42)に代入し，

Fourier変換を使い

［ふ（1+叫s-B贔 s(l＋崎（1-叫）l鸞e厄s_[C2(l這）s-D,(h2s(l十屁）＋（1-ぬ））］

憎e―h終 +C1(l＋叫s-Di(l-2J1)= 0 

［ふ（l+ 叫S-B峠s(l 十玲）＋ 2)) 虐eh2•5+ ［ C2(1 十叫s-D,(h,s(l +汲)-2)）]骨e―h,s

-Ci(l十叫s-2D1= 0, 

(A2-Bふ）ems+（C2-Dふ）e―h,s_cl= 0, 

(43) 

(44) 

(45) 
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270 江・高雄・栖原

[A2s-Bi(h,s+I)]eh,s_[C2s-D2(hzs-l)]e-h's+c1s+D, = 0' 

凶（1+叫s+B.(I-以)-C,(1+ vふ国（1-叫息ー［ふ（l+叫s+B砂 s(l＋叫

+(1-v,))]e―hss+ [ C,(1十叫s+D3(I約s(l+叫ー（l-叫）］臼＝ R1(s),

訊（1+叫s-2Bけ C4(1十叫s+2D』息―［ふ（1+因）s鳴 (h,s(l+恥)-2)]e―h3S

-[C,(l十レ3)s+D3(h3s(1十Vs)+2)]e加s= Rz(s)' 

(46) 

(47) 

(48) 

-s2(Aげ C.)+s2（ふ＋B3ん）e―h3S+s2(c叶 D心 eh,s= R,(s), (49) 

s(A4S-B4-C4S-Dか [A因＋B,s(h硲ーl)]e-h's+[C足＋D,s(h,s+ l)]eh終＝凡(s), (50) 

E5 [A.(1十叫s+ B,(h,s(l +叫＋（1-V4)）] -C-h4S-[C4(1＋叫s+D.(h心（1+叫ー（1-叫）］
E4 

噌eh.,sーん(1十叫s羞 (1-Vs)= 0 

[A,(1+））,)s + B.(h,s(l + v,)-2)]髪e□ -[C.(l+））,)s+ D.(h,s(l＋叫＋2)]麿 eh<S
-A5(1+））s)s+2Bs = 0, 

（ふ＋B山）e-h"+(C叶 D山）eh4S-A5= 0, 

[A心＋凡(h,s-l)]e―h4S-［Cゅ＋D,(h心＋l))eh'8-Ass+B5=0,

凶（1+叫s国 (1→2)-G(1十叫s+ D,(1→2)]麿ー〔ん（1+叫s+B3(1-!J3)-C3(1十叫S

+D,(l→,)] = Rs(s), 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

凶（1＋叫s-2B叶 C2(l惰）s+2D』麿―[As(l＋叫s-2Bげら(1十ぬ）s＋2D』=R6(s), (56) 

(Aげ C3-Az-Cz)sと＝ R,(s),

(AzS-Bz-C2S-Dz)-（ふs-B3-C3s-D3)= 0, 

1~ G:i(s)s cos (sx)ds = 0, (a < xくん），
゜

f {゚[Aぷ＋B3s(XS-2)］e―xs+[C,s2+D叫 s+2)］exs-G討 cos(sx))ds =—和叡），

゜
(0 < X < a), 

』OO[-sL(A叶 C,)cos (sy)+ Gぷ(sy-l)e―YS]ds=ー］凡(y), (0 ;e:; y < b), 

fOOs(-A3s+Bけ C,s+D,) sin (sy)ds =―和凡(y), (0 ;e:; y < b), 

゜
を得る．ここで， R,(s)(j=l,2, ・・・ 7)は

R,(s) = f 100ら(t)t2[(1+叫（：22+-ss22)2ー（1-叫バs2]sin (th.)dt, 

凡（s)=}  looら（t)ts[(l+ぬ） （t;¢討）2+炉h]cos (ths)dt, 
凡（s)=—:［ら(t)t3［ふーSS22)z- t土］cos(th,) dt, 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 
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R.(s)＝立「ら(t)t4づ~sin (tha)dt, 
冗。 (t2+ s,) 

J玉(s)cos(sy)ds= 0, (b < y < oo), 
1= Ra(s) sin (sy)ds = 1= Gi(t)t[ty(l十ぬ）＋2]e-'Ydt, (b < y < oo), 

凡(s)=-¼ 1= G,(t)t3 [~― t2し］dt,

である．

次に，変位の微分と相対変位の微分で定義される新しい 3つの未知関数＂）

I1(x) ＝ 
Ou3y(x, 0) 
3x 

゜fz(y)=-f:-[u,x(O,y)-u2x(O,y)], み

271 

(66) 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

a /i(y) =―-［u:i,(O, y)-u2,(0, y)], ay (72) 

を導入する． Ai等で表現した変位成分式(11), (12)を上記f，の定義式(70)~(72)に代入し，部材2~3

間の変位に関する連続条件から得られた関係式 (55), (56)を使うと

応）
4 OO 

=―声i嘔 (s)sin (xs)ds, 
的）＝忍［凡(s)ssin (ys)ds, 

fa(y） ＝一土』00(Rs(s)s cos (ys)＋ら(s)s2[(1→,)+ys(l十叫］e―ys}ds'

となる．式 (73)~(75)に Fourier逆変換を施せば

G,(s) =—魯laji(t) sin (ts)dt, 

Rs(s) = E, lb Jz(t)Fs(t, s)dt, 

゜
R6(s) ＝ E3 faf1(t)F叫t,s)dt+E,「い）恥(t,s)dt, 
0 .JO  

、ヽ
／ヽ3

4

5

 

7

7

7

 

（

（

（

 

(76) 

(77) 

(78) 

が得られる． Fs,F6a, Fooは他の F；といっしょにまとめて式 (86)~(89)に示されている．式 (76)の

らを Rh=l, 2,3,4)に関する式 (63)~(66)に代入すると，

RAs) ＝ E3「/i(t)Fj(t,s)dt, (j = 1, 2, 3, 4). 
゜

(79) 

式 (77) より式 (67)は満足されている．式 (76)のG と式 (78)の品を式 (68)に代入すると，

』a八(t)dt-f fa(t)dt = 0. 
゜

式 (76)のらを凡に関する式 (69)に代入すると，

R7(s) ＝ E3 faf1(t)F7(t, S)dt, 

゜
を得る．また式 (76)により式 (59)は満足されている．ここでF,(t,s)は

(80) 

(81) 
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1 F,(t, s) = + [(1→3) sinh (ts)＋如s(l十叫sinh(ts)-ts(l十叫cosh(ts)]e―h3S' 
2s 

1 凡(t,s) = + [-2sinh (ts)+h3s(l十叫sinh(ts)-ts(l + 1J3) cosh (ts))e―has, 
2s 

叫 s)= { [t cosh(ts)-h, sinh (ts))e―has, 

1 
凡(t,s) = -+((1-h,s) sinh(ts)+ts cosh (ts))e―h3S' 

2 

加，s)= -~sin (ts 
s 
(ts), 

F.a(t,s) =+[1-(1十叫脊］e―ts,

1 
F叫/,s) = --':-cos (ts), 

s 

ts F,(t, s) = -';:.e―ts, 
2 

となり，既知関数である．

次に式 (43)~(58) を16個の未知関数A，等について解くと，

cl = （A2-B山）eh2S+（C2-D珈）e―h2S'
D, = [-ZA2s+B,(2h,s+l)]eh''+D2e―h,s, 

A2 = B2(h,+ 心）ーD2誓—e這2S'

C2 = Bz誓e'h's+D2(h戸心），

)
）
、

j

、
~
)
）
）
、
し
'
’

2

3

4

5

6

7

8

9

 

8

8

8

8

8

8

8

8

 

（

（

（

（

（

（

（

（

 

B2 = (R,ー凡）贔—R7(1:S砂）ーB十—C3号—D庁

(90) 

(91) 

(92) 

(93) 

(94) 

応 (Rげ R叶仄＋R7(1;S坂） ＋ふs崎1-B午＋D3庁，

A4= -B4（加—心）ーD誓e叫s'

C=B魯e―2h4S-D4(hけ土），

B, = (R,-R凸凰ー(R1心叫立＋B3庁e-hss+C,恥eh,s+ D,(2h,s + 1)-¥e"'s' 

D4 =（R1国）1鵞＋（R3国） （l:Sツ4）ーふs誓e 如s-B3(2h3S-1) —¥e―hss

+D3 
E16 
e hss 
4 

As= (A叶Bふ）e ―h••+(Cけ D山）eh,s,

B5 = B4e h4S+（2C4s+D4(2h心＋l))eh,s'

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

(100) 

(101) 

および
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7 

Aぷ＝こい（s)R,(s), (102) 
i=l 

7 

B,s = ~ Qs,(s)R,(s), (103) 
9 = 1 

7 

cゞ ＝I:Qc;(s)R;(s), (104) 
;=] 

7 

D,s ='2:: QDi(s)R,(s), (105) 
ヽ ~1

となる． R,をI；で表わした式 (77)~(79), (81)を上式に代入すれば， A,等は 3つの新しい未知関数

f,で表現できる．ここで， Euは材料定数の関数であり， QA,,Qs;, Qc;, QDiは既知関数である．その

詳細はそれぞれ付録A,Bに示している．

求めたん等のうち，式 (102)~(105)のA3.B3, C3, D3と式 (76)のらを残った 3つの境界条件

式 (60)~(62)に代入して整理すると，最終的に， I,に関する連立積分方程式

1 Ja I1(t) 1 Ja l b 
冗 o t-X 7[ (l 
- -dt+ - f1(t)Kn(t,x)dt+ -J伍(t)K凶t,X)＋店(t)K,i(t,x)]dt 

7[.lo 

2 = --i.Po(x), (0 < x < a), 
E3 

i［偲dt鳴（y)+上「/i(t)K21(t,y)dt+½ f [/2（叫（い）疇（叫(t,y)]dt 
7[ O T O 

(106) 

＝-~P,,(y), (0 :e:; y :e:; b), 

(107) 

if{＇喜 dt贔 (y)+½ f l1(t)応 (t,y)dt+ ½[い(t)K,i(t,y)＋fs(t)K,.(t, y)]dt 

2 = - P12(y)，（〇；；；； y< b), 
a!IE2 

え＝
4+En-E18 
4+E97+E18’ 

1,  1 
a11 =-― 
E18 
＋ 
4+E11' 

が得られる．ここで核関数K、Jは非特異部分Ktと一般化された Cauchy型特異関数Kf;からなる既知

関数である：

kij= K，う＋K3.

K;~ は

K1~ = 4En が 6E1, X 

E¥8 (t+x戸 E18 (t+x) E3E18 
-- 2 +(8E2 -1-2a1阜）」

Es! t+x' 

Kl2 = 8E2 炉t 8E2 
― E3E18了□ ＋（凡恥―2auE2 瓦）パx2,
8E2 t2x E2 X 

Ktl ＝瓦戸 (t竺炉）2＋2a11瓦 t2十豆，

K且＝——
8 y2t, 2t 

＋ a11E!8 (t汀 y叩 t2+y2,

(108) 

(109) 

(llO) 

、
`
！
）
、
`
’
l

1

2

3

4
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1

1

1

 

1

1

1

1
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274 注・高雄・栖原

kt2＝ 1 

゜
'K森＝ 0'

k = -
8 t2y 

＋ 
2y 

anE18(t且y守 t2+y2,

k:t2＝ o, K森＝ -l (t+y), 

(115) 

(116) 

(117) 

であり， Kじは 1次関数と指数関数の積の積分で表示された関数であり，あらゆる (x,t)で収束する．そ

の詳細は付録Cに示されている．

2. 4. 関数 f，の特異性と応力拡大係数

一般に，積分方程式 (106)~(108)を満足する関数f;(t)は，次のように仮定できる18).

f.(t) = 
g,(t) 
t"'(a-t)釦，

[(O ;;a; Re（三） ＜1); i = 1, 2]. 
瓜t)喝 (t)= 

g,(t) 

ここで， g1(t)，g2(t)は H6ldt;;（：一条tイ）；／：［し， き裂の先端においてゼロではない．式 (l18)を積分

(ll8) 

方程式 (106)~(108)に代入して． Muskhelishvili 18)の積分理論を用いると． I，（t)のき裂先端における

特異性オーダむと B，は

al = a2 = 0, 

ふ＝一
1 
2, 

1 
ふ＝百十i(J)，w=

1. /1十え石ln(-f½),

(119) 

(120) 

(121) 

と求められる14)．式 (119)は垂直き裂と界面き裂の交点 (x(31=0,Y,,1=0)が特異点でないことを示す．

式 (120)と (121)はそれぞれ垂直き裂先端と界面き裂先端における応カレベルの特異性を示している．

なお，き裂先端における応力拡大係数 lCiを

k1(a)＝犀。咽戸⑮（ぉ，0)'

k,(b)+ ik2(b)＝凸訊,/2,(y-b)呵知(0,y)＋如(0,y)], 

(122) 

(123) 

と定義する時，式 (119)~(121)を式 (118)のfバこ． この介を式 (77)~ (79), (71)のR，と式 (76)

のG3iこ，更に民を式(102)~(105)のA3,B3. c3, D3に代入し，最後にこのふ． B,,C,, D,をG3

とともに部材3の応力成分式 (8)~(10)に代入すれば

k1(a) = -E3 芯:g1(a), 

k1(b) + ik,(b) ＝一号~g2(b),

を得る．ここで，式 (125)中の a11と入は式 (109)に示されている．

また， f，（t)の定義式 (70)~(72) より，き裂表面での変位および相対変位は

(124) 

(125) 
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叫 X,0) = -la f,(x)dx, 
X 

叫 O,y)-u2x(O,y)= -lb f2(y)dy, 
y 

(126) 

(127) 

y 

E2. V2 2戸 E3,V3
叫 0,y)-u2,CO, y) = -t f,(y)dy, (128) 

となる．したがって，積分方程式(106)~(108)と(80)

を解けば，式 (124)~ (128) より応力拡大係数やき裂

表面での変位などが容易に計算できる．

b
 

b
 

x
 

3. 2つの等方性帯板接着面に存在する

T型き裂の解

図 2に示す様な 2つの帯板接着面に T型き裂が存

在する場合の理論解は，今回の解析結果より直接導く

ことができる．つまり図1と2の対応より部材1,4, 

5の各ヤング率E1,E4，凡をゼロと置けば良い．この

3つの値が最終的な積分方程式 (106)~(108)の各項

あるいは各係数に登場するのは，付録Aの式 (A.l)~(A.6)と付録Bの式 (B.15)~(B.16), (B. 20) 

h 2 h3 

Fig. 2 AT-shaped crack at the interface 

of two bonded strips. 

~(B.21)においてだけである．この値をゼロと置くことによって参考文献14) と同じ積分方程式が得

られる．この場合の E,J,QA(B,C,D)9, Kiはかなり簡単なものになってくる．付録AおよびBと比較して

付録Dに示す．

4.結果

本論文では，複合材料内部き裂問題の基礎的な研究の一つとして，現実的な体積含有率をカバーでき

る5部材モデルを用い，一方向繊維強化複合材料内部接着面の T型き裂を理論的に解析した． 2次元線

形弾性理論に基づき， Airyの応力関数および Fourier変換を用いて，上記問題を連立特異積分方程式

に帰着させた．また，これより 2つの等方性帯板接着面に存在する T型き裂の解を導いた．
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付録A

（昭和62年 5月30日受理）

Eu=［羹(3噂）ー(3-v,)]/［虐（1＋叫＋（3-叫］，

恥＝［羹(3叫＋（1＋叫］I［虐(1+ V2)-（い）］，

恥＝［息（3-叫＋（1＋叫I［麿（1＋叫ー（1+叫］，

(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 
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恥＝ ［髪（3-叫ー（3-叫］I［麿（1+叫＋（3-恥）］， （A.4) 

E, 
恥＝ （1+叫ー(1十ぬ）一

E:;’ 
(A.5) 

恥＝（1+叫＋（3→3)--E4 
E3’ 

(A.6) 

恥＝ -(1＋叫＋（］＋叫
E2 
E3’ 

(A.7) 

恥＝（1+叫＋（3-叫ー一
E2 
E3. (A.8) 

付録B

bl l b12 
QA;(s) = QB,(s) -"2-'+ Qn,(s) T +-¥-'-

qむ

ba ba b。'

b2l b22 Qc,(s) ＝ -QB,（s) ---QD,（s) --＋ --qb, be °" u" 0 1 be'be' 

QB,（s) ＝上
4a 
[qc;約2-q孤 12]'

QD,（s) ＝ 1 ー［一4g q忍In qcida]， 

』g ＝a,1a2,-a12位 I'

ここで，

加＝ 2（1+E17REぃ），

be =2(1+E17RE12)＋，  
(h2E11S)2 
如

bu= d1,＋加E17S
b21 
be' 

b22 
如＝ d24十如Ei7ST'b, 

dぃ
b2l = d13-h2E17S--

加＇

d24 
b22 = d23-h2E11S~ 

如

qa, = 0, (i = 1, 2, 3, 4), 

砂＝ 0, (i = 1, 2, 3, 4), 

釦，＝一ra,h2?C17S + rbi[l -(｝誓；es)2]， 
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(i = 5, 6, 7), 

IゎE17主
四＝ ra,+rb1~"-, (i = 5, 6, 7), 

ba 

如＝魯(RE1,一号），
E4 h心

qe2 = -s広 (RE,.+了），
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278 注・高雄・栖原

qc, = 1-(1十い）（REu+ゲ），

qc, = 1-(1十叫(RE"—年），

hぷ15s 2(1-ElsREu) qc; ＝ qa: e―h終＿如
如 be

eh,s, (i = 5, 6, 7), 

如＝—魯(RE13＋知），

qd2 =—骨(RE13—誓），

釦3= 1-(1 +)Jo(RE13—年），

炉＝ー1+(1+)J,)(RE"+年），
2(l-EpREu h4E心

qdi = qa{ ba)  e-h8S-qb'bc ehaS, (i = 5, 6, 7) 

au= (du-hふ土）e―h3S-2(l-E15RE14虞 ehas
釦 bc’

知＝（d21-hふ s如）e―h,s -2(1 -E1sRE14)匹 ehaS
ba bc’ 

釦＝ ［dli+2(l-E15RE13) 虹］e―hss-hふs1f1:-e•,s'
如 b、;

年＝［d22+2(1-E,sRE13)望］e―如s-hふ s岱ehss,
1 RE11 =ー（1+ E11e-2h,s)' 
4 

1 RE12 =ー（1＋E12e2h3S)，
4 

1 RE13= -（］+E13e2h4S)， 
4 

1 RE14 = + (1 + E1•e-2••s), 
4 

s 
dn = 1-E16RE14-（2h3S-1)h4E15-

2' 

d12 = (1-E1,RE1,)(2hss-1) + hぷ16一
s 
2' 

s 
d" = l +h必泊―-E18RE12,

2 

s 
d,, = 1 + h2E1s—+£17RE11, 

2 

d21 = (1 -E1sRE』(2h3S+1)＋h4E16一
s 

2' 

s 
d22 = -1 + E,oRE,a+(2hss + l)h,Ew~ 

2' 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 

(B.21) 

(B.22) 

(B.23) 

(B.24) 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

(B.28) 

(B.29) 

(B.30) 

(B.31) 

(B.32) 

(B.33) 

(B.34) 

(B.35) 

(B.36) 

(B.37) 

(B.38) 

(B.39) 
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付録C

複合材料接着面における T型き裂問題（その 1)理論解析

s 
d23= 1-h2E18—+E17RE12, 2 

s 
d24 = 1-h2E17―--E1,RE11, 

2 

ras = s信(RE,2＋撃），

ra6 =ー噌(RE,2—誓），

ra1 = l+(l＋叫（撃—RE,2),

心＝—魯(RE11 —誓），

心＝ーS也(REn＋誓），

ro7=l-(l五）（賛＋REn).

279 

(B.40) 

(B.41) 

(B.42) 

(B.43) 

(B.44) 

(B.45) 

(B.46) 

(B.47) 

K/',(t, x) = 4「⑬ Q.,(x,s)F,(t, s))+[(Q.. (x, s)-Q森(x,s))Fsa(t, s)+(Qa,(X, s) 
0 9=l (C.l) 

-Q石(x,s))F,(t, s)])ds, 

K社(t,x) = 4 [゚[Qas(x,s)-Q品(x,s)]F,(t, s)ds, 

K森(t,x) = 4£= [Qふ，s)-Q品(x,s)]Feb(t, s)ds, 

饂（t,y) =長［唸 Qp,(s)F,(t,s))+[(Qp.(s)-Q品(s))F,a(t,s)+(Qn(s) 
-Q;,(s))A(t, s))} cos (sy)ds, 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 

饂 (t,y) = 
4E3 0 

戸 i知 (s)-Q店(s)]F,(t,s) cos (sy)ds, (C.5) 

靡（t,y) =塁』゚ [Qp,(s)-Q茄(s)］恥(t,s) cos (sy)ds, ・ (C.6) 

瓢，y)＝ー止J゚丘 Q,,.(s)F,-(t,叫＋［（伽(s)-Q窃(s)）凡a(t,s)＋（Qr7(s) 
anE2 0 i=1 (C.7) 

-Q名(s))F,(t,s))} sin (sy)ds, 

塵 (t,y) = -
4E, r~ 
anE2 i [Qr5(s)-Q器(s)］凡(t,s)sin(sy)ds,

塵 (t,y) = 4E3 ゜anE2』[Q,.(s)-Q品(s)］加(t,s)sin(sy)ds,

ここで，

(C.8) 

(C.9) 

Qa,(x, s) = [QA,(s)+QB,(s)(xs-2)]e —x•+[Qc,(s)+Qo,(s)(xs+Z)]exs, (i = 1, 2, 3,4), (C.10) 

Q店(x,s)＝[-（応＋ 4+信）f-(sx-2)s応］屠exs, (C.11) 
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280 注・高雄・栖原

Q品(x,s) =[（応— 4土）f +(sx-Z)si;,］虐e-xs,

Q窃(x,s) =［嘉誓7)＋（xs-t) (lご］e-xs,
Qp,(s) = -[QM(s)+Qc,(s)], (i = 1, 2, 3, 4), 

Q店(s)=[i;+g]且主
恥 (4+£.,)JEs 2' 

Q品(s)=-［払；―（4+1仰）］麿f,
Q岱(s)＝ -l_ [(1玉）十 (3→2)] 

2 E18(4+E17)' 

Q7,（S) ＝ -[QA,（s)-Q§9(s)-Qc,(s)-QDi(s)］， 

Q;'5（s) =̀ ― (4十い］息f,

(i = 1, 2, 3, 4), 

Q;:"6（s) =-[上+ 1 ]ら王
Em'(4+Et7)J E, 2 

Q芦(s)= -_1__［（1＋叫＿（3冨）
2 E184+E17 ]． 

付録D 2つの等方性帯板接着面に存在する T型き裂の場合； (E1=E,=E,=O) 

En = E12 = E13 = Eu =-1, 

恥＝恥＝1,

恥＝ー（1+叫＋（1＋叫麿，

EIB = (1 +)J2)+(3-)J1)麿，

bl l b12 
QA,(s) = Qn,(s)-—+QD,( s) -—+ --qai 
如加 ba'

如 b22 仰Qc,（s) ＝ -QBi(s) ---QD9•(s) —+ --
be bc. bC.' 

1 
QB,（s) ＝ --［qcia22-qdi叩］，

4a 

1 
QD,(s) ＝―-［q証 11-q碑 21],

4a 

4g ＝のICl22 -Cl12Cl21, 

ここで，

ba = 2(1 + E"RE"), 

be = 2(1 + E"RE,,)+ ~, 
(h2E,1s)2 
ba 

bn = d14+h晶 s年
be' 
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(D.l) 

(D.2) 

(D.3) 

(D.4) 

(D.5) 

(D.6) 

(D.7) 

(D.8) 

(D.9) 

加＝ d24+h工舟，

(DlO) 

(D.11) 

(D.12) 

(D.13) 
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複合材料接着面における T型き裂問題（その 1)理論解析

b21 = d1s-h2E,1s 
dl4 
ba' 

d24 b22 = d23-h2E17S--
ba' 

Qa; = 0, (i = 1, 2, 3, 4), 

Qbl = 0, (i = l, 2, 3, 4), 

qa』・ = -rai h2が＋rbi[1一亨］，（i= 5, 6, 7), 
如E,1s

qb1 = rai+ rbi,  （i = 5, 6, 7)， 
ba 

qc, = qc2 = 0, 

qcs = qc, = 1, 

Qc; = -qb;¾匹，（i= 5, 6, 7), 

qdl = qd2 = qd3 = qd4 = 0, 

2 qd; ＝ qar--e -hss 
ba 
, (i = 5, 6, 7), 

au= due ―h3S-2如が•s'
be 

伽＝ d21e—底s-2紐計3S'
be 

a21 = (d12+2血）e-h,s
bar'  

a22 =（血＋2だ）e―has,
1 RE11 =―(1-e-2h,s)' 
4 

1 RE,2=―(l -e2•"), 
4 

REl3 = RE14 = 0, 

du= d,2 = 1, 

s 
d,a = 1 + h2E,1―--E18RE12, 2 

s 
d,. = 1 + h2E1s—+E17REII, 

2 

d2, = d22 = 1, 

s d2• = 1 -h2E1s—+E11RE12, 
2 

s d2• = 1-hぷ17--E18REII, 
2 

E2 如S
ras = s叫RE12十了），

281 

(D.14) 

(D.15) 

(D.16) 

(D.17) 

(D.18) 

(D.19) 

(D.20) 

(D.21) 

(D.22) 

(D.23) 

(D.24) 

(D.25) 

(D.26) 

(D.27) 

(D.28) 

(D.29) 

(D.30) 

(D.31) 

(D.32) 

(D.33) 

(D.34) 

(D.35) 

(D.36) 

(D.37) 

(D.38) 
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282 江・高雄・栖原

ra, = -s瓦E2(RE12―了hzS）， (D.39) 

ra,=1+(1＋叫（誓-RE,2), (D.40) 

rb5= -s鸞 (RE11 —誓）， (D.41) 

rb6 =—噌(RE11 ＋誓）， (D 42) 

い＝ 1-(1＋叫（撃＋REn)， (D.43) 

なお， Kりと K)}は式 (111)~(117) と付録Cに示すものと同じ式を使えばよい。
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