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寄書

Benjamin-Onoソリトンの弱い相互作用について

及 JII 正 行＊

概要

2層流体系をモデルとして， Benjamin-Onoソリトンの弱い相互作用を調べる. 2つのソ

リトンの相互作用による位相のずれはソリトンの振幅によらず一定である事を示す．

Key words: Nonlinear interaction, Benjamin-Ono soliton, Phase shift 

図 1のような 2層流体系における界面波を考える．流体は非粘性，非圧縮，運動は渦無しと仮定する

と次式が成り立つ．
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図 1. 2層流体系. Pt, 屈はそれぞれ上屑下層の流体の密度

で， J>O である．釘，妬は速度ポテンシャルである．
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J",f,1→ 0, z→ +oo 

8妬
- = 0 ,  Z= —h az 

ヽ
j
Z
‘
,
'

f

g

 

1

1

 

（

（

 

ただし，，，2= (8/8x, 8/8y)である．

これらを線形化すると分散関係

w2= Ag¥kl 
1+c1+』）coth(lklh) 

(2) 

を得る. kは波数， 0 は円振動数である. JkJh<<1のとき， すなわち，十分長波長の波に対して，

(2)は

研＝四叫1—牡＋…）
となる.V=(Jgh/(1十,1))112は長波の位相スピードである．また，このとき

¢1~Vく，妬~VCL/h

(3) 

(4) 

である事がわかる．ただし， Lは波の代表波長である． もの鉛直方向の変化のスケールは L,もの

鉛直方向の変化のスケールは hと考えられるので， (4)を考慮して，次のように無次元する：

く→a(*,x = (x,y)→ Lx* = (Lx*, Ly*) , z→ hz* , 

t→ (L/V)t* , r/>1→ aVrt>f , r/>2→ (aVL/h)rt>l, 

ここで， aは波の代表振幅である．さらに，叶は x*,y*, Z*, t*の函数， rt,Jは x*,y*, z*, t*の函

数と考える．ただし， Z*= lJz*, (lJ = h/L << 1)である．

パラメーク e:=:a/hを導入し， e:~lJ<<lの場合を考える． 以下では無次元化量の＊印を省略す

る．

下層については z+lの巾で展開し， 底での境界条件を考慮すると，

IJ2 
¢2 =f(x, t)--(dd)(z+1)2 +… 

2 
(5) 

と解ける. f(x, t)は底での速度ポテンシャルの値， .d2は2次元のラプラシアンである.eあるいは 8

の1次の項まで考慮すると，残りの方程式及び境界条件は

，，恥＋効 =0' Z>O (la') 

漬]z一〇＝磐 (le') 

(r紅告）→0, Z→ +oo (lf') 

岳+ei:rぶ•J'd=-C'1d) (1十eO (ld') 
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/J [碧Lー0= (l+A)[暑＋が(P'2f)土］
となる．

(1 a')を (le'),(1 f')の条件のもとに解き， (1e')に代入すると，

岱 +Ll2/+.:~,·((~d) =0 

舒 1
8t 
— +c+— s(pd)2十

2 
rJ J 1 8叱

加(1十d) Ix'ーxi詞
（エ',t)dx'= O 

あるいは

く＝一翌＿土e(r2/)2+ /J J 1 立
at 2 2冗(1十.d) lx'-xl 8t3 

(x',t)dx' 

a2J 1 a at 
す―紅＋が面c,心+e,2•(ai,d)

lJ 1 aげ
ー加(1十,1)f因 -xI at'(x', t)dx1 = 0 
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(le') 

(6a) 

(6b) 

(7a) 

(7b) 

を得る．
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閑 2. 2つの波の伝播方向．破線は波の波面である

（相互作用を無視した場合）．

n1 = (cosfJ、,sin 01) (i = 1, 2)の2方向に伝播する 2つの波の相互作用を調べるため，次の座標を

導入する．

も =n1•x-t十eも(x,t)

て=et

(i = 1, 2) 

ここで， 波の相互作用による位相のずれを考慮して位相変数和(x,t)を導入したu.

C = Co+eら＋…， f=fo十efサ…

さらに C,fを
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と展開する．

O(e;O)では

く。＝
8/i。 8/i。+-
競, aむ '

及 JI! 正 行

犯f。2(1-ni-n2) = 0 
8む8む

を得る. 1-n1•n2'°fO なら

fo=Fi(む， -r)-t-F2(も， -r)' 従って， く。＝
aF, aF, —+-8も 8む

と書ける．

O(c)での式から，永年項を生じないための条件として， F,(む，て）を支配する方程式

aF, 3 aF, 2 

寄 +4属）＋叫盟]=o (i = 1, 2) 

(8) 

(9) 

を得る．ただし， q= (a/e)/2(1十』）であり， H[f(Ol =冗-lp『,Cf(ど')/(1;'-l;))df'(P は主値J 
積分を示す．）は Hilbert変換である. (9)をもで微分すると， Benjamin-Ono方程式2)

警＋和':::+ qH [悶]=0. u,= 
BF, 
競 i

が得られる．さらに

か =fiF2,か=fiF,, fi = 
1+2n,•n2 

2(1-n1•nD 

と選べば， Aに対する方程式は f。に対する方程式と同じになるので，

f,=G,Cむ，て）+G2(む，て）

となる. G;(i = 1, 2)は次のオーダーで決まる．

結局， 0(.:)まででは

f=F忍，-r)+F'.忍 2,て）+e[G,(い）+G忍，,)]

(=翌＋翌+e[口覧）2 — qH[賢］＋罰｝

+{-H悶）2量誓］＋誓｝＋誓翌］
となる．ただし， r={1十n1,n,+(n1•n2)門/(1-n,•n心．

1 
上の近似は 1-n1•n2 = 2 sin' (0,-01) >> e のときのみ成立する事に注意する 3).

2 

(10) 

(11) 

(12) 

(13 a) 

(13 b) 

また， P, r 

は浅水波の場合と同じ値であるり さらに， 2つの波の相互作用の結果として生ずるのは和，れと

(13 b) の最後の項だけである事に注意しよう．

良く知られているように， (9),(10)は次のソリトン解をもっ2):

1 8 1 F;=aふ tan-1.-(も一ふて）＝— qtan-1- (も一ふて）
釘 3 釦
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8F1 a高
U;=-= 

8も （も一ふて）'+叶

8q 
a,=-

3釘'
ふ=!La, . 

（釦 >O)

これらの正面衝突を考えると， n,•n,= -1であるから， /3=ー1/4となる．従って，

2 1 
和＝— q tan-1-(も一iク），

3 む

2 1 
白＝ーり qtan-1~(も一入 1て）

CJ 01 
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となる． この事から，右に伝播するソリトンは衝突後左へ，左に伝播するソリトンは衝突後右へ，相手

のソリトンが存在しない場合に較べて，最初の次元をもつ量で書くと， Le(2/3)四 ＝ 冗h/3(1十Li)だけ

ずらされる事がわかる． この値はソリトンの振幅に無関係であり， KdV ソリトンにおいては相手のソ

リトンの振幅の平方根に比例する 1) 事と対照的である．

2つのソリトンの 2次元的な相互作用の場合には， 適当な座標系でみれば波のパターンは定常とな

る3), 困ー釘=2冗/3のとき， P=oであり， 2つのソリトンの位相は相互作用によって影轡うけず，

設の峰は曲らない. Io. 一0叶乏 2冗/3のとき，¢多 0であるから，一方のソリトンは他方のソリトンの

存在によって位相の変化をうけ，峰が曲げられる． ¢の正負に応じて位相の変化の符号が逆転し，従っ

て，峰の曲がり方も逆転する． この事は 9が浅水波の場合と同じであるから， 浅水波の場合の KdV

ソリトンの場合も全く同様である． 波の峰の交点の左右遠方での位相のずれが 1も一佑 I にのみ依存

し， ソリトンの振幅によらないという点で浅水波 KdVソリトンの場合と異っている．

I 02一釦I歪cl/2のときに Benjamin-Ono ソリトンの相互作用がどのようになるかは大変興味があ

り，それは KP方程式0 に対応する方程式

2 a~2;-r + :~~- + } a~ 閤+2q青H[器]=0 

ど=x-t, 7/ = e1l2y 

によって近似的に記述される事は容易にわかるが，この方程式を解析的に解く事は非常にむずかしいよ

うである．
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