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寄書

振動平板上の粘性流体層の不安定解析

蒲 地 政 文＊

概要

振動する平板上におかれた， 自由表面をもつ流体層の不安定問題が，運動方程式とエネルギ

ー式を用いて調べられている．微小攪乱の成長率の議論から，主流が不安定化する条件が決定

され，同時に，自由表面の微小変位が，主流を不安定化する原因であることが示されている．
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1. 緒 言

振動流の不安定問題については，すでにいくつかの研究がなされている 1)~7)．その結果， 平板上の無

限水深の粘性振動流や，二平行平板間の粘性振動流は，微小な攪乱に対して，常に安定であることが示

されている3l~5>. Kelly1) は，上下層で密度の異なる非粘性二層振動流の不安定性を議論し，主流がパ

ラメーター励振の機構によって不安定になりうることを示しているが，粘性の効果については調べてい

ない． Kamachiand Honji6)は，粘性二層振動流の実験と，界面に形成される波動についての簡単な

解析を行なっている．彼らは，上下層の粘度差が大きい時に界面波動が形成されることを実験で示し，

また界面波動の形成条件を解析によって求めている．実験値との比較から，解析結果は界面波動の形成

の必要条件を与えるものと考えられているが， 界面の不安定機構については明らかにされていない．

Yih2)は，振動平板上の自由表面をもった流体層の不安定問題を論じ，水深に比べて長い波長をもつ微

小攪乱に対して，主流が不安定になることを示した．しかしながら， Yih2)は微小攪乱の成長率を求め

ただけであり，主流が不安定になるパラメーター値の範囲や物理機構については議論していない．本論

文では， Yih2)が取り扱った問題を，運動方程式とエネルギー式を用いて議論し，主流の不安定機構を

物理的に明らかにすることを目的としている．内部境界面をもった粘性二層振動流の不安定問題につい

ては， Kamachiand Honji7)によって，すでに報告されているが，より簡単なモデルにもとづく本研

究によって，その不安定の物理的意味が明確になる．

2. 解析結果および議論

振動平板上におかれた，自由表面をもつ粘性流体層の不安定問題を運動方程式とエネルギー式を用い

て調べる．解析に用いた座標系を図 1に示す． ここで用いられる解析手法は，自由表面をもつ振動流の
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図 1 座標軸の設定．図中， p は密度， gは重力加速度， 7Jは無次元化された表面変位， Vは振動

板の振動振幅， 0 は無次元化された角振動数，ては無次元化された時間，そして(x,y)は無

次元化された空間座標を表わす．

場合には Yih叫 内部境界面をもつ二層粘性振動流の場合には Kamachiand Honji7>, によってす

でに詳細に記述されているので， ここでは概略を述べる． そのため， 解析の詳細については上記論文

を参照されたい．本論文の微小攪乱は，次式のような，時間変動の項を含むオア・ゾンマーフェルト方

程式に従う．`

（羞＋iaU) （贔—a2)¢-ia¢悶＝ん（贔—2a2贔＋a4)rfJ' (2.1) 

ここで， U(y,て）と if>(Y，て）はそれぞれ無次元化された主流と攪乱の流れ関数を表わす． R(= Vd/v) 

はレイノルズ数， a は攪乱の無次元波数である．振動平板上 (Y=1)で，

条件は次式のようになる．

鉗（1,て）
8y 

= 0, ¢(1, -r) = 0. 

攪乱の流速が零である境界

(2.2) 

自由表面では，接線応力と法線応力がともに零となる条件から次式を得る．

8% 82 U 
--＋a2¢+h--＝0, 8y2 8y2 (2.3) 

ia(F-2+Saりh＋ん（贔ーa2贔）←昇，—iaU碧＝ 0 (2.4) 
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ここで， F(=V/✓忍）はフルード数であり， S(= T/p dVりは表面張力 Tの効果を表わす無次元

量である．また， hは，自由表面変位刀を

刀＝ h（て）exp(iax), (2. 5) 

とおいたときの振幅であり， てに関して周期的である． Floquetの定理2),8) を適用すれば， </J(Y，て）

と h（て）は実定数 μ1を用いて，次式のように表現できる．

r/J(Y，て）＝ exp(μに）X(Y，て），

h（て） ＝exp(μ1 -r)H（て），
、t
J

(2,6) 

ここで， X と H はての周期関数である．長波の攪乱（すなわち O(a)< 0(1)である）の場合に議

論を限定し， μ1,x,Hを次式のように波数 aで摂動展開する．

/.11 = 0。+a01十庄佑十…，

x = ¢。 --1-a か—1-a2 妬十…，

H=h。+ah1十庄h2十・・・．

(2. 7) 

式 (2.7)を用いて式 (2.1)を解き， 自由表面の運動学的条件から， aの0次と 1次で成長率が 0。=
81= 0と求まる．そして， aの2次のオーダーでは，自由表面の運動学的条件が

dh2 
＝一

dて
佑十A+B（て）， (2.8) 

と求まる．ここで， A,B(-r)はそれぞれ一i[U(O，て） h1（て）＋</>1(0，て）］の中の定常成分とての周期関

数でできた成分である． B(て）と h2がてに関して周期的，化と A がてに独立な定数であることを

考慮すると，成長率％が，

佑＝ A, (2.9) 

と求まる．式 (2.9)の導き方からわかるように，本論文の不安定は， いわゆる永年不安定である （永

年不安定については，たとえば文献 8を参照の事）． このことは，成長率が庄のオーダーと小さいこ

とからも明らかである．

次に，不安定の発生する機構を明確にするため， 式 (2.8) 中の A について議論する． A の値は，

かの定常成分と h1U の定常成分の和として表わされる． まず，かには，自由表面における接線応力

と法線応力について次式のような境界条件が課される．

h1 
82 U 82か
--+--＝0, 8y2 8y2 

(2.10) 

iF-2十土翌-竺-iU竺＝0
R ay3 aて8y ay 

． (2.11) 

上式中の 2つの項 h182U/8炉と一iUB伽／ayが定常成分をもっために，かも定常成分を有するこ
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とになる．上式の 2つの項は， 自由表面に 0（か）の表面変位を仮定したことによって生じた項であ

る．また， 0（か）の表面変位が存在しないときには， 運動学的条件を考察することにより， h1=0が

導け， A=()となる．以上のことを考慮すると，自由表面変位の存在が本論文における不安定の発生原

因と結論される．

式 (2.9)の右辺を実際に計算して， F と /3(=d/o) をパラメーターとして不安定領域を求める．

ここで， 8は振動流境界圏の厚さを表わす．図 2に C/3,F)空間での不安定領域を示す．図中斜線をほ

どこした部分が不安定領域である．図より， f3が増加するにつれて不安定がおこる最小のフルード数の

値は増加している．このことは，粘性の効果が大きくなるにつれ，不安定領域が増加することと対応し

ている．図中 3本の曲線 (a),(b),(c)は， Kamachiand Honji6)によって得られた解析結果を示す．

Kamachi and Honji6)は，粘性流体層表面に波動が発生する条件として，次式を与えている．

✓戸- -—一 ~Rc(a),
y 

(2.12) 
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図 2 不安定特性．斜線部分が不安定領域を示す． 曲線 (a),(b),(c)は， Kamachiand Honji6> 

の結果であり，計算条件はそれぞれ，（a):w=l.0, a=0.1, Rc=200; (b): w=l.0, a= 

O. 2, Rc=180; (c): w=l. 0, a=l. 0, Rc=30. 0である．
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図 3 エネルギー生成項の値の鉛直分布． F=3. 0, /3=1. 0. 

ここで， Lは表面波の波長， a=21r:d/Lは無次元波数， Reは表面波が発生する臨界レイノルズ数で

aの関数である．式 (2.12)を F と¢を用いて書き換えると，

F2  
2(2冗）3/2

盃Rc(a)a3/2
炉， (2.13) 

となる． ここで Ct)は無次元化された主流の角振動数である． 図2には， 式 (2.13) の条件を， Ct)= 

1.0の値のもとで， Re(0. 1) = 200, Re (0. 2) = 180, Re (1. 0) = 30. 0の各値に対して描いてある．

図中表面波動の発生領域は矢印で示されている． Kamachi9-nd Honji6)の解析は，主流のない場合の

理論であるが， Re= 100の時の臨界曲線から彼らの理論は本論文の不安定領域の限界を示しているこ

とがわかる．

次に，これまで述べてきた議論をエネルギーの観点から考察する．攪乱のエネルギー式は，

De 
Dt 

=P+Tr-c, (2. 14) 

となる．攪乱のエネルギー密度 eは (u2+vり／2である．ここで，（u,v)は攪乱の流速成分である． D

/Dtは 8/8T+U8/8xである． Pは主流からのエネルギー生成項

8U P =-uv..::::;::._ 
砂'

(2.15) 

を表わす． Trは圧力と粘性応力による輸送項， Cは粘性散逸項を表わす． Pを主流の振動周期にわた



94 蒲 地政文

って平均し，その値を P。とおく． 前述の結果を用いて計算された不安定がおこる条件下で， P。の値

の鉛直分布の 1例が図 3に示されている．図から，エネルギー生成は，流体層の上半分で顕著であり，

特に自由表面直下で最大になっていることがわかる．このことから，エネルギーは，主として自由表面

変位に起因して生成されていることがわかる．前述の運動方程式と境界条件を用いた議論と同様に，工

ネルギーの観点からも， 自由表面変位が不安定の原因であることが示せた． 以上，本節で述べたこと

は，二層粘性振動流の不安定に関する結果”とも一致している．
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