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九州大学応用力学研究所所報第59号昭和58年

複合材料における単一繊維まわりの

き裂．はく離の進展挙動

稲富 丈夫＊高雄善裕t

栖原寿郎t

概要

複合材料の基本的破壊モード，母相内き裂と界面はく離，について，簡単なモデル： 1本の

繊維に垂直に存在する母相内き裂と母相・繊維境界に沿ったはく離を考え，これらの進展挙動

について検討した．き裂・はく離の進展に伴うひずみエネルギーの減少と表面エネルギーの増

加に関する Griffithの条件から，はく離・き裂のいずれが進むのかを決定する，あるいは，

いずれもが進む条件式，及びそのときの臨界応力を求めた．また，ヤング率比，表面エネルギ

一比が，進展モード，臨界応力へ及ぼす効果について述べる．

Key words: Fracture, Damage, Fiber, Matrix, Crack, Delamination, 

Strain Energy, Surface Energy 

1. 序
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他の材料の場合と同様，複合材料の力学的破壊強度にも各種の解析が試みられている．き裂を対象と

したものとして，繊維内・母相内•あるいは界面き裂の応力状態見 一方向材2) や積層板3)4) のき裂の

巨視的な伝播機構を扱ったもの等がある．また，静的な負荷ばかりでなく疲労叫 衝撃・クリーフ06) も

同様に研究されている．これらは皆，き裂と繊維境界の相互作用の重要性を述べている．例えば，繊維

によるき裂伝播の阻止，繊維方向のはく離進展に伴うエネルギー吸収や，き裂伝播の分岐等が，この相

互作用に関係している．実際， これらに関する破壊の破面観察”も，多く試みられている．

本論文では，この相互作用のうち，単一繊維まわりの母相内き裂と母相・繊維境界に沿ったはく離の

場合について検討する．つまり，き裂が繊維に接触した後，繊維境界に沿ったはく離が進むのか，ある

いは，そのままき裂が進むのか考察する．第 2章では，き裂の伝播とはく離の進展によるひずみエネル

ギーの減少を弾性解と有限要素法の併用により求め， Griffithの条件式を使い，き裂・はく離のいずれ

もが進む進展モード（き裂とはく離の長さを 2軸のパラメータとした平面上での臨界線）を求める式を

各種条件式とともに求めている． 第 3章では，上述各式をカーボン／エポキシ系に適用した数値計算結

＊九州大学大学院工学研究科応用力学専攻

t九州大学助教授応用力学研究所

i九州大学教授応用力学研究所



44 稲富・高雄・栖原

果を示す．第 4章は結論である．

この研究テーマに関する研究は少なく，文献 8)をあげることができる．文献 8)では，簡単な 2次

元モデル応力分布を 3次元に拡張し， エネルギー的考察を行ない各進展モードの進展条件式（そこで

は，はく離長がパラメータとして登場しない）を明らかにしている．

2. 基礎方 程 式

この論文の解析モデルを図 1に示す． 無限大の母相の中に， 1本の長繊維（半径 r。)が埋められて

いる． その繊維に垂直に半径 er。のき裂が存在し，また母相繊維境界には長さ 2lr。のはく離が存在す

る．き裂中心から繊維中心までの距離は ar。であり，繊維方向に負荷応力 fJoが作用している．

奴a。
Fig. 1 An Infinite Elastic Body Containing Continuous 

Fiber with Delamination and Crack under Re-
mote Stress <J。

2. 1. き裂・はく離（こよるひずみエネルギの減少

き裂・はく離がない場合の応力 6tJ は，有限長円柱 inclusion問題の解9)10) の fiberaspect 

ratioを無限大とし， Eshelbyの等価介在物法11) を適用することにより，図 1に示す円柱座標系 (R,

0,Z)に関して以下のように得られる（詳細は文献 12)参照）。

繊維内 (0S: r< 1)では
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(1) 

(2) 

式 (1), (2)には，軸対称問題であることから，ゼロとなるせん断項は示されていない．ここで， Eは

ヤング率， μはポアソン比， 添字 fと m はそれぞれ繊維と母相を表わす．また長さは，繊維半径 r。

により無次元化されている (r=R/r0).

繊維内の応力は，場所によらずどこでも一定であることがわかる．また，母相内の応力のうち，半径

方向 6rrと周方向 600の応力は，繊維から遠ざかるに従い距離 rの 2乗に反比例して減少する． r→ 

00 の時，母相内には繊維方向の応力 6。しか作用しない． Vm＝町の時，ゼロでない応力は，繊維と母

相のそれぞれについて 6zz=(E1/Em)•60, 6zz=6oだけとなる．これは母相と繊維を別々にして，同じ

変位を与えた時に生ずる応力と同じである．

(1)'(2)式より， 繊維および母相内に蓄えられる単位体積当りのひずみエネルギー U1,Umは，

ここで

uf= Uグ

1 
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ufと U” は，繊維から無限に離れた母相に蓄えられる単位体積当りのひずみエネルギ
1 (J~ 

2 Em 
で無次

元化されている．

Vm＝巧の時， UJ = (Ef/Em), U! = 0となる． また (Ef/Em) が大きい時 (Ef/Em)-1 以下の項

を無視すれば， U}=(Ef/E加）， U!=
2（巧ーV元）2

(1十ッ元）
となる．

負荷応力 I.Joが加えられた場合，材料中の欠陥の影響はおよそ図 2に示す 2通りに分けられる．欠陥

が負荷応力に対し垂直に存在している図 2-aの場合では，欠陥によって応力が大きく乱れる領域は，

欠陥方向には欠陥程度・欠陥と垂直方向にも欠陥程度と大きく，第一近似として，円形破線内領域が考

えられる．欠陥がき裂の場合，影響の程度を「引張負荷応力 60がゼロに低下すること」とすれば，上

記第一次近似により， 2次元平面ひずみと平面応力問題の「き裂により解放されるエネルギー」につい

て正解が得られる 12). 3次元問題についてもほぼ良い近似であることがわかる 12)．欠陥が負荷応力に対

し平行に入っている図 2-bの場合は，その欠陥によって応力が大きく乱れる領域は，欠陥方向には欠

陥程度・欠陥と垂直方向にはわずかの厚みと小さく，第 1近似としてスリット状の長方形破線内領域が

考えられる．

(a) (b) 
Fig. 2 The Domain Related to the Release of Strain Energy due to Defects 

上記の考え方を図 1に示すモデルに適用し，き裂・はく離のために減少するひずみエネルギーを求め

る．つまり，き裂により減少するひずみエネルギーは，き裂がない場合において，図 3-aの破線で囲

まれた領域 V1に蓄えられたエネルギーとなる．領域兄は繊維を除いた半径 er。の球である．

また， はく離のために減少したエネルギーは， はく離がない場合において図 3-bの破線で囲まれた

領域広に蓄えられたエネルギーとなる．円柱面上のはく離曲面の展開形を楕円としている．領域 V2

の厚みの半分は繊維に，半分は母相にとられている． この厚み 2tr。の大きさは， 2. 2に述べるように

有限要素法を使って求める．

(3), (4)式を図 3の破線領域内で体積積分すれば，き裂・はく離のために減少したひずみエネルギ

U が得られる．

U=  U尺(2tーの十 u砂｛1-三｝＋令(2t十t2)+u:w+v (7) 
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Uは主見— ri で無次元化されている．また， W= し点 dV, V=  f V1dV, A2=A1-A。，更に A。

と Aiはそれぞれ繊維と領域いとの交面及びはく離面積である． V1と広の交わり部分では兄の

方の積分を行い，計算の重複を避けている．

2. 2. 有限要素法による等価厚さ 2tr。の決定

2次元および 3次元モデルに有限要素法を適用し， 厚み 2tr。とき裂長 2cr。との関係を求めた． 2 

次元有限要素法では，はく離長，き裂長をパラメータにとった詳細な計算が容易に可能であるが， 3次

元の挙動を 2次元に置き換えた欠点が存在する．逆に 3次元有限要素法では，両パラメータに対する詳

細な検討は時間的に，また計算精度自体に困難な点が多い．特に今回の場合ではき裂，はく離，および

繊維という特異領域が存在している．各パラメータの tに対する詳細な効果を 2次元の計算で求め，そ

の結果が 3次元問題に適用可能か否かの判定に 3次元の計算を用いる．

次に，具体的な tの計算法を 2次元モデルについて説明する．

繊維方向に一様応力〇。を負荷した繊維幅 2r。，き裂長 2cr。，はく離長 2lr。の 2次元平面ひずみモ

デルを図 4に示す． これを図 5のように分割して有限要素法を適用した． カーボン／エボキシ系を想定

し，表 1に示す材料定数を使用した． CD境界に一様変位 U を与え（横方向には拘束なし），き裂長を

一定にしてはく離長を変化させ， CD境界の節点荷重の変化より，き裂・はく離のために減少したひず
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Table 1 Material Constants Used in FEM 

Young's Modulus Ratio 

Poisson's Ratio of Fiber 

Poisson's Ratio of Matrix 

Ef/Em 

Vf 

y” 

100. 

0. 17 

0.42 

1 1-vJ 
みエネルギ万を計算した．この万を単位厚み当りについて一 65r5で無次元化し， U とし

2 Em 

た．き裂長をパラメータにとり，はく離長の関数として図 6にUを0印で示す．

[合6。

ヤ

↓6。
Fig. 4 The Two-Dimensional 

Model for Interactions 
among Fiber, Crack and 
Delamination 

計算した範囲では，はく離長の増大

とともに Uは増加し，その増加の割合

はき裂長が大きい程大きい．計算誤差

を考えれば，はく離長と Uの間の関係

はおよそ図中の直線関係で近似され

る．

き裂・はく離のために減少したひず

みエネルギは， 3次元の図 3の場合と同様にき裂・はく離がない場合において，図 7の破線内領域に蓄

えられたひずみエネルギと考える．容易に得られるこの値を有限要素法で得た値（図 6)と等しいと置

Fig. 5 The Mesh Geometry of Two-Dimen-
sional Model 

き， tをCの関数として求めた．結果を図 8に0印で示す．

3次元モデルについても同様に求める．図 9が C=1. 5,図10が C=2.0と2.5用の 3次元モデル分

割図の横断面，図 11がその縦断面である．図 12にき裂半径をパラメータにとり，はく離長の関数とし
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1 (J~ 
てき裂・はく離のために減少したひずみエネルギ U を示す． U は一ー一吋で無次元化した値であ

2 E訊

る． C = 1. 5, 2. 0, 2. 5のそれぞれについて， l =2, 3, 4以上で U は一定となる．図 6の2次元の結

果にも， U の値が一定値に収束するような傾向が見られるが， 今回ははく離の初期の成長過程に注目

し， U が増加している領域から tをきめる．（7)式のき裂・はく離により減少したひずみエネルギと，

“
 

x
 

Fig. 9 The Mesh Geometry of Three-Dimensional Model at z=O (c=l. 5) 

>^ 

x
 

Fig. 10 The Mesh Geometry of Three-Dimensional Model at z=O 
(c=2. 0 or 2. 5) 
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有限要素法で得た図 12の値を等しいと置き， tを Cの関数として求めた．結果を図 8に口印で示して

いる．

図8に示すよう， 2次元モデルと 3次元モデルから得られた tの値は同じオーダーであり， IとCを

パラメータにとった詳細な 2次元モデルの結果が， 3次元問題に適用可能であることがわかる．

図8の破線が現実的な t~C間の関係を示す曲線と思われるが， ここでは次のように折線で近似する．

t = 0. 0113c-O. 0107 

=0 

(c>0.95) 

(c~ 0. 95) 
(8) 

x
 

Fig. 11 The Mesh Geometry of Three-Dimensional Model at y=O 
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o calculated result 

C=2.5 

C=2.0 

C=l.5 

0 2 4 6 _ 8 10 12 
I 

Fig. 12 The Decrease of Strain Energy U due to Crack 
and Delamination Obtained by Three-Dimen-
sional Finite Element Analysis (2/r0: Length of 
Delamination, cro: Radius of Crack, E1/Em=100, 
町＝0.17, Vm=O. 42) 

2. 3. き裂・はく離の進展条件

1 6i r3で無次元化したき裂，及びはく離面の表面エネルギーの和は，
2 Em 

G = 2Ac ~ +2A1-!,}-是r。見r。 (9) 

ここで， Ac, Aiはそれぞれき裂・はく離の面積， re, riはそれぞれき裂・はく離の表面エネルギであ

る．（7), (9)式よりこの系のポテンシャヌエネルギ II(=G-U)は以下のようになる．

II = 2Ac rc+2Al m <15.. 1 ~az <15 
---r。-— r。2Em -v 2Em 

-¥(2tーの一予 {1―（心｝—字 (2t十t2)-U芦W-V (10) 

き裂が進むためには
8II 

'8c  
<O 

はく離が進むためには
8[l 

'8l 
<O 
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が必要である 13)．また，

8II -＝ 0 から，き裂が進む臨界応力 (6cr)c
8c 

8II 
8l 
-＝0 から，はく離が進む臨界応力 (6cr)1

が求まり，

（知）'=2{“̀。翌m)『

(rJ凸＝ 2 ｛冒〗
実際には， (rJcふく(rJcふの時，き裂が進み， (6cr)c> (/Jc心の時，はく離が進む．

つまり，

oA1.. oAc, oA1 

Z=  
al n--—+--OC I QC 

au au 
al oc 

53 

(11) 

(12) 

(13) 

において， Z>Oの時，き裂が進み， Z<Oの時，はく離が進む． ここで， nはき裂とはく離の表面工

ネルギの比 Crclrz)である． Z=Oの時，き裂とはく離は同時に進む． Z=Oより得られる C-l面

上の曲線を臨界線と呼ぶ．

3． 数値解析結果，及び考察

図13に，（11), (12)式より得られる臨界応力，及び Z=O((13)式）より得られる臨界線を示す．

横軸に無次元き裂半径 c, 縦軸に無次元はく離長の半分 lをとり，き裂（領域A)，はく離（領域B)

の進む臨界応力を MN／血単位で示している． 図中の XX'線は， 臨界線 Z=Oを表わす． 表 2の

カーボン／エボキシ系の材料定数を使用している．

3. 1. 材料定数の効果

次に各材料定数を変化させ，その効果を得た．パラメータに取る材料定数以外は表 2に示すものを使

用した．主な結果を以下に示す．

図14, 15は，それぞれ臨界線 Z=Oに与えるヤング率比 (Ef/Em)，表面エネルギ比 nc= rclri) 
の影響を表わしている．ヤング率比が大きい程，はく離が進むモード (RegionB) が多くなる．表面

エネルギ比に関しては， 当然のことながら， 母相の表面エネルギーが大きい程， また， はく離の表而

エネルギが小さい程， はく離の進むモードが多くなる． その効果はいずれもパラメータの小さい範囲

CEt!E”~ 70; rclrにこ3)で顕著である．また図 16, 17は，それぞれ臨界応力に与えるヤング率比，
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Table 2 Material Constants of Carbon/Epoxy System 

Young's Modulus of Fiber Ef 340 GN /m2 

Young's Modulus of Matrix E” 3. 4 GN/m2 

Poisson's Ratio of Fiber 以f 0. 2 

Poisson's Ratio of Matrix リnI 0.4 

Surface Energy of Crack re 0. 33 kJ/m2 

Surface Energy Ratio n(＝乃／r1) 4 

Radius of Fiber r。 50 μm 
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表面エネルギ比の影響を示す．

ヤング率比が大きい程， また表面エネルギー比が大きい程臨界応力は小さい． 前者は，有効厚み tr。
の繊維表面層からの，はく離進展に伴うひずみエネルギ放出量の増大による．はく離進展臨界応力の低

下の説明はこれで充分であるが，き裂進展臨界応力については，図 8に示す Cとtの間のほぼ比例関係
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を付記しておく必要がある．後者も C~t間のほぼ直

線的関係，はく離層の単位表面積当り表面エネルギの

減少（ここでは和が一定）から，その臨界応力の低

下は説明される．

3. 2. 臨界線 XX'の意味

き裂・はく離が初め図 18の領域Bの f点にあった

とする． ここでは，応力を増大すると最初にはく離進

展の臨界応力 (acふに達し， はく離が進展 (lが増

大）を開始し， 臨界線に達する． 領域Aの e点の場

合は，き裂が進展 (cが増大）し臨界線に達する．か

りに， e点から進展してきたき裂が何らかの原因で領

域Bにまで達した場合でも，領域Bでは，はく離が伸

びるため破壊モードは臨界線 XX'に戻る． このよう

に， き裂・はく離は臨界線 XX'上を破壊モードの範

10.0「 X' 

8.0「RegionA 
I 

6.01 
l 

Region B 
4.0 

:．90.[ 

X 2.0 3.0 4.0 
C 

Fig. 18 The Physical Explanation 
for Critical Line XX' 

疇では安定に，負荷応力の範疇では図 13に示すよう Load 

に（知）l(C) を下げ，不安定に進んでいくことがわか

る．

3. 3. 実際の有限長材料の巨視的負荷～変位曲線との

関連

臨界応力に達した後，き裂・はく離が進むと，有限

大きさの試験片の場合，変位を保てば負荷は減少し

（図 19の(b)方向），負荷を保てば変位は増大（図 19

の(a)方向）する． 通常の負荷は変位によって制御さ

Displacement 

Fig. 19 Load-Deformation Curve 
due to the Propagation 
of Demages 

れるので，荷重～変位曲線はA点より(b)方向に移動すると考えられる．この荷重減少が著しい場合，き

裂は停止する (B点）．再び変位を増大させることにより， 臨界応力へ達し， き裂が進む．この時の臨

界荷重（応力）は図 13に示すよう，き裂，あるいは，はく離が進展しているため，最初の荷重 (A点）

よりも小さい． すなわち， 図19のA点より変位が大きく，荷重が小さい新しい臨界点 (C点）に達す

る．実際の過程では，上記の現象が連続して起こるため，曲線(c)を取るものと思われる．

3, 4. 巨視的材料じん性

はく離が進む機構を負荷エネルギーの吸収過程と考えれば， 同機構は複合材料の Toughness向上

に好ましい．

はく離量の増大は，高ヤング率比 Et!Em,高表面エネルギ比 n(=rclr、)により得られる（図 14,
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15)．表面エネルギ比 nが大きいことは，繊維と母相の接着が悪いことを意味する．高い方が望ましい

臨界応力については逆に， E1/Em（図 16.1と図 16.2を比較）， n（図 17.1と図 17.2を比較）共に小

さい方が臨界応力は大きくなる．

よって，両パラメータを同時に比較する時， 1つの最適条件が存在する． 例えば， EfiEm = 140の

ときの臨界線（図 16.2)と， n=5のときの臨界線（図 17.2)の位置は， ほぼ同じであるが，臨界応

力は n=5の方が大きい． つまり， 同じはく離量を得る際，ャング率比 E1/Emを変えるより表面工

ネルギ比nを変えた方が，高い臨界応力が得られる．

5. 結 論

無限体中にき裂とはく離を伴う長繊維を 1本埋め込んだモデルのき裂と繊維の相互作用を検討した結

果，

(1) はく離・き裂のいずれが進むのかを決定する条件式が得られた ((13)式）．

(2) はく離・き裂伝播の臨界応力が得られた（（11), (12)式）．

(3) はく離・き裂の両方が進む最終的破壊モード及びその条件式が得られた ((13)式）．

(4) ヤング率比，表面エネルギー比が，進展モード，臨界応力へ与える効果が得られた．特に同じは

く離量を得る際，ャング率比より表面エネルギー比を変化させた時に，高い臨界応力が得られた．
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