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九州大学応用力学研究所所報第45号昭和51年

一部に板を張った直方体骨組の振動解析

河島佑男＊藤本 孝＊＊

概要

一部に板を張った直方体骨組を梁要素と板要素とからなる構造とみなして，その固有振動数

と固有モードを直接剛性法を用いて求めた．板の面内振動に関しては，剪断流を一様とする仮

定，すなわち滑節型板場剪断流理論を用いて自由度を減らした解析を行なったが．その数値計

算結果は実験結果と良く一致した．

1.緒言

記号

A :梁の断面積

恥 (Ep) ：梁（板）の縦弾性係数

Gb(Gp) ：梁（板）の横弾性係数

I :梁の断面二次モーメント

J :梁の断面二次極モーメント

M :モーメント

Q :軸力または剪断力

{} ：撓み角，または捩れ角

V :撓み，または軸方向変位

z :要素の動的剛性マトリックス
L :梁要素の長さ

L1,L2 :矩形板要素の横と幅の長さ

l,h, b :直方体骨組の長さ，高さ，幅

凡(pp) ：梁（板）の単位体積当りの質堡

t :板厚

JI :ポアソン比

D :曲げ剛性

aJ :円振動数

x,y,z :基準座標系

叉，y,z :局所座標系

i, j, k, I :要素の節点番号
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骨組の振動解析に関する研究1)はこれまでに数多く報告されているが，車両や自動車ボディなどの構
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492 河 島•藤 本 第45号

造に広く使用されている板を張った骨組構造については研究例が少ないようである．本研究では，その

ような薄板構造物の振動解析の基礎として，直方体骨組の一部に板を張った構造物の固有振動数と固有

モードを直接剛性法を用いて解析した． この研究で取り上げた比較的簡単な構造でさえ，仮定を置かず

に板の振動を考慮すると自由度が大幅に増加する．従って，本解析では板の面内振動に関する自由度を

減らすために，航空機構造解析の分野で発展した滑節型板場剪断流理論 2)，すなわち板場の剪断流を一

様とする仮定を用いた．板を張った骨組の静的解析に対するこの仮定の妥当性については，すでに桐岡

氏3)によって明らかにされている．

まず，両側面に板を張った直方体骨組の場合について板の面外振動を無視した解析を行

ない，次に上下面に板を張った場合について板の面内および面外振動の両方を考慮した解析を行なった．

本報告では，

以上の解析では，構造物を三種類の構造要素，すなわち梁要素と面内振動に関する縁梁付矩形板要素

および面外振動に関する矩形板曲げ要素からなるものとみなし，構造全体の動的剛性マトリックスは，

これらの構造要素の動的剛性マトリックスを重ね合せ，変形適合条件および境界条件を考慮することに

より求めた．

最後に，数値計算によって得られた固有振動数および固有モードを実験結果と比較した． また，骨組

に張られた板の剛性と慣性の影響を評価するために，板なしの直方体骨組の固有振動数，モードとも比

較した．

2. 構造要素の動的剛性マトリックス

本解析で用いられる構造要素は，（ i)梁要素，（ii)面内振動に関する緑梁付矩形板要素，（iii)面外

振動に関する矩形板曲げ要素である．一様断面の梁要素の動的剛性マトリックスは振動方程式の解を用

いて解析的に求められる．一方，（ii)と(iii)の板要素については，一般的な境界条件に対する解析解

が求められないので，適当な変位関数を仮定する方法で動的剛性マトリックスを求める．以下，

の要素の動的剛性マトリックスを簡単に説明する．

これら

2.1. 染 要 素

一般的な外力を受ける一様な梁要素 i-jとその局所座標系を図1に示す．

と角変位だけを，一方節点 jには直線力とその変位だけを示している．モーメントと角変位は各軸の右

節点 iには，モーメント

-
Z
/
/
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↓

ly Myi Qyj 

←――L――叶
図 1 梁 要 素

kyudaitosho_enkaku65
ノート注釈
kyudaitosho_enkaku65 : None

kyudaitosho_enkaku65
ノート注釈
kyudaitosho_enkaku65 : MigrationNone

kyudaitosho_enkaku65
ノート注釈
kyudaitosho_enkaku65 : Unmarked



一部に板を張った直方体骨組の振励解析 493 

同りを正とし，直線力とその変位は各軸の正の方向を正とする．この定義は両節点 i,jにおいて変らな

いものとする．

長さ Lの梁要素の一般的な動的剛性関係式をマトリックス形式で表わすと次のようになる．

｛恥｝＝ ［Z且｛出｝ (2.1) 

ただし，

｛む｝＝｛M三i,Myi,M7i,Q乱， ・・・・・・，Q叫｝

｛ふ,}={0云i,0テi,0云i,v7iIL,……,V,J/L} 

一様な円形断面の梁要素を考え，

(2. 1)の動的剛性マトリックス [Zb]は二軸回りの曲げ (x-yおよび x-Z面内）と一軸 (x軸）回り

簡巣な場合として， 剪断変形および軸方向変形を無視すると，式

の捩りを考慮すれば求められ，表 1で与えられる． この詳細な誘導については付録Aに示す．また，表

1に示される [Z』は座椋変換や重ね合せを組織的に行なえるように軸力と軸方向変位に対応する行と

列をすべて0と置き， マトリックスの次数を 12xl2に拡張している．

表 1
9--
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0 -Byc1Fa 

0 0 

0 0 

0 0 

― I O -B紐 1
Zb= -T:,:応 0
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゜
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ただし

心＝P凶研／恥I， 心＝P匹 2/Gb, Bテ1= (EbI/L) (i(bL), By2＝（恥I/L)（え止）2
Bテ3=(EbI/L)（ふ,L)3, T云＝AtL, B,1 =B:,1, B,2=By2, B,a=By3 
F。=1-cos入bLcash入bL, F1 =sin,l.bL sinh入bL/F。,F2=(cos,l.bL-cosh入bL)/F。
F3= (cos入bLsinh入bL-sini(bL cash i(bL)/F。,F4=(sin,l.bL-sinh入bL)/F。
F5= (cosえbLsinh AbL + sin,l.hL cash入bL)/F。,F6=(sin i(bL+sinh入bL)/F。
F7=cot,l.,L, F8=cosec入tL

2.2. 縁梁付矩形板要素

緒言で述べたように，

仮定を置く．

自由度を減らすために滑節型板場剪断流理論を用いる．具体的には次のような

＇ヽノ、’/

1

2

 

(
‘
、
¥

板は面内では剪断力を負担し，挫屈しないものとする．

軸力は全て周辺梁が負担する．
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494 河 島・藤 本

(3) 周辺梁の材端を一次元ヒンジとし，板の剪断流は一様とする．

(4) 周辺梁は板の縁によって拘束され，板の面内には曲がらないものとする．

以上の仮定に基づいて定義された緑梁付矩形板要素を図2に示す．

Kロニ
2 〗□ll 3 

,. 
Qxi+Qヌj,Vヌi J 

え

図 2 縁梁付矩形板要素

この要素に対する動的剛性マトリックスは次式で与えられる．

1-a/3-2y/3-~ S.Y.M. 

ーl-a/6-y/3 1-(,/3-y-2~/3 

1 ー1 1-fJ/3-ZiJ/3-こ

ー1 1 -l-fJ/6-iJ/3 l-fJ/3-ZiJ/3-こ

ただし，

a=ppL知／Gp, {1=PpLi2叫／Gp, r=P凶L,2叫/GptL12

lJ=p凶L12m2/GptL1, ~=pt,A.L匹／Gpt,'=PbAL1叫／Gpt

式 (2.2)の誘導は付録Bに示す．

2.3. 矩形板曲げ要素

第45号

D.J. Dawe4)によって求められた矩形板曲げ要素の動的剛性マトリックスを，本解析では図3に示

す座標系および節点番号に変換して用いる．

動的剛性関係式は次式で与えられる．

{qp}=［為］｛ふ｝ (2・3) 
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一部に板を張った直方体骨組の振動解析

ただし，

伽｝＝｛M:i，MZi,Q叫1L1,M:.j,……,Q比｝

叫｝＝｛知，匠，vテlIL19(jii,・・・・・・, V;,1/Lサ

式 (2.3)の動的剛性マトリックス [ZpJを表2に示す．

-ZI 0-
y

 

図 3 矩形板曲げ要素

表 2 矩形板曲げ要素の動的剛性マトリックス

p3 

-P5 P6 

-P2 P4 P1 
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Pio -P11 -Ps p3 S. Y. M. 

p11 P12 -P9 p5 p6 

-P8 p, P7 -P2 -P4 P1 
Zp=DI p P11 P17 p19 P20 P14 p3 21 

-P11 p23-P18 P20 P22 P16 Po p6 

-P17-Prn Pg-P“ ―P15 p18 P2 P4 P1 
P19 -P,o p 14 p21 -P11 P17 P10 P11 p8 p3 

-P20 P22 -P15 P11 p28 p18-P11 P12 -P9 -Po p6 

-P“ p15 p18-P17 p18 p16 p8 pg p7 P2 -P4 P1 

ただし

D=Ept町12(1ー炉）， {)=2(1-Y), p= (Li/L2)叫 J..=pptL12L社m2/25200D
P1 = (Li/L2). (4p+4p-1+14/5-4ツ／5-3454,l),P2 =2p+l/5+4ッ／5-461え
P3 = (L2/L1) • (4p/3+2f)/15-80,l), P4 = (Li/L2) ・ (Zp-1+1/5+41,1/5-461,l) 
P5＝ソー63,l, Pa = (Li/L2)・(4p-1/3+2f)/15-80入）
P7 =(Li/L2)・(2p-4p-1-14/5+4ッ／5-1226入）， P8=p-1/5-41,1/5-199,l 
Pg= CL1/L2)・(-Zp-1-p/10-274,l), P10= (L2/L1)・(2p/3-2fi/15-40入）
P11 = -42,l, P12= (Lr/L2)・(Zp-1/3-fi/30+60,l)
P13= (L1/L2) ・ (-Zp-Zp-1+14/5-41,1/5-394入）， p14=-P+BI10-116入
P15= (L1/L2)・(-p-1+fi/10-116,l), Prn= (Lr/L2)・(-4p+2p-1-14/5+4Y/5-122J..)
p17=-2p-8/10-274え， PIB=(Lr/L2)・(-p-1+1/5+4JJ/5+199え）
P19= (L2/L1)・(p/3+{)/30+30入）， P20=28J..
P21= (L2/L1)・(2p/3-fi /30 + 60入）， P22=CL1/L2)・(p―1/3+f)/30+30,l) 
P23=(Lr/L2)・(Zp-1/3-2()/15-40,l),
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496 河 島・藤 本・ 第45号

2.4. 座標変換マトリックス

図1，図2,および図3に示される様に，局所座標系について求められた各要素の動的剛性マトリッ

クスは，変換マトリックスを適用することによって基準座標系（全体座標系）に変換される．即ち個々

の要素の基準座標系に関する動的剛性マトリックス [Z]は，次式に示されるマトリックス変換により

求められる．

[ZJ = [TJ-1[ZJ[TJ (2•4) 

たとえば，図1に示される三次元梁要素の場合には， 変換マトリックス [T]は次式で与えられる．

A
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(2. 5) 

ただし，

入i=cosfJ五 9 ふ＝cosfJxテ， ..l,=cosfJェコ

Pi=cosfJ和匹＝cosfJか匹＝cosfJy,

な＝cosfJ和巧＝cosfJ.7, 11,=cosfJ五

o,.は T軸と S軸のなす角である。

3. 理論、解析

3.1. 両側面に板を張った直方体骨組

図4に示される場合について，板の面外振動を無視した解析を行なう．緑梁付矩形板要素のところで

述べた様に，板周辺の梁相互の剛結部は板面内における曲げに対して一次元ヒンジとして挙動するもの

とみなす．ただし， Z軸方向の梁 (1-5,2-6, 3-7, 4--8)は板周辺の梁と剛結されている．

上に述べた一次元ヒンジの組合せの様式は，ただー通りではないが，種々の場合に対して行なった計

6
 

5
 N

/
」ー↓
Y

図 4 両側面に板を張った直方体骨組
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zofXY 
図 5

5
 

一次元ヒンジの配置

算結果の差は無視できる程度のものであった．そこで，本解析ではヒンジの取り方を図5に示すように

選んだ．

構造全体の動的剛性マトリックスを求める手順を以下に述べる．まず，表1で与えられる梁要素の動

的剛性マトリックスを基準座標系に変換し，それらを重ね合わせて骨組だけの動的剛性マトリックスを

求める．ただし， x軸およびy軸方向の梁については，板面内の曲げを無視する必要がある．たとえば，

X軸方向の梁の場合には，表 1で与えられる動的剛性マトリックスのZ軸に関するモーメントと角変位

およびY軸方向の剪断力と変位に対応する行と列の全てを 0と置くことによって無視され，動的剛性マ

トリックスは表3に示される様になる． Y軸方向の梁も同様にして板面内の曲げを無視できる．図5に

示される様に節点総数は8で，各節点自由度は6に拡張されているので，以上の様にして求められた骨

組だけの動的剛性マトリックスは48x48となる．

条件により，次数28x28になる．

このマトリックスは， 次の境界条件および変形適合

境界条件 : Vx1=Vy;=V.1=0 (i=3, 4, 7, 8) 

変形適合条件： Vm=Vx2,vX6=VX6,v.l=V磁，vz2=VZ6

Vn=Vn=Vy5=Vya=O 

(3・1) 

次に，両側面の縁梁付矩形板要素の動的剛性マトリックスを重ね合せる．ただし，両側面はいずれも

表 3 板周辺梁 (x軸方向）の動的剛性マトリックス
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498 河島•藤本 第45号

下部の二点でビンによって支持されているので，この境界条件 (Vxs=Vxr=O,Vya=Vy4=Vy1=Vys= 

0) を代入すると両側面の動的剛性マトリックスは次式のようになる．

｛叫＋Q叫 1-a/3-2r/3-eo vX1/h 

叫＋Qx8)h}＝Gptlh[ 01-a/3-2r/3-E]｛VX5/h}(3・2) 
また，梁1-5,および2-6については，軸方向の剛体並進運動による慣性力を考慮しなければならな

い．この慣性力を剛性関係式の形で表わすと，次のようになる．

t:::::::::}=-pbsAa,2 [: :]{:::::} 

骨組だけの動的剛性マトリックに (3.2)式，および (3.3)式で示されるマトリックスを重ね合わせ

(3-3) 

た後においても，全体の動的剛性マトリックスの自由度は28x28のままである．

このようにして得られた28x28のマトリックスに， 滑節型板場剪断流理論を用いたために生ずる付

加的な変形適合条件を代入して最終的に縮小されたマトリックスを得る．この変形適合条件は，縁梁付

矩形板要素の節点に作用する捩りモーメント Mzkおよび捩り角Dzk,(k=l, 2, 3,......, 8) を板周辺の梁

に作用する等価な軸力および節点変位に置き換えることにより得られる．

/’MZI 

4
 
図 6 捩りモーメントとその等価剪断力

たとえば節点1について考えると，図6に示す様に一次元ヒンジを入れているので，捩りモーメント

Mz1は梁1-2に伝えられる．梁1-2は板の緑によって板面内の曲げを拘束されると仮定しているので，

捩りモーメント M.1は梁1-4,および2-3に作用する等価な軸力 Qmに置き換えられる．即ち

Qm=-Mz1/l (3•4) 

しかし，梁1-4,2-3は下部で支持されているので軸方向変位を生じない． 従って， Qmすなわち Mz1

は板の面内変形に寄与せず，捩り角 (}aは (3.5)式に示す様に0となる．

0.1= (V y2-Vy1)/l=O, (V Yl = V y2=0) (3•5) 

図5に示す様に一次元ヒンジを入れた場合には，全ての節点で上に述べたと同じことが成り立つので

変形適条件は次式で与えられる．

(Jzk=O, (k=l, 2, 3, ・・・・・・, 8) (3・6) 
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一部に板を張った直方体骨組の振動解析 499 

(3. 6)式の変形適合条件より，自由度が8減少するから， 最終的に得られるマトリックスの次数は20

x20となる． このマトリックスの行列式を零と置くことにより振動数方程式が求められる．

3.2. 上下面に板を張った直方体骨組

図7に示す如く一次元ヒンジを入れた場合について，板の面外振動も考慮した解析を行なう．板の面

外振動を考慮するために， 上下板はいずれも 12個の矩形板曲げ要素に分割される． 矩形板曲げ要素の

動的剛性マトリックスは表2に示されている．

5
 

，
 

z

／戸
y

6
 T
 

4~ I,. 

1-- ― l 叶

図 7 上下面に板を張った直方体骨組

板場の面内振動については，下面は4点で支持されているので考える必要はなく，上面の動的剛性マ

トリックスだけを考えればよい． これは式 (2.2)で与えられる．

境界条件，変形適合条件は側面に板を張った場合と同じであるが，滑節型板場剪断流理論に基づく付

加的な変形適合条件は異なる．この条件は，図8に示すように，捩りモーメント M,k,(k=l, 2, 3,•…··, 
8)を等価な軸力 Qmに置き換えることによって求められる． MykとQmの関係は次式によって与え

られる．

eY1 5
 

6
 

Q<•
巧9'

ィ2,Vz2

／ 

0~=-!$1-
l 

図 8 捩りモーメントとその等価剪断力
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500 河 島・藤 本 第45号

Qm=-Mn/1 (k=l,2,3, ・・・・・・， 8) 

一方，捩り角 0yl，は Z方向節点変位によって次の様に表わせる．

{}Yl={}n={}y5={}y6= (Vzo-Vza)/1 

{}ya={}y4={}y7={}ya= (Vza-Vz7)/l 

以上述べた点を考慮すれば，両側面に板を張った場合と同様の手順で全体の動的剛性マトリックスが

得られる．ただし，この場合には板の面外振動を考慮したために，マトリックスの次数が大幅に増加し，

122 X 122となる．そこで，構造物の対称性を利用し，図9に示される X-Yおよび Y-Z面に関する

対称振動あるいは逆対称振動モードに分けて，マトリックスの次数を減らした計算を行なう．対称，逆

対称条件の組み合せ，およびそれに対応するマトリックスの次数は次の通りである．

X-Y面 Y-Z面 次数

対称 対称 46x46 

逆対称 対称 47x47 

対称 対称逆 47x47 

逆対称 逆対称 48x48 

対称あるいは逆対称条件が成り立たないモード，例えば上而が剛体同転する様なモードについては，

全体の動的剛性マトリックスを直接計算しなければならない． ここでは，そのようなモードに対しては

精度は落ちるけれども，計算の労力を少なくするために，板の分剖数を減らした計算を行なった．

z
 x
 

• 

Y
 

図 9 X-Y面

4, 計算結果と実験結果の比較および考察

数伯計算および実験に用いた構造物仕様は次の通りである．

1=120 cm, b=60 cm, h=60 cm 

骨組は外径 21.7mm,厚さ 2.5mmの鋼管
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一部に板を張った直方体骨組の振動解析 501 

板は厚さ 1.2mmのアルミ板

両側面および上下面に板を張った直方体骨組の各固有振動数の数値計算結果は表4(a), (b)に示し

ている様に実験結果と良く一致している．実験では，いずれの場合も，骨組の振動が卓越する振動モー

ドと板の面外振動が卓越する振動モードの両方が観察されたが，両側面に板を張った場合の解析では板

の面外振動を無視したために骨組の振動が卓越するモードだけが求められた．従って，表4(a)にはそ

のようなモードの固有振動数だけを示している．また，表4(a)では計算値が実験値よりわずかではあ

るが高くなる傾向を示しているが，この理由は板の面外振動による慣性力の影響を考慮しなかったため

と考えられる．

数値計算によって求めた各場合の固有モードを図10および図11,12に示している．実験によって得

られた固有モードの測定結果は，図に示していないが，計算結果と良く一致していた．

以下，両側面および上下面に板を張った直方体骨組の各場合の振動モードを板なしの直方体骨組の振

動モードと比較しながら考察を行なう．直方体骨組の振動解析法5)とその固有振動数，モードを附録C

に示している．

i)両側面に板を張った直方体骨組．

計算によって求められた3次までの固有モードを図10に示している．図付C-2に示される直方体骨

組の固有モードのうち， 1次， 4次，および重根の 5次モードの一方が両側面に板を張った場合には現

われていない．この理由は，板がその周辺梁の板面内への曲げを拘束するためであると考えられる．即

ち，そのようなモードに対しては，板の拘束性が剛性を大きく高める様に作用し，ここで対象としてい

る低次振動の領域には固有モードとして現われなくなると考えられる．図10の2次モードは直方体骨

表 4 固 有 振 動 数

(a)両側面に板を張った直方体骨組 (Hz)

モ ドl計 算 値 1 実 験 値

1 

次次次

26.2 25.4 

2 38.4 35.0 

3 53.6 57.0 

(b)上下面に板を張った直方体骨組 (Hz)

骨組の振動が卓越する場合 板の面外振動が卓越する場合
モ ド

値 1 実 値＼実計 算 験 値 計 算 験 値

1 次 18.8 19.5 19.4 19.2 

2 次 23.1 23.4 19.7 20.2 

3 次 32.0 32.3 25.2 25.4 

4 次 50.4 57.6 25.3 25.8 

5 次 35.1 37. 7 

6 次 35.2 37.7 

7 :1 49.6 50.1 

8 55.0 52.0 
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表 5 矩形板の固有振動数 (Hz)

境界条件 1 方 法 I1 次| 2 次| 3 次 I4 次

周辺単純支持 F.E.M. (2X6) I 10.06 
I 
15.29 

I 
24.01 

I 
37.94 

厳密解法 10.32 16.52 26.84 35.10 

周辺固定 I F.E.M. (2X6) I 20.36 25.34 

I 
35.31 50.75 

エネルギ法 20.86 27.04 38.04 54.28 

組の 3次モード（回転）に対応しているが，上に述べた板の拘束性のために，板面外の変形だけが許る

されたモードとなり，固有振動数も直方体骨組の場合よりも高くなっている．

ii)上下面に板を張った直方体骨組．

この場合には，板の面外振動も考慮した解析を行なったので，骨組の振動が卓越する場合と板の面外

振動が卓越する場合の両方の固有モードが求められた． 骨組の振動が卓越するモードを図 11に，また

板の面外振動が卓越するモードを図12に示している．

骨組の振動が卓越する固有モードを図付C-2の直方体骨組の固有モードと比較すると，両側面に板を

張った場合と同じ理由で，直方体骨組の4次と重根の5次モードの一方が現われなくなっている．また，

1次振動 Cal.26. 2Hz, Exp. 25. 4Hz 

＼ 
に――----
I 
I 

I 

l 

I 
I 

＼
 

2次振動 Cal.38. 4Hz, Exp. 35. OHz 

3次振動 Ca1.53. 6Hz, Exp. 57. OHz 

図 10 両側面に板を張った直方体骨組の固有モード
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/----------------—ー／

1次振動 Cal.18. 8Hz, Exp. 19. 5Hz 2次振動 Cal.23. lHz, Exp. 23. 4Hz 

3次振動 Cal.32. OHz, Exp. 32. 3Hz 4次振動 Cal.50. 4Hz, Exp. 57. 6Hz 

図 11 上下面に板を張った直方体骨組の固有モード；構造全体の振動として骨

組の振動が卓越する場合

図11の3次モードまでの固有振動数は， それらのモードに対応する直方体骨組の固有振動数に比べる

と低くなっている． これは上面に張られた板の面内振動による慣性力の影響によるものと考えられる．

図12に示している板の面外振動が卓越する場合には， 上下板が同位相と逆位相で振動するモードか

現われ， しかも，一対の固有振動数は極めて接近しているという特徴を持っている．表5に上下板と同

寸法，同材質の板が周辺単純支持および周辺固定されている場合の固有振動数を示しているが，これと

比較すると直方体骨組に張られた板の面外振動は周辺固定板の場合に極めて近いことが判る．また，固

有モードもほとんど同じである．表5には，本解析で用いた板の分割数6X 2の妥当性を評価するため

に，厳密解 6) （周辺単純支持の場合）とエネルギ法 7) （周辺固定の場合）による解を載せている．

数値計算の観点からいうと，板の面外振動が卓越する場合の様に極めて近接した根がある時には，解

の収束性は著しく悪くなる．特に本解析で取り扱った様な対称構進物の場合には，板の面外振動を考慮

すると，この様な傾向が現われる．そこで，前節で示した様に，構造物の対称性を考慮して，自由度を

減らすと同時に近接根を含まない形にマトリックスを変えて計算するなどの工夫が必要となる． しかし，

これまでの解析結果から判る様に，本研究で扱った様な薄板を張った骨組構造の場合には，板を周辺固

定板とみなし，板の面外振動を構造全体の振動から切り離して考えて実用上さしつかえないといえる．
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Cal. 19. 4Hz, Exp. 19. 2Hz 

Cal. 25. 2Hz, Exp. 25. 4Hz 

り

Cal. 35. lHz, Exp. 37. 7Hz 

Cal. 19. 7Hz, Exp. 20. 2Hz 

Cal. 25. 3Hz, Exp. 25. 8Hz 

Cal. 35. 2Hz, Exp. 37. 7Hz 

Cal. 49. 6Hz, Exp. 50. lHz Cal. 55. OHz, Exp. 52. OHz 

図 12 上下面に板を張った直方体骨紀の固有モード；局部振動として板の面外
振動が卓越する場合

第45号
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5．結言

板を張った直方体骨組では，骨組だけの場合に比較して静的剛性は一般的に高くなるけれども，固有

振動数は必らずしも高くはならない．これは，固有モードによっては，板の慣性の影響だけを受けて，

板を張ったことによる剛性の増加の影響をほとんど受けない場合があるからである．従って，板の慣性

および剛性の影響は固有モードの観点から考える必要がある．

板を張った直方体骨組の低次振動において，固有モードは構造全体の振動として骨組の振動が卓越す

るものと，局部振動として板の面外振動が卓越するものとに大きく分けられる．

構造全体の振動については，板の面外振動を無視し，面内振動だけを考慮した解析で満足できる結果

が得られる．板の面内振動については解析を簡単にするために剪断流を一様と仮定することができる．

局部振動として板の面外振動が卓越する場合の固有振動数，モードは周辺固定板の場合に極めて近い．
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（昭和51年6月10日受理）

付録A 梁要素の動的剛性マトリックスの誘導

(i) 横振動（図1のx-y面における曲げ振動）

一様梁の曲げ振動の一般的な正規関数は次式で与えられる．

X(x) =C1sinXbx+C2cos入~+C8sinh心＋C4COSh心

ただし，

入戸4V叫Apb犀 I

梁の端末での条件は次式の様になる．

V三;=X(O)=Cけ C4

和＝X'(O)＝似C心）

VXj=X(L)＝Clsin砧＋c2cos砧＋c3sin砧＋c4cosh入bL ] 

fJ.-J =X'(L) =Xb(C1cosXbL-C2si吟 L+C3cosh入bL+C、sinhえ此）

付A-1
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叫＝一恥IX"(O)=E叩 (C2-C4)

伽＝恥IX"'(O)=E叩 (-Cけら）
付A-2

枷＝恥IX"(L)=E叩 (-C1sin紅ーC2COS叫 C8sinl沿L+C4cos恥 L)

Qテj＝ー恥IX'”(L)＝E叩 (Clcos入bL-C2sin砿＋C3cosh砧＋C4smh入bL)} 
式（付A-1)から，定数 C1,C2,C8,C4しよ端末の撓み V",vyJと撓み角 0,1,0,Jで表わされ

る．
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付A-3

凡＝（cos,l,bL-cosh入bL)/F。
F3= (cosAtLsinhふL-sinJ.bLcoshXbL) /F。,F4=(sinAtL-sinh入tL)/F。
Fs= (cosJ.bLsinh入bL+sin入bLcoshJ.bL)/F。,Fa=(sin入bL+sinh入hL)/F。
式（付A-3）を式（付A-2)に代入し，マトリックス形で表わせば次式の様に曲げ振動の動

的剛性関係が求められる．

匡召Ll＝舟！［口旦圭圭ー］［；；： ：：bb[：F M ⑯ L)F, l［豆J/］付A-4
一様円形断面梁の場合には叉—Z 面における曲げ振動の動的剛性マトリックスも全く同様にして

求められる．

(ii) 捩り振動

捩り振動の正規関数は次式で与えられる．

@(x) =D1cos入ぷ＋恥sin入tX
ただし，

入［＝レ(I)'凡／Gb

境界条件は次の様に表わせる．

{}豆＝@(0)=D1

{}yj=@(L) =D1COSふL＋恥sinJ.,L
Mxi=-G誼 (0)= -G晶 D2

M王j=G⑩'（L)=G晶 (-D1sin紐＋恥cos廷）

曲げ振動の場合と同じ手順で，一様梁の捩り振動の動的剛性関係式が次の様に求められる．

{Mxl}＝町［TヌF7 -TxF8]｛゚云l}
Mヌj -T迅 T缶 0王j

付A-5

ただし，

T-.:＝入山， 恥＝cotえ，L,凡＝cosec入tL
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一部に板を張った直方体骨組の振動解析 507 

軸方向振動を無視して，式（付A-4) で与えられる叉勺および叉—z 面における曲げの動的

剛性マトリックスと式（付A-5)の捩りの動的剛性マトリックスを重ね合わせることにより，表

1に示される一般的な梁要素の動的剛性マトリックスが求められる．

付B．緑梁付矩形板要素の動的剛性マトリックスの誘導

緑梁付矩形板要素の展開図を図付B-1に示す．節点 i,j, k, 1の座標は各々 ，（迅，zi),（x1+Li,

か，（叉i,Zけら），（迅十L192けLりである．

Vぇ k,Q ヌ k 「―— Li---1vx1.oえI
―‘.l →←←  ← ← ← ← ← ←←  
k→→→: 

ZVzQz 〗v:1／三！
゜

x
 図付 B-1 緑梁付矩形板要素の展開図

(i) 矩形板の静的剛性マトリックス

板場剪断流を一様とする仮定に基づいて，板の変位を次式のように仮定する．

V三 ＝口＋!}付B-1
V,=rx+il 

ただし， v三，v.は叉軸， z軸方向の変位を各々表わし， a,fl, r, iJは定数とする．
上式に各節点の座標を代入すると，

v江1=V三j,vXK=V三1,vZk=VZI, vZj=VZI 

従って定数 a,rは次式の様に4つの変位の項で表わされる．

a=(Vik-V三1)/L2

B=（V71-V叫 1}

板周辺に沿って分布する剪断応力は次式で与えられる．

付B-2

か＝Gp(a+r)＝Gp{(V;;,k-Vi'1)／ら）＋（V,1-V,k)/Lサ

板周辺の梁の軸力は板周辺に作用する剪断力に等しいので，剛性関係式は次式のようになる．
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図付 B-2 矩形板の等価慣性カ

(ii) 矩形板の慣性マトリックス

板の微小振動を X方向およびy方向の剛体並進遅動並びに工学剪断変形の重ね合せによって近似

する．図付B-2に， 板がヌ方向にのみ V三だけ変位している場合を示している． 図付B-2に

示されている Qa+QXjと Q云k+Qilは板に分布する慣性力を周辺に作用する慣性力に置き換えた

等価慣性力である．単位面積当りの慣性力は ppt研viであるから，等価慣性力は次の2式より求

められる．

局十L2祖ーL1
(QXi+Qm)＋（QXK+QXI)＝[ f Ppt叫Vxdxdz

Z=Zi 叉＝祖

（知＋Qil)し＝f l Z!＋L, rx1+L1 
ppt叫Vx(z-Zl)d叉dz

Z=2i x＝叉i

付B-4

付B-5

式（付B-4)は叉方向の慣性力の総和を，また，式（付B-5)はi点回りのモーメントを表

わしている．上式に式（付B-1)の V:xを代入すると， 等価慣性力は次式の様に変位 VXi,v云j

の項で表わすことが出来る．

知＋Qx:i=PptL山血(Vx:i/3+Vx:k/6) 

知＋Qxl=PptLふ四(VxJ6+V五／3）｝ 付B-6

板が Z方向にのみv.だけ変位している場合についても， 同様な方法で，次式に示す等価慣性
力が求められる．

．
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付B-8

(iii) 板周辺梁の慣性マトリックス

板の周辺梁の変位は板の周辺の変位と一致する． 従って，図付B-3に示す叉方向梁の重心G
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IN 

- ＞ 
Q又i+Qヌj

ol >え

図付 B-3 縁梁の等価慣性カ

の又方向， 2方向の変位を Vxo,v百Gまた，重心Gまわりの回転角を 0G（時計回りを正）とする
と，次式の様になる．

Vm=（VXi+VXj)／2=V三i,（V三i=Vxj)

v百o=(V記 V,j)/2=(V五＋V,1)/2
恥＝（V7i-VZj)／1=（VZK-Vア1)／l } 

付B-9

図，付B-3に示されている qXl,qXj,qZi,qZJは節点等価慣性力である．板の場合と同じ方法で

次の関係が導かれる．

曲＋qxJ=q凶L向 Vil

q百1+q,J=ppA.L1ro2(V,k+V,1)/2 

qZl-qZj=P凶L1研 (VZk-VZI)／61 
上式の2番目と 3番目の式より，

付B-10

q,1=P凶L向 V声 3十凡AL1叫V.1/6

qzj＝凡AL四 VZk/6十凡AL匹 Vm/3}
付B-11

z方向の梁の節点等価慣性力も同様の方法で求められる．梁 i-jの X方向の慣性力の総和，即
ちQXi+Qxjは両端の叉方向成分 q云i,qzjの他に梁 i-k,j-1の節点 i,jにおけるえ方向成分

を加えたものとなる．

Q:.:;+Q:.:j=（凡AL1+2凡AL2/3)研VXj+p凶L四 V:.:k 付B-12
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510 河島•藤本 第45号

式（付B-3)，式（付B-8) と式（付B-13)を組み合せることにより，式 (2.2)で示され

る縁梁付矩形板要素の動的剛性マトリックスが求められる．

付録C．直方体骨組の振動解析

図付C-1に示されている直方体骨組の振動解析を行なう．各梁の動的剛性マトリックスは表1

で与えられる梁要素の動的剛性マトリックスを式 (2.4)を用いて基準座標系に変換して求められ

る．これらを全て重ね合せると， 1節点当りの自由度が6,総節点数が8であるから次数が48x48

のマトリックスとなる．

5
 

zofxy 

↑
h
 

1エ l 叶
図付 C-1 直方体骨組

境界条件および変形適合条件は次の様になる．

境界条件 ：Vx1=Vy1= V,1=0 (i=3,4, 7, 8) 

変形適合条件：；ご芯'=v;：宝，98V=Z;=V.5,Vz2=V.69} 
境界条件，変形適合条件より自由度は20減少するので全体のマトリックスの次数は28x28とな

付C-1

る．

次に，両端末が拘束されていない梁1-2,1-5, 2-6, 5-6については， 軸方向の剛体並進運動に

よる慣性力を考慮する．この慣性マトリックスは

［圭豆至呈芍｝＝PblbAm2［巨 b o o s.: ：］｛茎苔穿｝
となる．従って， 28x28のマトリックスから，上式で与えられる慣性マトリックスを引いて最終的

な動的剛性マトリックスを得る．

このマトリックスの行列式を 0と置くことにより，振動数方程式が得られる．図付C-2に，数

値計算によって求めた固有モードを固有振動数と共に示している．ただし数値計算および実験に用

付C-2

いた構造物寸法等は板を張った場合と同じである．
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/ー-------------—ー／

1次振動 Cal.22. lHz, Exp. 21Hz 2次振動 Cal.26. 2Hz, Exp. 27Hz 

／ ／ ---------

3次振動 Cal.34. 5Hz, Exp. 36Hz 4次振動 Cal.47. 5Hz, Exp. 49Hz 

5次振動（重根） Cal.53. 6Hz, Exp. 57Hz 

図付 C-2 直方体骨組の固有モード
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