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環状き裂の応力拡大係数
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（樋口正一紹介）

概 要

一様引張応力場における環状き裂の応力拡大係数を体積力法によって求めたものである．環

状き裂の応力拡大係数は，内半径と外半径の比が1に近づけば2次元平面ひずみにおけるき裂

の場合に一致し内半径が0の場合には円板状き裂 (pennyshaped crack)の場合に一致する

ことを示す．また，その他の場合には，内側の応力拡大係数の方が外側より大きく，き裂はま

ず中心に向かって進み円板状き裂になる傾向があることを示す．

1.緒言

材料の破壊の問題と関連して応力拡大係数 (StressIntensity Factor, SIF)の重要性が近年とく

に認識されてきた．現在では，応力集中とともに広く実際に利用され，種々の場合について計算がなさ

れ続けている．応力拡大係数の計算法についての総説や資料もいくつか見られるが1)-4)，実際問題と関

連して重要な 3次元き裂の解ば比較的少い5)-11)．

本研究は，一様引張応力場にある環状き裂の応力拡大係数を体積力法12)によって求めたものである．

環状き裂の問題は，丸棒の外側から入った円周き裂の問題の基礎になるが，その他の 3次元き裂の問題

とも関連している．

たとえば，内径が0に近づくと中心付近は深い軸対称3次元き裂と等価となり， き裂全体としては円

板状き裂の状態に近づく．また，内径と外径の比が 1に近づけば， 2次元平面ひずみの問題と等価とな

る．

F. Erdoganmも同じ問題を試みているが数値は得られていない．

2. 計算方法

体積力法m)を2次元問題に適用する場合には，無限板の一点に作用する集中力による応力場が基本と

なる叫それを 3次元問題に適用する際には，無限体の一点に作用する集中力による応力場が基本とな

る．き裂の問題では， 2次元の場合4),14)と同様に集中力が作用する場合の応力場を微分したものが基本

解となる．本方法では， この基本解をき裂となるべき面上にそって分布させ，その両側で境界条件を満

足させることによって解を得る．以下，閉じた形で求まる特別な場合”を例にとって計算方法を説明し，

その後で環状き裂の問題の具体的解法を述べる．
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130 西 谷・村 上 第45号

曲面の微小要素 dA=dAxvi+dAv,i+dA,xk に働く体積力の合力が dp=dPxi+dPvi+dp,kなる

とき，ここでは体積力の密度和， py,和を次式で定義する．

Px= 
dPェ, P11 dP11 "_  dP, =- --
dA1IZ dA江

，化＝
dAxy 

(1) 

2.1. 一様引張応力を受ける無限体中におけるだ円板状き裂の解

だ円板状き裂は，だ円体空かを無限に偏平にした極限の形と考えられるので，まず，だ円体空かにつ

いて考える．図 1のように，三つの主軸の長さがそれぞれ 2a,2b, 2c (a>b>c)のだ円体空か（さツ

が＋祝／b叶こ2/c'=l)が Z 方向の引張応力 6OO を受ける無限体中にある場合を考える．このとき，だ

円体空か縁の任意の点における x,y, z方向の変位を u*, v*, w* とすれば， u*ocさ＊， v*oc,;*, 

w*0Cが＊（さ＊，介，ぐ＊は u*,v*, w*を考える点のさ， Y/,くの値）となる15l.

ここで，だ円体空かと同形状のだ円体物体（同材料でできているとする）を想像し，そのだ円体物体

が

U=」；戸， v＝苔'lJ, w＝苔c
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図 1 無限体中におけるだ円体空か
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環状き裂の応力拡大係数 131 

なる一様変形をするとすれば，表面における変位は u*,v*, w*となる．このとき，そのだ円体物体の

x, y, z方向のひずみは次のようになる．

u*~ v* w* 
es=百―,e!/＝ア’和＝で

(e,,, e!/, e,は，だ円体内部で一定）

また， この e.,,e!/, e.を生ずるためのだ円体物体の応力は次のようになる．

炉仕（知十2'zve)

6ッ＝ 19ツに＋五加e)

炉長(e.＋五り

ここで， E:縦弾性係数， JJ：ボアソン比，

e=e:c+eッ十ez

(2) 

(3) 

したがって，だ円体空かのない無限体から出発して，だ円体空かのある無限体が引張応力むをうける

場合の応力場をうるためには， 6。をうける空かのない無限体中に想像しただ円体の曲面上に密度 P

（成分， pェ， Pv,P,)が次式で表わされる “'Y,z方向の集中力（連続的に分布させることによって

体積力と考えることができる）を分布させればよいことになる．

E p,,= 和十
ツ

1十ツ( 1-2y e) 

p1J＝げ（的＋員邪e} (4) 

g=  1:,.,（和＋丑2μe)
式 (4)で表わされる密度 P が決まれば，この場合の応力を計算することができるが， この式には式

(2)の e.,,e11,むが含まれているので e.,,e11, e.を知る必要がある．それらは， Eshelby15)によ

ってすでに得られているだ円体空かに関する解を利用すれば求まり，以下のように表わされる．

[SJ{e}={A} (5) 

ここ℃ 

{e} = ｛ :e: ｝ (6) 
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132 西 谷・村 上 第45号

-JJ£ 
E 

{A}= ーツ£巴．
E 

(7) 

6。
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[S] ＝[(1/s:n) （1--s;222) 
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Su=Qa2 laa+Rla, 

S21=S12, 

Sa1 =S1a, 

S12=Qが lab-Rla,

S22=Qが lbけ•Rlb,

Sm=S28 

Q= 3 'R= 
1-2)I 

8冗(1-)I） 8;下(1-)I）

Ia+Iけ10=4冗

laa＋伍十100=4冗／3a2

が I四＋が Iab+c'伝＝la

lab= 
Ia-I。
3(a’ーが）

la= 
4冗 abc

(a'ーが） （a2-cが^
(F-E) 

Ie = 4冗 abc { b(a2-C2)1/2 
（が一cり(a2-cり172{ ~ -E} 

F, E:第1種，第2種だ円積分

F=F((}，k), E=E ((},k) 

IJ=sin-1 (1 
c2 ¥1/2 i,_ (a2ー炉）1/2
ー百） ，k=⑱ -cりソ2

.

.
'
 

h
l
c
 

R

R

 

la 
R
 
―

-

＋

 

し

I
b
c
l

2

t

t

 

Q

Q

 

c
 

Q
 
＝

＝

＝

 

slB528Sss 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

式 (9)における lbb, lbcなどは，式 (11)以下の諸式で， a, b, cを順番に交換させることによ

って求めることができる．式 (5)より｛ヽ ｝は，

{s} =[S-1]{A} (19) 

となる．式 (19)の {s}の各成分を式 (4)に代入すれば，だ円体空かの場合の体積力の密度和，

P'II，Pzが決定できる．

次に，だ円板状き裂は，だ円体空かにおいて C→0とすればよい． C→0となるとき，だ円体空かの

境界上の Z座標くもく→0となるから，このことを考慮に入れて式 (4)の p31, p'II'p.において
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環状き裂の応力拡大係数 133 

C→0とともに応力場に関係なくなる項を省略すれば（以下これらを P:co,Pvo, Pzo とかく）次のよう

になる．

ここで，

き2 が
以1-））) 1-

知＝ （1-2））)・贔・ 2V/ a:＿互
fyo=Pぉ0

✓こ否が
(1-)J）2・仁b 2 が― b2

Pzo = .  (1-2)J） E (k) ~~ 

E(k) ＝『［1-(~)sin2 cp ]1/2 dcp 

(20) 

(21) 

2次元問題では，解（応力成分）は，ポアソン比に無関係となるため， J/=0とおいて Pの成分のう

ち 0でないものを考えればよいが， 3次元問題ではポアソン比が影響するので厖o,pgoは一般には 0

とおけない． しかし， Pxo, fyo]を考慮に入れて計算すれば， 数値計算が複雑となるばかりでなく電算

機の容量の制限とも関係してくるので，ここでは比＝0,すなわち f,,o=fyo=Oとして Pzoだけを使っ

て計算を進める．穴や切欠きの応力集中にボアソン比が影響する場合でもき裂の問題ではポアソノ比の

影器がない場合が多く， ここで取扱う問題でもポアソン比の影響は小さいことが予想されるのでッ＝0

としても実用上十分であろう．

さて，無限体中の一点（き，初ぐ）に Z方向の集中プJPが働くとき，点 (x,y, z)の応力むは16!,

(JzP=-B [(1-2ツ） （z-t:)｛が＋ （z-() 2}-3/2 

+3(z―く）3{r1ビ (z-()2}-5バ］

p 
B ＝，パ＝（x-§）吐 (y-'7)2 
8冗 (1-J)）

(22) 

で与えられるから，ご→0の場合， だ円体曲面上分布させる式 (20)の Pzo(z＝土この位置に同じ大き

さのものが逆向きに作用している）を対として考えれば，その対が dA(=dt物）部分に働くとき，き

裂面上 (x,y, 0)に生ずる応力 d(5zは（以下炉＝0とする），

如＝四[P,o d綺竺 lた 12ど］
が房亡

= /J～b.戸-亙―戸
2冗 E(K） が咋d"fJ

(23) 

式 (23)をき裂となるべきだ円面全体について積分し，応力分布を計算すれば，引張応力 OOOの場に

おけるだ円板状き裂の応力拡大係数を求めることができる．それは，
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134 西谷・村上 第45号

kl = 60-sin 2(J ＋差cos2(Jv• 

E(K) sin2 (J ＋苔cos2(J) (24) 

ここで，

(}＝tan-1--1 が y2- --＋--
X'a2 が

=1 

2.2. 環状き裂の問題の解法

本計算法では，結局境界条件を濶足するように体積力の密度の分布をきめることが問題であるが，密

度の分布が2.1節に示したように閉じた形で求まる場合は限られている．したがって，一般には数値計

算が必要となる．

図2に示すような現状き裂の場合には，き裂に相当する部分を半径方向に等分割し，分割された各区

間の中点の応力を境界条件として合せるようにする．以下に，具体的方法について説明する．

円板状き裂の場合には， v=Oとするとき，式 (20)は特に次のようになる．

P,o=—• 2 26ov五二百冗＜
(25) 

2 
上式は2次元き裂の場合の密度と同形式4)で，密度ーーだけが異なる． 2／万は， 円板状き裂の応力拡大

冗

係数と関係している．同様に，環状き裂（図2)の場合には， 2次元き裂を埜準として考えることがで

きるので． p.を
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図 2 一様引張応力場における環状吾裂
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環状き裂の応力拡大係数 135 

p.= 2v'戸
こ

(26) 

の形におき，実際の問題では境界条件を満足するように式 (26)の p.（以下， Poと書くことにする）

を場所によってある比率だけ変化させるという方法を採る．すなわち，問題は，体積力の密度p.を

p.= f (t') • Po 

Po:式（26)の定義による p.

の形におき， f(t'）を境界条件に合うように決定することに還元される．

(27) 

2.3• 基礎式

図3のようにB点 (t,<p,t:) に Z方向の集中力 P が働くときA点 (r,0, z) に生ずる応力は16)

次式で与えられる．

/Jz= -C [ (1-2v) (z-t:) {R吐 (z-t:)2}-8/2 +3 (z-t:) B{R吐 (z-C)2}-5バ］ （28) 

C=  
p 
8冗(1ー／）

R2=r吐 t2-2rtcos (0-<p） 

き裂の場合 (t:→0,z→0), tdtdi<p部分に式 (27)で表わされる体積力の対（逆方向のものも入れて

対とする）が働けば，さきに述べたように，点 (r,0, 0)におよぼす効果は次式で表わされる．

~,) 

A（り9，王）
？ 
I 

゜ 芍
図 3 座標のとり方
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136 西 谷・村 上 第45号

d(d6.）＝ll翌［噂IP=l公］tdtdcp (29) 

式 (29)に，式 (28)と式 (27)で I(t') =1とおいたもの (f(t')は未定なので1とおいたものを

基礎式とする）を代入すると

d (da,)＝一・
l v’c2-t‘2 
2冗 R8 • tdt'.dcp (30) 

式 (30)をまず， cpに関して (cp=0~21C)積分するわけであるが，軸対称問題であるので 0=0の

断面についてだけ境界条件を考えればよいことになり，そのことを考慮すると（記号については図3参

照）

d6.=--• 1 _ 2(a十ど） ,_ E(k) ,. 
冗 ,(2a+:X＋ 5') ・紅'-~')2 ·-v'五 d~'

=F1(:X’,~')dざ (31) 

F1 (x’，き＇） ＝—ー・
1 _ 2(a+~') _ E (k) . 
冗 (2a+x'＋ざ） （X' ー ~')2V立

となり，

k2=4(a+x') (a+~')/(2a+x'+~')2 

2次元の場合と同形式で書けることになる． 2次元の場合 Fバふさ’)に相当する関数は，

F2 は',~')＝一・1 V心冗 (x'-~')2
(32) 

となる． a→OO とすれば，凡は凡に一致することは容易に確められる．

実際に計算を行なう際， 式 (31)は，ぎに関しては閉じた形の積分ができないが，式 (32)は閉じ

た形の積分が可能であるので，環状き裂では，このことを利用し，積分を次のような形におきかえる．

釣j.r~12J バ;,::(F1-F疇＋！€’li 凡 dざ (33) 

ここで， 64：分割区間 iの中点におよぼす分割区間 jに分布させた体積力の影響．

i=l~M, j=l~M 

M:分割区間の数

式 (33)の第2項は閉じた形で得られている4)ので，第1項のみシンプソン則による数値積分を行なえ

ば，少い分割数で精度を上げることができる．

図2の2C間を M 分割し，分割した各区間 (j=l~M)において，式 (27)で定義した fをI=

一定として連立方程式を立てれば次のようになる．

}JfJ{f,{ = -{f(Xり）
｝：：：：！嗜

6(X't） ：炉＝工’t

(34) 

（区間 iの中点）における境界条件
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環状き裂の応力拡大係数 137 

式 (34)を解いて力を求めれば，八， fMから環状き裂の内側，外側に相当する応力拡大係数「Kli,

kloを求めることができる．

3． 計算結果と考察

応力拡大係数は連立一次方程式の解 f1,f」w によって次のように表わされる．

kぃ＝八 0。y言

Kio=fMむT豆

(35) 

(36) 

しかし，有限な分割数で得られた五， fMは誤差を含んでいるため M→OO としたときのこれらの値

丘， foを求める必要がある． fi,f0を求めるには， M を漸増し，結果を外そうによって求める．

外そうの例を図4に示す．図4の結果は， ri/r。=0.05, M=lO, 20, 40についての結果であり，ほ

ぼ直線的に変化するので，外そうによって精度のよい fi,foを求めれば， /i=l.863, fo=O. 6229とな

る．他の場合も同様な手順で，最終結果を求めた． ri/r。の種々の値に対する Kli/d4V元 K10/1J。げ元

の値を表1に示す．

l. 9 
O.66 

1. 863 

1. 8 
0. 65 

亨08 t ＼ 忍
1.7r- ＼ 0.64, 

1.6 r ヽ D. 63 

゜
0. 6229 

1.5 
1/ 40 l/20 'l/10, 0. 62 ゚ 1/40 1/20 1/10 

1/M 1/M 

(a) (b) 

図 4 数値結果の外そ う
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138 西 谷・村 上

図5は，表1の結果を， m／グoを横軸にとってプロットしたものである．

のとき無理なく厳密解5)2／冗に一致する．

第45号

k10/6 .. V云は， r,/ro→O

また， 表2は， r；；かo=O.998のときの氏／64石石の値と， rifr0= 0. 0476 (ri/c=0.1)のときの

k1ヽ と深い双曲線き裂の応力拡大係数 k[＊との比を示している． いずれの場合もほぼ極限の場合の

表 1 環状き裂の内側と外側における応力拡大係数

”/r。 K1;;／0ov 冗 KIO/6。yr

0.0 

0.05 

0.1 

0.2 

0.5 
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0.9 

1. 863 

1.331 

0.955 

0.569 

0.410 

0.227 

(0. 637) 

0.623 

0.609 

0.580 

0.473 
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0.221 
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図 5 環状き裂の応力拡大係数（ro=l.0) 
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環状き裂の応力拡大係数 139 

表 2 環状き裂の極限状態における応力拡大係数

--—竺o |Kn/60亨 k10/6。y声 ri/r。 Kn/k戸_ I _＿ I I ----
o.998 I 1. 000 I 1. 000 I 0. 0476 0.97 
―- --- |―- | __  I-- -
氏＊＝＋6nety声
<Inet :環状き裂の中心部断面における公称応力

値”を示しており，本計算値は両極端で厳密解に一致すると考えられる．

図5にみられるように環状き裂の応力拡大係数は内側の先端の値が常に大きく，環状き裂は先ず円板

状き裂になろうとする傾向があることがわかる．

4.結言

体積力法による 3次元き裂問題の一般解法について述べ，例として一様引張応力場における環状き裂

の応力拡大係数を求めた．

き裂の内側先端，外側先端の半径の比をそれぞれれ／r。とし，応力拡大係数を K1i,.Kioとするとき

rt/ro→1.0ではK",Kloはともに2次き裂の値に一致する． また， rtfro→0のとき KIOは，円板状き

裂の値と一致し， K"は中心断面における公称応力を基準にした深い3次元き裂の解に一致する． K1i

は Iも。より常に大きく，環状き裂の伝ばはまず円板状き裂の状態に近づく方向に起るものと考えられ

る．
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