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基底部よりのエネルギー散逸による弾性柱の

横振動の減衰について

栖 原 寿 郎

緒 言

弾性柱がその一端を半無限に大きいと考えられる弾性体に固着されて， 縦あるいは横振

動を行なう場合にその振動減衰の原因には， 例えば空気抵抗とか， 材料の固体内部粘性等

が考えられるが， もう一つの原因として弾性柱の振動エネルギーがその固着部を通つて外

部の半無限体に弾性波として伝つてゆくための減衰がある． この原因による減衰率を求め

ることは， 特定の振動実験で必要になることもあるが， 特に煙突其他の濤状構造物の振動

を問題とする場合この減衰率の推定が先ず必要となる．

本報告は以上の目的のために， 円濤の一端面を半熊限弾性体に固着させ， 横振動を行な

わしめた場合の， 固着部からの振動エネルギーの散逸による減衰率を求め， 簡単な近似式

であらわしたものである． その結果によると，円濤の弾性常数に比べて， 外部の弾性常数

が小さい場合にはこの原因による減衰が他の原因によるものと比べて無視出来ない事もあ

り得ることがわかつた． この事は墳状構造物の振動を問題とする場合には一応注意しなけ

ればならないものと思われる． 尚本報告は著者が既に行なつた縦振動の減衰に関する理論

解析1) と同様な方法によつて解析された結果である． 本研究を行なうに当り有益な御教示

をいただいた阪大千田香苗教授に厚く御礼申上げる次第である．

I. 墳状体の横振動方程式

第 1図に示すごとき塙状体の振動方程式は

げ`唸） +PA喜=0.

又境界条件として
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<b1 {y, El喜，贔（疇）}=o, 

叫闘， El喜，贔(EI塁）}=o , 

El喜=0,

贔(EI喜）=0, 

(1. 1) 

(1. 2) 

(I. 3) 
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ただし E,pg, A, Iは夫々壇状体のヤング率，単位

体積の重さ，断面積および断面二次モーメントをあ

らわず又見創は塙状体と地面との結合条件に

よつてきまる関数である．

X 

II. :l壽状体甚底部結合条件の決定

噂状体基底部下面に働く剪断力および曲げモーメ

ントを夫々 S。,M。であらわし，この面の応力分布

を第2図に示す様に考える．すなわち剪断応力は基

底部に一様に分布し，又垂直応力は原点を通る直線

分布をするものとし，夫々を次の様にあらわず．

Cs(t)，だ十7J2<a。汽
剪断応力＝ ｛ 

0'ど2+7J2>a。2,

y
 

第 1 図

(2.1) 
CN(t)も竺十'1/2<a祈，

垂直応力＝ ｛ 
0,  f□r;2>a訪，

こいで a。iま巷底部の半径をあらわす．

これらの力による半焦限体の原点 0の変位および回

転を塙状体の基部の変位および回転に等しいとおく・

1. 半無限体の弾性波動方程式および境界条件

亭—,µ『U+（狂µ)grad-divu, (2. 2) 

ただし Pogは密度， Jc,μ vi Lameの常数， U は

変位．又剪断力，垂直力によつて生ずる変位を夫々 Us,UNとし

So 

ーーE

ー： 

u=us+UN・

Us=grad応＋rotAs, UN= grad知＋rotANとおけば

(2.2)式は

第 2 図

(2・3) 

r玉，N が
02</Js,N 
at2 =0, 

r2As,N-j2翌¥'=0,

＼

ー

ノ

(2. 4) 

ただしが＝入五如， j2=：である．

次に境界条件は，ど，刀，：の方向を第 2図の如くとると

au沢
ご＝0: 入divus+2µ~=0, 0ぐ

(~硲 Ou跨
Cs(t), 伊＋n長：a詑，

μ焚―十言）＝ ｛ 0 ,伊＋否a。汽
(2.5) 
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μ（守＋斎）＝0'J

又 (=0: .l.divu叶 2µ誓＝｛~N(t)f, 匹衣a訪，
0 ',2十炉＞a託，

μ（誓＋誓）＝0,
(2.6) 

µ（三＋~)鉤 a,=0. 

(2.4)~(2.6)の解を求めるため，此等の方程式に Laplaceの変換をほどこしておく．こ

の場合の変数をそれぞれ¢,A, ii,でのごとくあらわす．すなわち

00 
l(p)=p]臼 f(t)dt,

゜
f(t) ＝出ご:e吠p) 序•

(2.4)の解は

00 00 

¢ = [00 [}Ca, P)e一元＋匹＋和 dadfi,00 J -oo 

ふ］こにA(a,P)eーボ＋紐t＋釦dadP,

ここで r=✓戸h吐が十P,, T'＝✓pヂ＋が＋炉•

1

,

J

 (2.7) 

(2.8) 

現在を考えている問題では (2.7)の第二式において p=Oの近傍を除いて C=Oとしても

差支えない．即ち p—面の虚軸の右半面上には特異点がないと考えられるからである．そ

こで

p2P=-(t)2, ((t)は real) (2.9) 

とすることが出来る．又弾性波がいの正の方向のみに伝りく→coで有限であるための条件

として

r = { 
✓が＋炉ー炉磁，ただし 0がくが＋炉，

i✓炉砧ーが一炉，ただし磁炉＞び十炉，

r'= { 
✓が＋炉ー (ti2, ，ただし研くが＋炉，

i✓叫ーa2_B2， ただし 0らが＋炉，

I (2.10) 

のごと<r, r'の branchをとらなければならないただし

h2 
炉＝万＝

μ 

p-1+2μ・ 

以上の式を用いて原点 0における変位と回転を求めると

転＝
-a。CSOO(29＋が）2_4s2✓"S'i- ＋炉hヅ岱十がj2十庁（9＋炉jり言し 心＋がj2D(S) ―J1(a。S)dS,1

(2.11) 
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1 OU匹 OU辺
伽 q=2(灰―定―)
＝竺~fooが'S心+p2h2

2μo  D(S) 
み(a。S)dS,

ただし D(S) = (2S叶がjデー 4S2✓S叶炉h2✓s2+p乎．

(2.12) 

ここで 恥Y/=恥s=恥,.,=恥s=O,

@se =@ss =@Ne=°'Ms= 0, 

であり，又恥も ws,.,はそれぞれ Us;' ふr,.,に比べて小さいと考えて無視する．

2. (2. 12)の積分

(2. 12)の第 1式を書き直すと

転=~[一 Joo J1(a。SJ_dS- 1 Joo J1(a。S)
2μ 。 ✓s叶炉: 2(1ー炉） 。 s dS 

+ 1 J 00饂
2(1-v2) 。S J1(a。S)dS], 

cp(S) = 1-
2(1-v2)炉j2✓ゞ＋炉:-S

(2S叶p的ー4S予S臼が· ✓s2+p2hが

1 
上式の［］内の第 1項，第2項は容易に積分出来てそれぞれ [e-aopi -I] - 1 

aopj'2(1-v2) 

に等しい．第3項を 1であらわすと，

(2.13) 

I= 1 f"" J1(a。S)
2(1—炉）。

例(S)・ s dS. 

(2.9) より炉:=ー磁とおき

l ooi re -t)(りi+zts1+zt 

J1(a。S)=
2 

加 f-ooi T'(() I ,_、 -dt,

よりz>Iを書き直すと，

I- 1 1 r I'(-t)(誓）1+2, 00 

2(1 —炉）．妬f -coi I'(2+fJ 
dt f cp(S)S2tdS. 

゜
(2.14) 

(2.14)に含まれる積分f00 <p(S)S2t dSを行なうためには <p(S)の性質がわからなければな

゜らない．即ち <p(S)は S=士砂，士1に branchpointをもち土叩に simplepoleを

もつ以外に特異点はない．故にこの積分は第 3図に示す contour積分を行なう事によつて

求められる．ここで分岐点土 (J)).i' 士(J) のまわり方は (2.10)式から決定される．すなわち

f 00 <p(S)S2t dS = 
2冗i(l ー炉） ✓迂二IC鉱）2t+l 

O A(IC) 
+ f "°i <p(S)S2tdS, 

A(,)~ 吋2(2註—1)-2✓,;— 1心—炉ー註信ご＋旦：一ー~.)}-1 (2.15) 



基底部よりのエネルギー散逸による弾性柱の振動の滅衰について 39 

B
 

(a) 第 4 図

I) -WIノ

S-Phme 

A
 

を行なうと， S-面の虚軸しま←面の実軸 (o——1 ¥ 
註）

に対応し，（第 4図）， <p(S)= 1J! (ぐ）は←面内で

1 
原点 0を中心とし半径万の円内で analyticIC 

である．従つて

刃(()=2..J 
oo 1Jl(n) (O) n 

-(  
n=O n! 

となり，これを (2.15)に代入して項別積分を行なえば結局

0く0

A
 

I I 

,c2- ッ2 K 2-1 

上式の右辺第2項の積分を行なうために変換

(=  
w2 

,c2w2-s2, (2.16) 

(b) 

B
 

第 3 図

f 00 <p(S)S2t dS = 
2冗i(l —砂）✓註— 1(叩）2t+l 

o A(te) 

1 

+2] 
oo 7F(n+l)(Q) 叫—t+汀(t万）
n=O (n + 1) !') T'1 - 1 1 、 ~.,2n+2

(i(J)te)2t+l. 

更にこれを (2.14)式に代入すれば

1 1+2m 
両 T-Ioo (-)m(2(J)a。IC)

l= 2J 
A(te) m=O m!I'(m+2) 

1 
1 oo (/)(n+l)(Q) /C-2n-2 oo 2 I'm+l I'n-m+— 2m+l 

+ 22J [2J 
()  (2) 

2(1-]))n=O (n+l)! 2I'(n+1) m=。 m!I'(2+m) 2)  三
OO r(-n-m-½) I'(n+m+l) . 

+2J 
四 ote2n+2m+2 

m-o m!I'(n+m+-½) (万―) J. 
これを用いて (2.13)の積分を Pの巾級数であらわすと

1 . 1+2n 

知＝信[―幻ピり―旦。 C(f;~笠·p•+ n~~~t。［りごL― ·p1+2n

(2.17) 
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1 

+ Lj 
1 oo (J)(n+l)(Q) /C-2(n+l) oo r(m+2げ(n-m+½)(½K:,Q。j 1+2加2(1 —炉）n~o (n+l汀• 江 (l+n){五。 -oT'rqL-、 L.pl+2m

心パ一n-m-―)I'(n+m+ 1)(—• 1 1 2+2n+2m 

2 2叩 J) . p2+2n+2m 

m=O m! 叫+m+り }]c。,

となる． これを (2.7)によつて逆変換を

ほどこし心の項までをとりかおよびそ

れより高い時間微係数を含む項は小さいも

のとして省略すると，求める Usdま次のよ

うになる．

1.1 

k

"

 

0.81 

0.6 

0.4 

〇

0.1 0.2 0.3 0.4 -;--lf.5 ヽ
.)J~ 

-0 

1.00 

゜
0.25 2 o.5 

• J.i -0 

第 5 図

-0.6 

第 6 図

dSo 
Use=佑十{;,-

dt' 

ただし (1 +ao) (2~ao) 
as=-

冗a。E。
(1 + ao)3/2 Po112 Q 冗IC✓~二i

c = ✓2 冗E。3/2 {1 + 2(1 —炉） + A(,c) }' 

!J=「{1 2(1 —炉）yゲ+1 } 
。― (2y叶 1)2コ万戸 万昇冥 dy.

(2.18) 
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E。, ao, Pog~ ま夫々半無限体のヤング率， ポアソン比，単位体積の重量をあらわす．

又 9 は容易に数値的に積分出来
g 冗り✓戸二i

2(1 —炉）
の値を第 6図に示す．又

. A(!C) 
の値も同図

に示してある．又第 5図はにの値を示す．

同様な方法で 0向を求めると

IDN7/=/3m私 +O(研）．

Laplaceの逆変換を行ない

IDN11=PmAfi。,

Pm= 
4(1 + ao) (1-ao) 

冗a訊E。

III. f壽状体の振動

1. 茎礎方程式と解

} (2,19) 

(1. 1), (1. 2), (1. 3)式にかえり (1.2)に前節の (2.18), (2.19)を代入すると

位`喜） +PA喜=0,

X=O: 

X=l: 

y= as喜(EI喜）ぃ贔(EI喜），

闘＝心(EI喜），

El喜=0,

a 
冠(EI―包y

紐2)=0. 

これを積分方程式にかき直し

(3.1) 

y(x, t) =→［喜(EI塁）贔(EI喜）l=o -J:pAG(x, ど）喜dど， (3.2)

ただし

G(x, ど）=~ 
co 四 (x)妬（ど）
n=O 入註 ' 

で Unは次の (3.4), (3.5), (3.6)式を満足していなければならない．

竺(E1~)-d炉 dx2
心2pAUn=O, 

X=O 
Un=疇(EI瓢
dun がUn
西-=知EI函'

(3.3) 

(3.4) 
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X=l: 

栖

El 
d切n

dx2 =0, 

虹EI~)dx dx2 =0, 

l 

Un=入註fpAG(x, ど）叫（ど）df, 

゜
『pAun(x)四 (x)dx={0'm丑，

゜ 1, m=n. 

原

y(x, t)を 佑(x)で展開すると

y(x, t) =旦。fn(t)un(x),

Yn(t) =『pAun(x)y(x,t)dx. 

゜
(3.3), (3.7)を積分方程式 (3.2)に代入して Un(X)の項を等しいとおけば

誓＋心が+cU位。 U魯]=o,

ただしい［羞(e1岱） ]x=O• 

今 Yn=CnePt とおくと， pは次に示す無限行列式の根となる．

p叶 dl,2p十入。2

tU1UoP 

eU2Uop 

clli。U1p clli。U2p ……… =0.

p2+cU12P十八2 cU1U2p ……… 

cU2U2P p2+cU22P十冷 ……… 
............ .. ....... 

第 22号

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

cUnUmpは心があまり大きくない時は p2+cU訪p十入げに比べて非常に小さい故， 上式

は近似的に

00 

II (p2+tU,i2p+い)=0, 
n=O 

と考えてよい．故に

e'  
p=―百U註士ll

4 
ー牲U討ー入註

e 
キ—-U註土 i心．

2 

c 

2 
--U註が減衰を与える．従つて対数減衰率は

U註
D=冗c―’

入n 

(3.10) 

(3. 11) 
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ただし 1 p。1/2
e = ✓ふi • 四12(f)(ao), (3.12) 

Un=[ 
d 
ふ(EId切f/,

N)1=o-
UJ(ao)は第7図に示す

I
Q
 ゜

ー
0.1 . 0.2 0.3 0ゞ一6。

o.5 

第 7 図

2. 一様断面墳体の場合の減衰率の近似計算式

(3. 12)式の Unを求める場合，半無限体の弾性率が壕状体の弾性率に比べてあまり小さ

くない場合，即ち濤体基部の変位が小さい場合は (3.4)式を用いる代りに一端固定の一様

棒の横振動の固有関数をそのまま用いて!!__(EI~ 麿）を求めても大きなあやまりはない．dx 

即ち (3.4)で as=O, /3m=Oとおけばよい．この場合

U註＝
4£212 n1 

pA I 
7B(n) , 

/ (3.13) 
B(n)= 

1 
(os n+cosh n 2 
sinn-sinhn) {n+ (cosn-coshn) (sinn-sinhn)}・

さらに心＝
Eln4 
PA [4 であるから対数減衰率 D は (3.12) より

D = 2✓ 2 (~r;2 (f)3;2幻 I'(n)(/)(ao),

ただし (I'(n1) = 1.251 (第1次振動）

I'(n2) =0.748 (第2次振動）

E。,ao, Pog~ ま夫々半無限体のヤング率，ボアソン比，単位体積の重量

(3.14) 
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E, pg, I, A, Ivま夫々墳体のヤング率，密度，長さ，断面積，断面二次モーメント

([)(ao)は第7図に示す値

である．

次に数値計算例を示す．

(1) 

棒の直径： 2cm, 長さ： 10cm, 

鋼台上に立てた鋼棒の場合

E=E。=2X106 
kg 

2, pg=pog=7.8 
g 1 

--,ao=-
cm ems 3' 

D=l.7xIQ-3. 

砂盤上の鋼製薄肉円濤の場合

濤の直径： 80cm, 板厚： 1.5cm, 高さ： 800cm, E=2xl06~g2, pg=7.8 g 
, . cm 西

砂盤のヤング率 E。=200嘉ふ密度 1.7盈炉八ボアソン比 Go=ふ

(2) 

D=0.089. 
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