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九州大学応用力学研究所々報 第 15号 昭和35年

不規則な路面を走る物体の振動

について（その 1)

51 

岡 部 淳

乱れた流体中に吊された振子の運動の統計的性質を計算した C.C. LIN (1943, 後出）の

方法を使つて， 路面の凹凸の自己相関函数とその上を一定の速さで走る物体の上下振動の

自己相関函数との関係を求めた． 更に附録で，その関係式について，振動の減衰係数が非

常に小さい場合に適用出来る近似計算の方法を述べた．

1. 不規則な形の表面をもつ固い路の上を走る物体に惹きおこされる振動の性質をしら

べるために，最も簡単な模型として次の力学系を考えよう．それは第1図に示されている

様に，強さ a,減衰係数μ の軽いばねとその上に載つた質量 M の質点とから成り，そし

てその全体が道路の表面から離れることなく，路面の平均の高さにとられた X軸の正の方

向に一定の速さ Vで走り続けているものとする．但し x軸の原点 X=Oは時刻 l=Oに

於ける物体の位置と一致する様にえらばれている． 次に道路の表面の形を X 軸からの高

さ yであらわし，
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52 岡 部 第 15号

y=y(x) 

と書く．しかし時刻 tとその瞬間に於ける質点の位置 X との間には

x=Vt 

(1・1)

(1・2)

という関係があるので，質点の現在位置に於ける路面の高さ，即ち第1図の pointof 

contactの高さ， yは結局 tの函数として次の形をもつことになる．

y=y(t). (1・3)

這動中の質点M の高さを，ばねと路面との接触点がy=O(x軸）の上に静かに横たわっ

ている時に M の示すその釣合位置のレベルから測ることにして，これを yと同じ様に t

の函数

z=z(t) . . (1・4)

であらわす．．この様に釣合の位置から zを測ることによつて， M に働く重力の影響を見

かけ上除き去ることが出来る．尚 Y,zの符号は各々の零点から上へ測つたときを正にと

る．即ち第1図の場合， Y>O,z>Oである．

y(t)は一般に tの“きちんとした函数 (well-definedfunction)"としてではなく，む

しろ“でたらめな函数 (randomfunction)"として与えられ，従つて我々は一般に y(t)

の或種の統計的性質しか知ることが出来ない． 叉一方 z(t)は質点の連動方租式によつて

y(t)と結びつけられているので，これも亦当然 tの他のでたらめな函数としてあらわされ

るほずである．今仮りに y(t)を定常確率過租と考えられるものとして， その或統計的性

質が知られている時， それから z(t)の同様な統計的性質を導くことは如何にして可能で

あろうか．以下にその問題の一部分を取り扱う．

先ず， y(t), z(t) の ltl~T の部分を断ち切つて (truncate), その代りに値零の耳をつけ

て作つた函数を夫々 YT(t),石(t)とし，これらの FOURIER変換を夫々 jp(p),ZT(p)と

書く．即ち

JT(p)=~T YT(t) e-、ptdt, 
-T  

及び

然し t=士Tに於ては明かに

以p)~ ~J'ZT(t) e呵 dt.
-T 

(1•5) 

(1-6) 

YT, Zr; Zp=O 

であるから，部分積分によつて次の関係を導くことが出来る．

y:r=lPYP, 

幻•=ipzT,

(1,7) 

(1・8) 

及び 豆T=-p2牙．

ここにドットは tに関する徴分を示す．ところで質点 M の連動方租式は
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不規則な路面を走る物体の振動について（その 1)

Mz=→ (z—y)• (.z-j,) 
であるから，両辺の FOURIER変換を作ると， (1・8)を考慮して

み(p)=
iμp+a 
-M, が十iμp+a

y7,(p) 

が得られる．共役複素数をあらわすのに星印を使えば， (1・10)から

云T(P)ZT (p)*= 
瓜炉十a2

(-M. が＋が+μ2p2y7,(p)ぁ(p)*

が導かれる．

さて， (1-5)から

~T 和(p)YT(P)"'= _2,YT(t)e-iPt dt~-TYT(t') eiPV di' 

と書かれるので，

53 

(1-9) 

(1・10)

(1・11)

Y1{-p) JT(-p)*= [YT(P) Y1 (p)*] *=弐和(P)YT(P)*, (1・12)

即ち YT(P)元(p)*は Pの偶函数である．同様に zT(P)祈(p)*も亦そうである．次に，

Y(p) ==lim 
1 方(p)YT(P)* --—, Z(p)=lim-1 ZT(P) ZT(p)* 

1400加 T 匹 OO加 T
(1・13)

によつて与えられる量を夫々路面の凹凸 (imput),及び質点の振動 (output), の power

spectrumと呼び， (1・10)の右辺の分数の逆数を振動系の impedanceと名付ける.1)その

時 (1・11)から imput及び outputの2つの powerspectrumの間の関係

Z(p)= 
μ2炉+02
ー・

(-Mp2+o)彗屹 Y(p) (1・14)

を導くことが出来る _2)3)

振動系に不規則な外力が働く揚合に， imput及び outputのスペクトルを導入してその

1) Y. C. FuNG, Statistical Aspects of Dynamic Loads, Journal of the Aeronautical Sciences, 
vol. 20 (1953), no. 5, pp. 317-330, 特に 321.

2) 実際問題としては路面のスペクトルとして， (1.5)で定義された時間的なFOURIER変換でなく

元(p')=J~,?x(x) e-、四dx, (1.15) 

但し X=VT, (1. 16) 

で与えられる空間的な FOURIER変換を知ることの方が容易である場合が起るであろう． その時
(1.15)に (1.2)を代入して

yx(p')=VYT(P'V) 

であるから， YT(P)は必(p')を用いて
1 

YT(P)=一虹（りV V 

(1.17) 

(1. 18) 

によつて計算することが出来る．尚次の文献を参照されたい. J. H. WALLS, J.C. HouBOLT, and 
H. PRESS, Some Measurements and Power Spectra of Runway Roughness, NACA Technical 
Note 3305 (1954). J. C. HouBOLT, J. H. W四 s,and R. F. SMILEY, On Spectral Analysis of 
Runway Roughness and Loads Developed During Taxiing, NACA Technical Note 3484 (1955). 

特に後者の第2頁の最後の方程式は (1.18)と同じものである．

3) FOURIER変換の性質について応用力学研究所大路通雄氏の御教示を得たことを記して深く感謝
の意を表する．
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54 岡 部 第 15号

振動の統計的な性質をしらべる方法は古くから行なわれた,1)2) 一方路面の凹凸のスペクト

ルを実際に測定しようとする試みは WALLS,HOUBOLT, 及び PRESS(前出）によつて始め

られ，その上を走る振動系（飛行機）の連動は同じく HOUBOLT, WALLS, 及び SMILEY

（前出）によつて最初に論じられた,3) 最近 TAKEDAは不規則な路面を走る自動車の振動

のスペクトルを詳しく計算してその乗り心地を研究した.')叉一方スペクトルの理論は流

体力学に於て乱流論の一部として詳細に研究され，特に乱れた流体の中に吊された振子の

連動は LTNによつて解明された.5) 以下 LIN及び LIEF.MANNに倣つて，不規則な路面

を走る物体の振動について若干の計算を示そう．乱流論で既に得られた知識を我々の問題

に対して積極的に導入することは有益であると思われるが，それは将来の問題である．

2. 路面の凹凸を定常確率過租と仮定した時， y(t)及び z(t)のスペクトル Y(p)及

び Z(p)から夫々
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(2・1)

(2・2)

によつて導かれる函数 7/及びくは夫々 y(t)及び z(t)の autocorrelationfunction 

と呼ばれる.6) (1・12)によつて Y(p), 同様にして叉 Z(p)は Pの偶函数であるから， 7/

及びくは Pの実函数である．更に FOURIERの逆変換によつて (2・1), (2・2)から夫々

Y(p)=-
1 00 
2冗Leo和）e如 dて，
1 00 

Z(p)=--— r ,cて） eヤ dて
2冗• ・-oo 

(2・3)

(2.4). 

1) 解説的な文献として， H.W. Lrn:i>MANN, On the Application of Statistical Concepts to the 
Buffeting Problem, Journal of the Aeronautical Sciences, vol. 19 (1952), no. 12, pp. 793-801. 
Y. C. FUNG, 前出．及び TheAnalysis of Dynamic Stresses in Aircraft Structures During 
Landing as Nonstationary Random Processes, Journal of Applied Mechanics, vol. 22 (1955), 
no. 4, pp. 449-457. 

2) 不規則な外力でなくともスペクトルの使用は勿論可能である.L. S. JACOBSEN and R. S. AYRE, 
Engineering Vibrations, McGraw-Hill (1958), 第4章に種々の典型的な外力に対して減衰のない
振動子の運動をスペクトルの形で呈示し，特に問題 4—13 (p. 190)に於て， (a)連続した sine

waveの路面と (b)孤立した突起のある路面とを提出している．小文第1図に示した振動子はこ
のモデルに梢々一般性をもたせるために減衰項を入れたものである． この文献は応用力学研究所
熊井豊二教授の御教示と御貸与によるもので，ここに厚く謝意を表する．

3) 但し LIEl'.¥IANNの論文（前出）の終りに統計的な方法の適用されるべき種々の問題をあげ，最
後に "Taxiingover rough ground is another problem in the same class."と結んでいる

処を見ると．この問題の示唆は既に彼によつて与えられていたと言うべきであろう．
4) 武田峻，路面走行時の自動車の振動，運輸技術研究所報告．第8巻 (1959),第6号， pp.163-
178. 
5) C. C. LTN, On the Motion of a Pendulum in a Turbulent Fluid, Quarterly of Applied 
Mathematics, vol.1 (1943), no. 1, pp. 43-48. G. K. BATCHELOR, The Theory of Homogeneous 
Turbulence, Cambridge at the University Press (1953), pp. 55-58. 
6) 自己相関函数．但し以下では簡単のため単に correlationfunction (相関函数）と記す．

library
ノート注釈
library : None

library
ノート注釈
library : MigrationNone

library
ノート注釈
library : Unmarked



＼
 

不規則な路面を走る物体の振動について（その 1)

が得られる. (1・14)を (2・2)に用いると，

((,)= J oo 疋炉十a2

-= (-M_炉十a)丘炉p2
Y(p) eip, dp, 

更に (2・3)を代入して

1 00 
く（て）＝ー一 T/(,') e-iか'd,'

00μ2が+a2
2冗 J_oo J _oo(-M_尻＋り昇μ2p2匹 dp

55 

(2・5) 

に到逹する． これは路面の凹凸の correlationfunctionが与えられている時，その上を

一定の速さで走る物体 M の上下振動の correlationfunctionを計算する関係式で， こ

れとよく似た方程式が乱れた流体の中に吊された振子の運動について曽て C.C. LIN (前

出）によつて与えられた．そこで次に彼に倣つて積分

I(r-r')== f 
00 尻炉十a2

• -oo(-M_炉十a)江疋p2
eip(,-,'> dp 

を評価しよう．

今
a/M□, μ/M==m, , —五五'

とおくと，被積分函数の分数部分が Pの偶函数であることから，直ちに

/(r")= J 00 而p□¢
-oo (p2-sデ+m2p2

-e加 "idp

(2・6) 

(2-7) 

(2,8) 

と書くことが出来る．更に秩分路を変形して， P の複素平面で実軸と， 原点を中心とする

大きい円周の上半分とから成る道筋を時計の反対方向に廻る contourI'に沿う積分を考

える．そのとき円周上では [Plが非常に大きいので，被積分函数は[pfー2の程度で小さくな

り，従つて円周に沿う積分はその半径が大きくなった桓限で消滅しり結局

J(r")= J m2炉+s4r(.P2-sザ+m2p2
eipf,"I dp (2・9) 

を得る． さて右辺の積分の値は留数の計算によつて容易に知ることが出来る． 即ち

contour I'の中に含まれる被積分函数の極は点

（但し sら研/4,即ち

［戸 _m
p=土 s2-4+z2

4Ma>μ2 

(2-10) 

(2・11) 

と仮定する．）に位徽し，従つて

J(r")=2心[(m2炉+sりe初f,''IJ 
pole仰炉ーs2)+叫 2pp=(2,10) 

［一［戸 m~s2 (s2+mりcos(s2 jr"j) +~(s2-mり sin(s2 
m2 

＝咋―手",
ーず ―4 2 ✓ -4/r"/) 

✓ 
. (2・12) 

m2― 
m s2--

4 

1) E. T_ WHITTAKER and G. N. WATSON, A Course of Modern Analysis, Cambridge at the 
University Press (1927), p. 115. 
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56 岡 部 第 15号

故に

知）＝
2m s2 __  
✓½ に7/(て一が')e―戸 ｛だ—や+mり cos(/s2一閉~j,"I)
4 

＋誓(s2-mりsinc/; こ？ヤ"I)}ふ", (2・13) 

或は (2•7) を使つて元の符号に戻すと，

知）=½{匂立一¼(y)『にTJ(て一が') e―註l•"I {心—¼(y)2[ふ+(y)2J

xcos[✓ -it-¼(il/1て"!]+½乱んー（馴]sin[心—¼(立）i2/-r"!J)ふ"(2-14)
を得る．

次に
1 T 

<y2注胚可J-T IYT(t) t2 dt, 

及び
1 T 

<zら＝匹可ーしに(t)J2dt

(2・15)

(2-16) 

によつて導かれる，所謂 Jy(t)ド及び fz(t)ドの時間平均 <y2:;:,,-,<z2:;:,,-を考えると，こ

れらと correlationfunctionとの間には

2<yら =7/(0), (2•17) 

及び 2<z2:>-=((0) (2・18) 

という関係があるので， (2・1)と (2・2)とから夫々

及び

2<yら=f 00 Y(p) dp, 
-oo 

00 

2<z2:;>= f Z(p) dp 
-oo 

(2・19) 

(2・20) 

が得られる．従つて道路の凹凸のスペクトル Y(p)と振動系の特性とが与えられたとき，

振動系の振幅の 2乗平均を計算するには， (1・14)を (2・20)に代入して

<z2>=一
1 00 μ2が十a2
2 f -co r _ l¥,ln2..L心ヽ2..Lヽ.2n2Y(p) dp, 

或は (2•7) のおきかえを利用して

<z2>=-J 
1 co m2が+s4
2 -co(P2-sデ+m2p2

Y(p) dp 

(2・21)

(2・22) 

に依つて行なえばよい.1)

3. 次に第1図に画かれたものよりも稽々実際の走行物体に近い模型として， 第2図の

振動系を考えよう．強さ各々 01,02, 減衰係敬 μi, μ ぷをもつ，前及び後ばねの接地点の高さ

1) 附録参照．
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58 岡 部 第 15号

で与えられるので， LAGRANGEの連動方程式1)

｛置）竺竺dt oち 3勾 OZj
+ + =0, i=l,2 

に (3・2), (3・3), (3•4) を代入すると

M.l召+I M叫ーIぇ1+ . 
入2 炉 Z叶 μ1z叶釘Z1=μ1y叶釘Y1, (3・6) 

(3・5) 

及び
MふJc2-I M氾+I
終
z1+ 入2 為十μ必＋四Z炉辺2Y□a2y2 (3•7) 

が得られる. (3・6)と(3-7)とを 1の方法に倣つて FOURIER変換すると（但し簡単のた

め脚符 Tを除く），

f-p2(M冷十I)戸 +ipμげ叫1-P2(M凸ーI)戸 i2=(ipμ叶 6⑳, (3・8) 

及び ーp2(M磁2-/),lー2zげ f-p2(Af杞＋［）｝ヨー2+ipμ叶叫恥=(ipμ叶 a2涵 (3,9) 

に到達し，これを解いて

21= 
双ipμけ叫ーが(Mい I)戸 +ipμ叶叫玉ipμz+査 (MJ.1入2-/)戸
iーが(M入2豆/)}.、-2+ip四＋叫ーが(Mい I)戸 +ip収＋叫ーが(M峠ーI)匁一4'

(3・10) 

Z2こ＝ 烈 ipμ叶内）炉(M氾z-1)戸玉(ipμ叶叫ー炉(M屈+I)戸 +ipμ叶吋
fーが(M摩＋［）戸+ipμ叶叫j-p2(M屈十I)入ーニipμ丘叫ーが(MJ西ー/)2,l-4

(3・11) 

が得られる．従って叉ピッチングの角 O(t)の変換 7J(p)は

げ＝
局一Z三 1双 ipμけ 01)(ーがMl、1入一1せJ!!位五）一郎ip胆＋乃）（一炉MJ..2戸 +ipμ戸 a,)
入 ,l fーが(M心十I)戸 +ipμ戸叫f-pz(M氾+I)戸 +ip恥＋叫う国応ーI)翌ー4

(3・12) 
で与えられる．

ところで Y1Ct)とY2(t)との間には

Y2(t)=Y1(t-,l/V) 

という関係があるので，夫々の FOURIER変換の間にも

入
Yz(P) =exp(-ip--) Y1(P) 

V 

という式が成りたつ．そこで (3.12)から

O(p) 郎 P)＝ 入

退P竺□1)(ーがM入戸+ipμ叶 Gz)ーexp(-ip入/V)(ipμ2+ <J2)_(=.)_炉M,l戸 +ipμ辻叫．
iーが(M摩十I),l-2+ipμけ叫ーが(M杞十I),l-2+ip四＋叫ーが(M叫ーI)い

(3-15) 

即ちピッチングのスペクトル @(p)は路面のスペクトル Y(p)を使って次の様に書きあら

わされる．

(;3・13) 

(3-14) 

1) E. T. WHITTAKER, A Treatise on the Analytical Dynamics, Cambridge at the University 
Press (1937), p. 232. 又は妹沢克惟，振動学，上巻，岩波 (1949),p. 34. 
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不規則な路面を走る物体の振動について（その 1) 59 

A屯(p)=Y(p)F(p) 

==Y(p) X { [a1(一炉MJ,1ぇー1伍）一p2μ1μ2-cos(p),、/V)に（一炉MJ.弘―1丑 1)-p加叫

-sin(p,l/V)pf既（一炉Mえ2戸＋釘）＋叩zl]2

+ [Plμ1(ーがM正＋四）＋年d-cos(pJ、/V)pに（一炉M腐パ）＋叩zl

+sin(p,l/V)に（一炉M誓 1+a1)-p加叫l2}

X { [f ーが(M応I)戸＋叫ー炉(M杞十I)戸＋叫—p肋化2ーが(M叫2-J)2戸]2
-1 

＋が［叫ー炉(M怒+I)戸＋崎＋叫ーが(M屈+I)戸＋叫l2}・
(3・16)

次に 0(p)から
00 

が(T)=J @(p) eip, dp 
-oo 

(3・17)

によつて導かれる "0(t)の correlationfunction"が（て）を考えると，これは叉 (3-16)

と (2-3)とによつて， Y1(t)叉は Yz(t)の correlationfunction刀（て）を用いて次の様

に書きあらわされる．
co 

,,J-(r)= 1 2五d-co刀(r')dて,J -oo F(p) eiPIて-,'Idp. (3・18) 

或ほ

但し

及び

co 

が（て）＝
1 
2以 2J -co 7J(rーが')J(r") dて”•

” て三三：て一て
， 
， 

゜J(が')=J F(p) e加 "Idp. 
-= 

(3・19)

(3・20) 

(3・21)

F(p)は (3-16)で具体的に示されている. (3-21)は (2-8)を更に複雑にした形をもつ

ている．一般の場合にこの積分を実行するには数値積分に依らねばならぬであろうが，附

録に述べる様な特別の場合には解析的方法によつてその近似値を知ることが出来る．

最後に 0(かの時間平均を <0らであらわすと (2・19), (2-20)と同じ様に

00 

2くん=f 0(p) dp 
-oo 

(3・22) 

という関係があるので， (3・16)から叉

2辰応=f00 Y(p) F(p) dp 
-= 

(3,23) 

であることが知られる．

附 録

今 (2.22)の特別の場合として，減衰の係数mが非常に小さく，然も路面のスペクトル Y(p)が

Pと共にゆるやかに変化する函数である時には， <z2>が筒単な形で近似的に与えられることを示

して， 5に対してこれから適用しようとする同様な近似計算の準備とする．

先ず mが非常に小さいので，右辺の被積分函数の分数部分は p2=s2のとき非常に大きく， 又
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P→土00 のときかなり速かに零となる． そこで Yが偶函数であることと， Pについて急激には変

化しないこととを考出すると， (2.22)の積分値はほぼ

1 忍>.~ー Y(s)f - m2炉十s4
2 

— dp 
. -~(p2-s2)2+m2p2 

，'によって与えられるであろうが， (2.9)によれば右辺の禎分は /(0)である．即ち

s吐m2 s2 <z2>~ 竺Y(s)~王Y(s)
2 m 2 m 

(A.1) 

(A. 2) 

が得られる_I)

次に同じ計算をもつと祖い近似で行なつてみよう． それには (A.J.) の稼分への寄与は P=土S

の附近に由るものが大部分を占め，それ以外の Pの値からの寄与は殆んど関題にならぬであろうと

いうことを予想して，董要でない位置にある炉をすべて s2で代用し，分数式をPの全変域に対して

(m知十sり/{(p2-sデ十m招} (A. 3) 

で近似する_2)更に contourI'の中に含まれる被積分函数の極の大略の位置 Pを見出すために

p2=終土ic (,>O) (A. 4) 

と置く．但し S は非常に小さいものとする．これを (A.3)の分母に入れて

e2=m知，

即ち e=ms (A. 5) 

を得る．そこで極 Pはほぼ (m2の項を省略して）

p=士S十i尽 (A. 6) 

で与えられる． これは正確な値 (2.10)に対応する．そこで積分 (A.1),即ち I(O)の近似値['は

次の様にして求められる．

1'=2心{(s2国）s2} =立+m空=ご
pole 4(112-—s2)p p=(A,6) 呼

(A. 7) 

m(s吐） m 
4 

但し加の項は省略する．この結呆は (A.2)に示された 1(0)の近似値と一致している．

さて以上の予備知識から，滅衰係数 m と四とが同じ程度で非常に小さい時， (3.21)の積分を

近似的に評価することを試みよう.(3.16)によつて F(p)の分母 D(p)は μi2μ炉の項を省略して

次の様に書くことが出来る．

D(P)=[p4{(M尼+I)(M屈+1)-(M屈ーが記—P知(M尼+I)国(M足十I)};,-2
＋叩2]2十P印 12(一炉(M杞十I)戸 +a2J2+2μ凶 p4(M蒻ー/)2,l-4
+μ 炉｛一炉(M屈十/),t-2-¥-a1}2], (A. 8) 

或は

D(p)=M2[炉 (p2-a2)2(p2-炉）叶炉[μ12[-p2(M足十I)戸＋叫

+2μ 氾2が(M叫ーI)い +μz2[-p2(M屈 +I)戸＋硯]. (A. 9) 

ここに 1

a汽炉＝
釘(M足十I)+叩（竺色十凸心叩2+l)+a2(M厨十I)}2-4ML!2a1a2

2Ml 2Ml 
(A.10) 

但し複号のうち，匹は負号を，炉は正号をとるものとする．心，炉が共に実数であることを証明

するには (A.10)の根号の中が負でない事を示せば充分である．根号の中を整理すると

(M,112+1)叫 +2[(M叫 I)(M足十l)-2Ml炉}a1a2+(M足十I)叫

1) この近似法は LIEPMANNによる．前出， p.794, (9)式．

2) 例えば函数 /(x)=(x-l)(x-2)=沿ー3x+2の x=l附近の性質は x-2の Xには 1とおい

て一x+lという表式で近似されると考える事に相当する． 実際 /¥.1)=0,f'(l)=-1まで一致

する．
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となるので， r11とr,zとに関する判別式を作れば

{(M杞+I)(M足+I)-2Ml呼ー(M杞+J)2(M足+J)2=._4Ml絆(M坤ーJ)2:;;;0

（証明了）. (A.11) 

次に匹と炉とが共に実数である以上，それらが共に正数であることは (A.10)から明かであるか

ら，a2,炉の各々の正根を a,p(p>a)と書くことにしよう． その時 F(p)はp=土a,土8の4

点附近で非常に大きな値をとるので，1)(3. 21)から

J(て")~Jc_13>F(p) eiPl•"ldp+ L-~)F(p)e'Pl•"ldp十 f 位） F(p) 砂l•"Idp+ J </3> F(p) elP/•"I dp 
(A.12) 

と書くことが出来る．ここに[
（ツ）
はp=r附近だけの積分を示すものとする,2)

次に p=士a附近における F(p)の値を評価しよう．先ず F(p)の分母 D(p)に於て (p2ー匹）2

以外の炉をすべで匹でおきかえて次の近似式を導く．

D(p~ 士a)~M212,i→(p2-aヂ(aZ-pが＋如12{-aZ(M杞+I)戸 +a2]2

+2μ1既が(M氾2-J)2戸 +M2{-a2(M屈+I)戸＋研]. (A.13) 

又一方 F(p)の分子 N(p)のp=土a附近の値は (3.16)から定められる．即ち先ず μJ,μ2を含

む項を省略すると

N(p涵 [a1(-p2M如 +r12)-cos(p,t/V)r12(一炉M炉＋叫J2
+ [sin(p.l/V)a2(-p2M如 +111)]2

＝が（一炉M研 1+az)2-2cos(p.l./V)111r12(-p2M炉 +a2)(一炉M如 +r11)

＋叫(-p2M如＋紐 (A.14)

が得られる.M, I, ,ll, ,lぁ ,l,rJt, a2がそれぞれの単位で 1の程度の数値をもつ場合を考えると，
土aの附近で Pの値に僅かの変化 cがあるとき， 函数 (-p2M,l1,lー1十四），（一炉M,l2戸 +a1)の

受ける変化も亦 eの程度である． それでここではその変化を無視して， P=土aの附近では前述の

函数を常数 (-a2M,11戸 +az)及び (-a2M,l2戸 +a1)でおきかえて差支えないであろう．これに

反して，函数 cos(p,l/V)に於ては， Vはいくらでも小さくなる可能性があるので， たとえPの変

化が C であつても cos(p,l/V)の変化は 1の程度となる可能性がある． そこでこの項を保存して，

我々は p=士aの附近で次の近似式に到達する．

N(四士a)辛 12(一庄M炉＋紐ー2cos(p,l/V)叩 z(-a2Af.記 +r12)(-a2M如＋町）

＋叫(-a2M如＋町）2. (A.15) 

故に結局 (A.13)と (A.15)とから

｛ F(p~ 士a)~ が(-企M炉＋砂ー2cos(p,l/V)r11r12(-a2M加 +r12)(土 M如＋叫

国（ー匹M如＋吠} • • 
x{M212,i→ (p2-aチ(a2—野＋匹［訊星(M杞+I)戸＋研

-1 
+2μ 坪2が(M,t1,l2ーI炉＋訊玉(M足+I)戸＋研J} (A.16) 

が得られる． この近似函数は原函数と同じく， p~士a の附近だけで非常に大きい値をとり，その中
間では 1の程度の大きさであり，無限大の近傍では急激に減少して零となる．

そこで F(p)exp (ip¥て"I)をP=士aの附近だけで積分する代りに，積分の範囲をひろげてこれ

をPの一00 から十oo まで積分しても，そのためにまぎれこむ誤差は本質的な部分に比べて無視

1) aと9とが一致する場合は除外する． そのときは本文の方法を若干修正してほぼ同様に取り扱
うことが出来る．

2) 無限に大きい Pの近くで F(p)は戸に比例するので無限大を含む積分例えばrF(p) exp 
k 

(ip/-r"I) dp(k>.P)は k,-3の程度の量である.kは 8と同じ程度であるからこの積分は p-3の程
度の大きさをもつている．又一方後に示す様に， (A.12)の各項はμ戸又は四―1の程度の大き

さをもつているので， 0が1の程度であり， μ1,μ2が非常に小さいときには，後者に比べて前者

は省略されることになる．
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出来るであろう．即ち (A.16)が aの偶函数であることを考慮して

如（て")=(f + f)  F(p~ 士a)如"ldp~f00 F(p~ 土a) 砂l•"Idp (A. 17) 
．（一al) • (a>) • -oo 

とおくことが出来る．次に P平面の実軸と，原点を中心とする大きい円周の上半分とから成る道筋

を時計と反対方向に廻る contourを2と同じ様に r,下半分とから成る道筋を時計と同じ方向に
廻る contourを I''と書くことにして， JoRDANの lemmaが成立する様に r又は I''の一方を
選ぶことにする．一方又 F(p~士a)の極の位置は (A.13)から次の様にしてその概略の値を求め

ることが出来る．即ち (A.4)に倣つて，極の位置 Pを次の様に仮定する．

炉=a2士ill (lJ>O). (A.18) 
これを (A.13)に入れて

砕=M-21-2,i畑—炉）紐［訊ー四(M足十I)戸＋研

+2μ1μ 四 (M坤ーI炉+μ占ー匹(M足十I)已十研], (A.19) 

即ち ii=M-11-1.t2 (p2-a2)-1 a[μ 汽ー匹(M杞十I)戸＋硼

+2μ 坪2a4(M崩—I炉+µ占ー庄(M足十I)戸＋研]1/も (A. 20) 

従つて特異点の位置 Pは， ii2の項を省略して，ほぼ

p=土a土io/2a (A. 21) 
で与えられる．

さて，
2 cos (p..¥/V)=e船 1r+e-f松IV (A.22) 

を考慮して， li-"Iの大きさを次の 2つの湯合にわけて考えよう.i) li-"J~..l/V, ii) Iて''l<X/V.・第1

の場合には (A.17) の被積分函数に含まれる指数函数の寡の ip の係数 1.-•·1. Iて"¥十..l/V, f.-"I―..l/V 
は何れも正であるから，我々の選ぶべき contourはすべての項を通じて rである．従つてその中
に横たわる極は

p=士a十io/2a

の2個であり， (A.17)のJ(oo)(i-")は次の様にして求められる．

如 (i-")=(い+Jc,.>)F(~ 坪）dp~JrF(匹士a)dp
=冗がM-21-2向ー炉）一2a-2a-1exp (-¥i-"lo/2a) 

｛が(-a2M炉＋吠{a cos(a¥i-"l)+osin(a¥が'¥)/2a}
-111a2(一匹M研 1+a2)(一匹M如 +a1)[exp(-i!o/2aV)

{ a cos [ a (Ii-"¥十i!/V)]+asin [a(¥i-"¥+i!/V)]/2a} 

十e;x:p().o/2a V){ acos [ a(\i-"I—J./V)] +osin [a(¥て"¥-J./V)J/2a}]

叫（一匹M麟 1+a1)2{ a cos(alて"l)+osin(a¥て"l)/2a}}. (A.24) 

これに反して第2の場合には exp[ip(ji-"l-i!/V)]の項のみは contourとして I''を選ぶべきであ

り， I''の中に含まれる極は
p=土a-ia/2a (A. 25) 

であるから， Jc.. >(i-'')は直ちに次の様に書き下される．

(A. 23) 

J位）（が')~n:.l'M如（匹ー炉）ー2a-2炉exp(-[て"lo/2a)

｛が(-a如炉＋姐{acos(aJ..-"l)+iJsin(叫 'l)/2a}
-a四 (-a2M如 +a2)(一匹M如＋叫[exp(一訪/2aV)

{acos [a(Jて"I十.l/V)]+iJsin [a(/て"I十入/V)]/2a}+exp(¥-r"liJ/2a)

Xexp[(Jて"I—.l/V)IJ/2a]{acos [a(¥て"[-.l/V)]-ilsin [a([て"¥-.l/V)]/2a}]

十叫（一匹M如 +a況{acos(a)-r''l)f1Jsin(a¥... "j)/2a} • J (A. 26) 
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又 (A.17)に於て aとBとをすべて交換した函数を J(13)(が＇）と書くと， 1て外の値のすべての範

囲に対して， (A.24)と(A.26)とのすべての aを 8と書き換える事によつて J<m(r")の表式を

導くことが出来る．但し J(13J(-r")に対しては (A.20)を参照して.i'Jの中に含まれる aとgをも

交換せねばならぬことは勿論である． この様にして J位）（て")と J(13J(r")とが求められると， (A. 

12)と(A.17)とから J(r")はこれら両者の和として計算され， 更にこれを (3.19)に代入すると

aをnの重ね合わせとして評価する表式が得られる．

最後に， Y(.P)が Pと共に緩かに変化する函数である時 02の時間的平均値 <OZ>が上の結果
を使つて容易に計算されることを示そう．先ず (3.23)の被積分函数は Pが士a,土8の値をとる

ときにのみ非常に大きな値をとることに注意する． そこで (A.17)を参照し，且っ Y(p)が Pの

偶函数であることを併わせ考慮して，

2-i2<02>~Y(a)J, 位）(O)+ Y(p) J(13)(0) (A. 27) 

と書くことが出来る.J, 位）(0)の値は (A.26)から， Jc13>(0)の値は J位）(0)の中の aと9とを交

換して導かれる．即ち小さな量を省略して，

如(O)~
辺

M2J2(a2-炉）知
｛が（一匹M-l炉＋研

-2<1四（一叩M炉 +u2)(一匹M.l記 +u1)exp(-M/2aV)cos(a.l/V)

＋叫（一匹M如＋紐}. (A.28) 

但し 炉=M-lJ:-1,l叱炉ー匹）一la[μi2{-企 (M杞十I)已十,,232

+2μ1四が(M砂ー/)2,l-4十叫（一匹(M足十J),l-2十u1}2]t/2. (A. 29) 
及び

辺
Jc13J(O)~ {u12(一炉M.!炉＋吠

・→（び一炉）2pr 

-2知（一炉M炉 +u2)(-炉M延 1+ui)exp(-.!r/2pV)cos(fJJ./V)

＋叫（一炉M如＋研}. (A.30) 

但し r=M-11丸（炉ーa臼［叫｛一炉(M足十I)戸 +a2}2

+2μ1四が(M碩ーJ)2J-'+疋｛ー炉(M足十I)戸＋研j1/2. (A. 31) 

（昭和35年 5月30日受理）
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