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寄書

楕円孔のある異方弾性体の一畿＝次元問題

樋 ロ 正

等方弾性体の平面歪問題では，通常この平面 (x1功面）に直交する方向 (xa軸）が一つの主歪の方向

であり，同時に一つの主応力の方向でもある． しかし異方弾性体においては必ずしも主応力方向になら

ない．すなわち， X凶面に平行な剪断応力 1128,'131が必ずしも零ではない．これは弾性対称軸が Xa軸

に一致しない時に起る．

応力，歪が石に無関係になる二次元問題で，しかも 1128,'131が零でない場合は等方弾性体にも曲げ，

捩りの問題において起るが，この場合は変位が硲に関係するからここには考えない． しかし以下取扱

う関数は曲げの応力関数，捩りの応力関数と無関係ではない．

これらと異つたも一つの重要な場合は，らせん転位の問題である． これは弾性対称軸がらせん転位の

軸 (xa軸）に一致する場合にも，また等方弾性体の場合にも， 上の拡張した意味の平面歪問題になる．

1123, 113! を生じない場合の解は二つの modifyされた複素数の関数の和として与えられたが， このよ

り一般な場合の解は，これを始めて取扱つた EshelbyたちI)の研究によれぱ，それが三つになる．すな

わち

のそれぞれの関数

Z伝 1十ツぷ2, z苧 x叶 VsX2, Z匡手+vぶ2

(llr, Vs, れは弾性係数によって表わされる複素定数で
適合の条件式から決められることは在来問題と同じ ） 

Zr(Zr), Z,(z,), Zt(Zt) 

と，それらの共役関数との和の形に表わされる．

その後 Stroh2)は考察をすすめて変位や応力などの表示式における各禎（すなわち，三つの複素関数

とそれらの共役閃数）の係数間にある関係，さらに歪エネルギーの表示式などを求めた．

これら双）jの研究が具体例として扱つたのは転位を含む場合と， スリットを持つ場合であるが， 従来

の平面問題に適用された方法8)はこの一般の二次元問題にも適用できるので， 楕円孔を持つ場合（その

孔縁に各種の周辺条件を与えることができる）の解も容易に導かれる．つぎに結果を記す．

異方弾性体の一般二次元問題における応力は
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ふ軸方向に

1) Eshelby, J. D., W. T. Readおよび W.Shockley, Acra Metallurgica, 1, 251~259, 1953. 
2) Stroh, A. N., Phil. Mag., 3 (8th Ser.), 625~646, 1958. 

3) Higuchi, M., Rep. Res. Inst. Elasticity Engng., Kyushu Univ., 1947. その他総括は
樋口正一，九州大学応用力学研究所々報， 10,1~62, 1957にある．
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(:~ 戸(::J=l
なる形の楕円孔が貫通している時の解は

Z,'=Gr万喜f[w臼ra/+111ぷヰ屈J:(叫~

+~Ju: 佃）｛（山一P.s)q丘(μ叫ー叩t)q叶 (vi→s)q計ac]三：
応力関数 Zr"は dZ,:/dz,として求める．また
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変数 (rと Zrの関係は

Zr=art:r+-術
ら・

(3) 

ただし
2化-=ll1-ivヽ 2, 2/3r=佑+ivra2,

qi, q2, q3は孔縁の単位百積にはたらく外力の X1,X2, ふ軸の向きの成分で，いずれもむの関数には

なつていないものとする．

孔がない時は上記の解は
Zr'=Gr' 

となり，一様張力の場，一様剪断力の楊などは一次式

Gr'ニCクr (Crは複素定数）

で表わされる．式 (1)に Z/'=C,.などとおいて一様応力 0いなどを与えれば c,.などは定まる．

自由な楕円孔の場合には解 (2)の第 3項はない． しかも一様応力場にあれば式 (5)を用いて

Z/=C,a,(r-~ Lr 
む'

そして

(4) 

(5) 

(6) 

あるいは

Lr= 
l,C心・十加C心 +n,.C心t

入

Zr''=Cr十C,f!r十L,
arr:r2-/3r 

(7) 

となる．

Z,"と Z/'は Z/'の添字 r,s, tをそれぞれ s,t, rおよび t,r, sと置き換えた形で表わされる．

スリット (a2→0の極限）の場合は別法で求められているから，ここには aパ化ではあるが，スリッ

卜尖端の北率半径

p-=一生
a1 

が有限値を持つ場合について応力開数を記す．スリット尖端から小さい距離 R, 佃角 eCスリット延長
上では 0=0)の点については式 (3)から

吹,2-p戸a戸応s0十-:;~-i~+丑
a a 

(8) 
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(a=a1, すなわちスリット半長）
となるからヽ

Zr"=C,+ Dr 

ド応se十ッ:;~ne)+戸
a a 

この弟 1項 Crは一様な応力場によるものである．応力集中が大きい時は無視することができる．なお

(9) 

である．
Dr三三J.C,.+lrC,+-m,C叶 n心

2入

（昭和 35年7月9日受理）
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