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九州大学応用力学研究所々報第 14号 昭和 35年 ー

曲り通路底の三次元層流境界層＊

妹 尾 泰 利

概要

三次元層流境昇層について一つの理論が樹てられた．この理論は次の二種類の流に適用

できる．第ーは側壁が一組の同心円弧で出来ていて主流にそつて高さが指数関数的に変化

する通路の底の境界層，第二しま側壁が一対の対数ら線によつて作られる高さ一定の適路の

底の境界層である．タービンノズルを一対の対数ら線で近似してこの理論を適用し実験値

と比較した結果によれば，ノズル中心線にそつても，またノズルを横切つても理論値と実

験値とはよく合致する．

記号

A=炉(oV/3ゃ）

B=炉(oV/3ゃ）

E=2かー2沖＋が

F=刀(1ーが/6

f = Vo/V 

lo=主流での f

k=任意常数， r1=e匹

L=pの関数， o=L(p)exp.fa(k-m)/21 

M=pの関数， V=M(p)e輝

m=任意常数

p=無次元圧力

R。＝代表的寸法

r=0方向の無次元半径

r1 = 0方向の無次元代表半径

Re=レイノルズ数=Ui成o/v

U=無次元主流方向分速度

u。＝代表速度

V=境界層の直ぐ外の無次元速度

* Massachusetts Institute of Technology Gas Turbine Laboratory Report No. 37および
Transaction of ASME vol. 80 p. 1721より要訳．
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V=無次元横切り分速度（主流と直角方向）

Vr =無次元半径分速度

Vo=無次元接線分速度

W=Z 方向の分速度が U。w/✓瓦で定義される．

Xe=主流流線に直角な無次元長さ

Xm =主流流線に沿つた無次元長さ

Z= 底からの距離が R。z/✓瓦で定義される．

a=  p, a, 刀座標系における角度座標

/3 =対数ら線角， tan/3=k

a=無次元境界層厚さ

刀=z/o 

0 = r, 0, y座標系における角度座標

に =pの未知関数

A=  (L/p)2 

μ=pの未知関数

J/ =連動粘性係数

p = r/r1 

Po=流体の密度，ただし第 1図では代表点 A。における P

¢=  Vr/V 

伽＝主流での¢

,fr= w/V 

如＝主流での物

免 =aに無関係で， ifr=れ(μ,p)expf-(m+k)a/21 

1. 緒言

三次元境界層に関して幾つかの理論解が得られている.SearsとCooke[l, 2] *は無限

に長い筒が流に対して傾いて置かれた場合の境界層について厳密解を得ている． この場合

には主流も境界条件も筒の軸に沿つて一様であるから，境界層もまた軸に沿つて一様であ

る．その結果境界層は三次元流であるとはいえ軸に直角な面内での流は軸方向の分速度に

無関係に定まる特殊な流れである．また二，三の研究者 [3,4]はわん曲した流が平板の上

を流れる場合に生じる境界層について解いているが， これもまた平板の端に沿つて一様な

場合に限られている． しかしながらわん曲通路底面の境界層では，通路を横切る流は通路

＊角括弧内の数字は本文末の参考文献番号を示す．
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の側壁によつてさえぎられるから， 境界層が主流を横切つて一様であることはあり得な

ぃ．その上理論 [3,4]では圧力は到る所で一様で流は BodyForce (重力等）によつて

曲げられると仮定されているから，主流の全圧は平板の端にそつて異ることとなり実際的

とは言えない．

以上の場合よりも一般的で流がどの方向にも一様でない場合も僅ながら解かれているが

[5, 6], 式が線型化されているために， その結果は主流の方向転換が少く曲率が小さい場

合にしか道用できない．

三次元境界層の問題を解くのが困難なのは，方程式が三つの独立変数を有する非線型偏

徴分方程式であるからである． もしも流が主流と異るある方向に一様である場合には，こ

の方向の独立変数は事実上なくなり方程式を解くことが出来る. [l, 2, 3, 4]はこの場合に

属する．また流が主流にそつて一様である場合も [7], 独立変数が一個なくなるから解く

ことができる．流がどの方向にも一様でなくても，変数を適当に変換することによつて連

動方程式中の新しい独立変数の一個叉は二個を排除することが出来る場合には，一様な流

の場合と同様に数学的取扱は著しく簡単化される． このような流は排除された独立変数の

方向に相似な流と言うことが出来る． 前にのべた一様な流は相似な流の特別な場合であ

る．相似な流は一様な流にくらべると逝に多くの場合を含むが，数学的取扱の困難さは一

様な流の場合と大差ない．すべての方向に境界層流が相似であるような主流を系統的に探

した結果によれば [11]実際的に問題となるような流は殆どこのような系統に属さないこ

とがわかる．しかしながら一方向にのみ相似であるような流の系統には実際的な流が数多

く含まれているから，これらの流について考察を進める．

2. 円筒座標系における相似の条件

ここで取扱うのは非圧縮流体の定常流に限定する．無次元表示を得るために総ての寸法

は座標原点から代表点までの距離 R。との比であらわし，総ての速度は代表点の主流速度

u。との比であらわす． 円筒座標を R。r,0, R。z/✓瓦で， これらの方向の分速度を Uovr,

u。Ve, U,。w/✓瓦で，静圧を PolJi訪pであらわせば，平板 z=O付近の境界層の連動方程

式は

箪'r Ve OVr OVr ve2 op 卯Vr
Vr3r + r祠 +v万z―r=-a,+万z2
av。 v。av。 VrVe OV。 Iop 笠Ve
V -+--+--— +vz-= ----
r or r o(} r oz r c)(} + oz2 

遮続の式は

OVr Vr 1 OV。ow
——+--+--—+-or r r a(} oz =0 

境界層内の分速度はその位置の主流速度 V と次式によつて関係づけられる．

(I) 

(2) 

(3) 
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Vr= V¢, Ve= Vf, W= V,fr 

第 14号

(4) 

ここに¢,f, ,frは r,0, zの関数である．また次式で定義される新変数 P,刀， aを導入する．

p=r/r1, 刀=z/o,a=0 (5) 

ここに R。r1vま座標原点から代表的な主流の流線迄の距離で 0の関数， R。of✓Re~ ま境界
層厚さで rと 0との関数である＊（第1図）．

y, or 

z平

第 1図座 標 系

壁面に描かれた点線上で境界層速度分布が相似であれば，この曲線を曲座

標 (r1po,a)であらわす．また，この曲線上で対応する速度を有する点Bの

壁面からの距離を勧oであらわす．ここに POと刀oは常数であり， r1は a

の関数， 6は aとr1pの関数である．すなわち境界層内の一点 Bの座標は

これと相似な速度分布を有する代表的位置 Ao上にある対応する速度の点B。

の座標 (Po,0, o。刀o)と同一の Po,刀oを有する座標 (r1po,a, 勧o)であ

らわれさる．図中の曲実線は Aoを通る円孤である．

独立変数を r,e, zから P,a, 刀に変換すれば付録1の関係によつて (1),(2), (3)式は

叫髯—贔鸞）+~ 叶悶
V2f p or1蒻蒻刀 p狐 or1 7J oo a¢VJ¢p  or1 oV 
＋元{―戸詞的｀（万石砂詞―ず詞）＋知}+ r1バーい誡加

* (5)式に導入されたnと8とは一般に任意関数である.r1と8の物理的意味は後に明かになるが，
理解しやすいようにここでこれらの意味が述べられている．
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AV 炒綽 v212 1 op 刀op蒻
-)+v2 =-(---

V o2¢ + -- --oa - ---)+-~ 
8窃 Y1P r1 Op r10 0刀op 炉釦炉
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(6) 

叫 1of r; oo of)+ V¢f I av+ v2f{ P or1 of off r; P oo or1 
五加―碩加窃 五加石―五詞巧戸玩＼万石冠薮

刀°り of V/3 p or1 oV oV V2¢f V予 of一万詞，二｝＋五（い詞加｀）＋戸—+ 0 玩

1 (p  clr10P+(刀 p詞 or1 刀 ao op op v 021 
＝ーか、一戸詞加 戸工冨―万詞）り戸詞}+a2詞2 (7) 

l oV (1蒻刀 oo8¢¥ V¢V  p or1 of 
¢い加+v五霞―い冗訂）＋冨＋：｛ーバ詞加

叫7J p ooor1 7J 00)+叫 f(P  ar1 av+ av v 砂
＋窃万万冒霞―口霰詞+-,:;;;―戸加嘉詞）＋ず詞=0 (8) 

となる． これらの式が*a に無関係であるためには付録2に示されるように次の諸条件が

洞足されねばならない．

¢=¢(P, 刀），

V=M(p)e四

P = P1(P)e2m~+P2 

f=f(p, 刀）

r1=e屈

を—n泣
2 

o = L(p)e 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

—雪“
1f'=れ(P,7/)e 

ここに Kと mとは常数であり， M,L,P1は伺れも Pの任意関数，仇f,れは何れも Pと

刀との任意関数である．境界層がこれらの諸条件を洞足するためには，勿論主流や境界条

件もこれらの条件を満足しなければならないもしも主流が渦無し流であれば p+V町2は

(14) 

一定で (10),(11)式は満足される．

3. 主 芯
'ヽJIし

主流が a 方向に相似であるためには．主流は (9),(10), (11), (12)式ならびに (6),

(7), (8)式を満足しなければならない． ここに主流は準二次元の渦無し流であるとする．

主流の¢,f, ,frを境界層の¢,f, 炒と区別するために主流のものには添字 0を着ける．

(9), (10), (11), (12)式を (6),(7), (8)式に代入すれば，

Me(2m-k)~ 位(¢。2-Jc幽 k-1) + (Mfo/ P(¢o-mfo) + M(¢ ふ—応k)f = 0 

Me(2m-k)のJM(伽fo-k.が+k)+(M/p)(¢ofo

(15) 

＊方程式は 3個で未知関数は </J,f, 沙，pの4個であるが， pと主流との間には一定の関係があるから

実質上方程式は 4個である.0が (5)式によつて導入されたから 8も未知関数のように見えるが，
6は常に 7/と共にあらわれ肋=zが一つの独立変数と見なされる．故に 8は現在の所未知関数と

考える必要はない．



6
 

妹 尾 第 14号

+ mfi-m)+Mfo(¢。— kfo)} = 0 

e<m-hs)(li\M(¢。— kfo)+(M/p)(¢。+ mfo)} 

(16) 

. . 砂。
+ M(¢o-kfo) + Mem~-= 0 oz (17) 

上式中 M,伽， foの・ は P に関する徴分を示す．

簡単のために

dfo/dp~d伽/dp~O (18) 

かつ M=1/P, M = -1/ p2 = -M/ p (19) 

の場合について考える．炒。2 vま1にくらべて甚だ小さいから

峠+Ji訪=¢訪+Ji訪+,fr。2= 1 (20) 

従つて (15)式および (16)式は fo伽(k+ m) = 0および¢訪(k+ m) = 0となる．

すなわち

伽=0または k+m= 0 (21) 

一方 (17)式は

砂。
e<m-k)ro(M/ p)f0(k + m) + Me→ --=0 oz 

となる. (21)式において k+m=Oの場合には (22)式は

8,Jr0/8z = 0 

すなわち主流は二次元流である．

(21)式において伽=0の場合には

3炒o (m+k) 
＝一8 

e-kro 
z p 

(22) 

(23) 

(24) 

境界条件として通路の側壁は (12)式を満足しなければならないが，側壁はまた主流の流

線でもあるから (12)式 r1=e也しま

流線である．すなわち k+m=O

の場合は対数ら線を示す． また

(24)式で示される伽=0の場合

は円弧流を示し rdま一定で k=O

である．円弧流で m が正であれ

ば主流は加速され， mが負であれ

ば減速される．このような流は，

両側壁が同心円弧で出来ていて流

に沿つて高さが変る通路内に見ら

れる．

第2図対数ら線
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4. 運動量方程式

以上に得られた流が aに無関係な場合には境界層内の速度は P と刀のみの関数である

が，連動方租式は非線型連立偏徴分方程式で厳密解を得ることは容易でない． この一組の

方稲式を解く方法として，二次元層流境界層の Karman-Pohlhausen近似解法と同様に，

速度分布をパラメタであらわして連動量方程式を解く方法を試る．

主流が渦無し流で f,¢, V, r1, oが (9),(10), (12), (13)式であらわされ， 境界条件

が刀 =0で ¢=/=ifr=O;刀=1でoff玩＝蒻／玩=0である場合には (6),(7), (8) 

式を積分することによつて

M{°/, 五ーM孔誓d刀+2M叫：炉d刀-M2k I: 誓 d刀
• 1 

M2 L 1 1 

十p(y;pk-k了）］。刀a<;;¢)d刀ー2M叫。f¢d刀十2m:l吟

＋げ(,fr位）,~,-門：(/2 -¢2)d~ ~MM農（翌）,~o 

M21: 誓d刀ーM'月［誓d刀+2M叫：¢仰ーM'パ：誓d刀

(25) 

1 

＋竺(tpk-k_戸）［誓dq-ZMMk I :f'd刀十砂~J:pa刀
+ 2M2 i M2 
p f¢fi必+-r (,J,,f),-1~-MMk + .. ---

・M2m M of 
- . . 

゜
P L2い）7/=0 (26) 

炉臼叫:珀 +M\)~dq-Mlf'.噂d刀＋予J:団 -Mkf量幼
＋汀(ipk-了)［噂d←□：仰+";; 叫：厄~o (27) 

が得られる.J.: 式中 M とL の.vま P に関する微分を意味する．

5. 境界層内の速度分布に関する仮定

この節に限り主流の流線座標を用いる. Ui。UとU。Vとは主流方向とこれに直角方向の分

速度， R。心と R心は主流および直角方向の長さである． 境界層のすぐ外の主流は壁に

殆ど平行であるから，第3の座標軸は主流に直角でかつ底面に直角である．従つて (4)式

で定義される zと刀とが第3の座標として用いられる．

境界層内の涼度分布をあらわす式として刀の 4次式を用いると，主流方向分速度ならび

に直角方向分速度はそれぞれ

u/V = 2r; ー 2沖＋が+A刀(1-刀）3/6 (28) 
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v/V= B刀(1-刀）3/6 (29) 

となる．この速度分布はか=0で u/V=v/V=O;か=1で u/V=l,v/V=O, d(u/V)/d刀

=d(v/V)/d刀=O,が(u/V)/d炉＝が(v/V)/d和=0の諸境界条件を満足する．壁面上で速度

が0であるから，壁面 y=刀=0では連動方程式は

包u/oz2=op/oxm=-VoV/oxm

卯v/oz丘 op/oxc=-VoV/oxc

ゆえに A=炉(oV/oxm), B=炉(oV/oxc)

表現を簡単化するために次式に示す E とF とを用いる．

E=2刀ー2沖ーが

(30) 

F=刀(1ーが/6

二次元層流境界層に関する Karman-Pohlhausenの方法では一つの未知数 0叉は A

(31) 

(32) 

が一つの連動方程式によって定められた．三次元境界層の場合には連動量方程式が二つあ

るから未知数は二つあるべきである．

C刀(1-r;)3/6

それ故補正項として

(33) 

を主流に直角方向の速度分布，圧力勾配の方向の速度分布又はその他の好都合な方向の速

度分布に加え，8とC とを二つの連動量方稲式によつて定める．このような補正項を加える

と壁面上の境界条件の内 速度の二階微係数は満足されなくなるが，二階微係数は連動量

方稲式にはあらわれず従つて重要でないから，このような仮定は近似解としては許し得る．

6. 速度変化を伴う円那流

円弧流は流にそつて相似でありうることが (21)式から明らかになつた．この場合には r1

(11), (12), (13)式はは一定で k=O

r1=e1cro=l, 

であるから (10),

k=O 

1 V =M(p)em<t,= -em<t,, 
p 
M(p)=l/p 

o=L(p)e-mx/2 

,fr=れ(7/,p)e-m叫2

これらの式を (25),(26), (27)式に代入すれば，となる．

月1.如+r翌幼十可f¢d刀
0 0 

op 2p 

゜
+--} I: (1-/'-炉）d刀十fr(塁）,-, ~o 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

• 1 1 
L o (/¢) m 3m 1 汀f納＋ 一d刀ー——+- I如＋ 炒1 P of 
。 I。3p 2p 2p L (y),-, 十三）,-, ~o (39) 
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(_:b) . 1 1 

L ,~, ~-{ f。¢d刀ー［聾応i-TPf:td刀

が得られる．

fと¢ とは (28),(29)式によつてあらわされ，式中の A,Bは (30),(35), (36)の諸

式によつて求められる．すなわち

f=E+mAF, ただし A=(L/p)2

か=CF=teAF, ここにんは新未知量である

(41), (42)式ならびに (40)式を (38),(39)式に代入すれば

叫 (2kA+2.5りしr:Pd刀+1.5m知パ：Pd刀十1.5m,Af 1 EFd刀
゜

，
 (40) 

(41) 

(42) 

十んば）,-o -m乞12f >"d~-2mA f :EFd刀— f:戸d刀十 1~0 (43) 

紐 mpf'房+2.5m,pAA f 1F如+m,A'f1 F2d?+PkA 1 EFd刀ー 1Fd刀

: I , , , 
0 0 O (f。 I。)
+ l.5p,A (I EF, 的―。Fか）+KA (I。EFd刀― I。Fむ）+1.5m朽1'I。Pd刀

. 1 

+m叫3¥ 0 EFd刀ー0.51:F, む）+1.5m 1:E如―0.5m1:Ed刀―m
1 dE dF 
+ A.-{(ぶ。＋口（砧}=0 (44) 

上式にあらわれる E と F との積分値は

~1 Ed刀=0.700000

゜
~1 かd圧 0.582540

゜
~1 EFd刀=0.0046965

゜
~1 dE 
o d刀
刀—-d刀 =0.300000

竺）d刀 YJ=O=2.000000 

¥ i R幼=0.008333
• 0 

~i F峨 ==0.000110222

゜

『dF
o d刀
刀―dr;= -0.008333 

直）d刀 ')=0=0.166667 (45) 

これらの値を (43),(44)式に用いると

(-0.001819+0.0002755mA)pKA2(dK/ dp)-0.0002755(m3+ m庄）A3 

+ (0.0090950K2・ —0.0153819m2K-0.0180178mりが+(0.841738mに

+ 1.508629m) A-13.25317 /(, ー20.6722=0・(46)
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(0.001819-0.0002755mA)p炉A(dA/dp) + (-0.0002204m炒—0.0001653m3/(,

-0.0001102,nりが+(0.007276炉—0.0182566m2/(, -0.005752,nりが

+ (0.553221m叶 0.727447m)A-9.502111← 13.781472=0 (47) 

境界条件としては p=lで境界層厚さが 0すなわち A=Oとする. (46), (47)式を精しく

吟味することによって p=lで A=Oならば K,=ー 1.55948でなければならぬことがわか

る．すなわち境界条件は

p=lにおいて A=O, K,=-1.55948 (48) 

連立方程式 (46),(47)は (48)式の値を出発値として数値積分できる． その結果を第3
四の

図に示す．横軸は P で縦軸は一んおよび L=p✓A=oe2 すなわち無次元境界層厚さを

示す．主流は V= (1/ p)em<t, であるから mが正ならば加速流である．

4.00 

し

3,00 

2 .00 

-I<. 

し

——— -----― ---—-―--
-----------

I.OOr---
-----•一——· -m•O 

゜0.40 0.50 0.60 0.07 0.08 0.09 1.00 

第 3図 円弧主流の場合， Lおよび一んと pの関係

mが正の場合には P のある値で (46)式と (47)式とは同一となる．このような P の

値は m=l.Oの場合に p=0.8836,m=0.5の場合に p=0.7143である． この P の値では

未知数を定める二つの条件式が同一となるから，この値を越えて計算を続けることは出来

ないしかしながらこの P の値は物理的に何等特別の意味を持つているとは思えないも

しも現在の方法を用いずに連動方程式をその儘吟味すれば， こういう限界値付近の流を定

めるに充分な条件がある筈である．しかしながら現在の方法では連動方租式が二つの連動

量方租式に置き換えられた．連動量方極式は非線型微分方稲式であるから，独立変数のあ
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る特別な値で二つの方稲式がたまたま同一となつたに過ぎない．

主流方向およびこれと直角方向の速度分布は

u/V=f=(2TJ-2が＋が）+mA刀(1-刀）3/6 

v/V=炉=I(,ん(1ーが/6

ここに A=(L/p)2, 刀=z/oである．無次元化された境界層厚さ 0は
ー誓“o=Le =L/✓ -;;v 

であり境界層の厚さは

R。of✓Iie=R。L/(VUi。pR。Ivy12 

である．

1. 主流が対数ら線の場合

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

11 

k+m=Oの場合に相似解が得られることが (21)式によつて示された・

(12), (13), (14)式は

この場合 (10),

V = M(p)e-"'a:= (1/ p)e-ka: 

r1=e畑

o=L(p)e畑

炒＝れ(7J,p) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

となる．

は

もし r1=e1c11,が主流の流線であれば主流は対数ら線で第2図に示されるら線角 B

k=tan /3 

これらの式を (25),(26), (27)式に代入すれば

い翌心ーpfo刀炉］。'-f>切}+ f'. (l-¢2-.f')d刀＋が虹） ,~, 

+(り（喜）,~, ~kp f: aC/: い (p-i-1){[切］。'-f:fi伍｝
い誓d刀―pi{ [鳴］。1―f:i1叫+i (,fr,f),~,+ (り（望）,~o 

~kc誓い(P{ -1) / [f'n l。1-J:.f'dn}

(57) 

(58) 

(59) 

t (,',,),-,+{闘dn―p-iI: 噂dn丑 {p.r: 翌心ー (pi-1)~:噂叫 (60) 
(28), (29), (33)の A,B,Cを組み合せた新未知数μ を用いると fと¢ とは

f=Ecos(J (61) 
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¢= Esin/3 +μAF, ここに A=(L/p)2 (62) 

となる．この速度分布を (58),(59), (60)式に代入し (57),(60)式を用いて Kとれと

を消去すれぼ

pi,A(sin P ¥。EFd刀ーsinPI, Fd刀+2μAI。F'd刀）+-r1(3μsin PL  EFd刀
-2μsin,9 I: Fd刀十μsinP 1: 刀恥5炉AI>叫

1 

+(1-E如）(1-sin翔）+sin2 ,9 I 刀恥＋

゜1 

叫 sin,9 fザd刀+(lJ A) jsinPE(O)+μAF(O)!-O 
゜

pμA(I: EFd刀— 1: 助）+f叫{EFd刀ー2I。Fd刀十I。刀Fむ）

(63) 

-sinP(l-f 1E叫+μA(r EFd刀＋［叫+sinPI'刀己2/A~o (64) 

゜が得られる.(45)式の積分値を用いればこれらの式は

dA 
0.055lllpμ2 A-=417.460-11.816246μA sin /i-0.220444(μA)2+ 287.895214μ(65) 

dp 

dμ 
0.110222pμA2-=-1252.379+31.888865μA sin /3 

dp 
+ 0.551110(μA)2-803.071368μ (66) 

境界条件として p=lで境界層厚さが0すなわち A=Oとする.(65), (66)式を p=l付

近について詳しく調べると， p=lで A=Oならば μ=-1.55948であることがわかる．す

なわち境界条件は

p=lにおいて A= 0, 11, = -1.55948 (67) 

連立方程式 (65),(66)は (67)を出発値として数値積分される．その結果を第4図に示

す．横軸は P であり縦軸は一μ および L=p✓A=oe-ka, すなわち無次元境界層厚さであ

る.tan fi = kであるから 9が負の場合は加速される狭り流であり fi= 0は圧力勾配が

ない円弧流となる．第4図において Bが負の加速流の場合の方が Bが正の減速流の場合

よりも寧ろ境昇層が厚いことは注目に値する．この場合には加速されると共に通路幅が狭

まるから，通路の狭りによる境界層の集中の効果が加速により境界層が薄くなる効果より

も大きいのであろう．

主流方向および直角方向の分速度 u/V,v/Vは

u/V=(2刀ー2飛＋が）+μAsinfi刀(1-刀）3/6 

v/V=叫 cos/i刀(1-刀）3/6 

(68) 

(69) 
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4.00 

L
 3. 00 

2 .oo 

ー仕

I .00 

--
｀ 一一`  ------

B二〇゚
・ー ー・ - - - -—- - - -

——• -—— -------
----------

/3•30° ----

一仕

゜0.40 o.so 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 

第 4 図 対数ら線主流の場合， Lおよび一μ とpの関係

ここに A=(L/p)月か=z/oである．

無次元境界層厚さ 8は

か=Lek~=r1L

境界層の実際の厚さは

R。of✓凡=R。r1L/(Ui。R。／ツ）1/2 

である．

(70) 

(71) 

8. 結果の物理的解訳

(50), (60)両式によれば直角方向分速度 v/Vは Aすなわち炉に比例するから直角

方向の流量は於に比例する．従つてもしも境界層が厚すぎ（薄すぎ）る場合には，横切

る流は甚だ多く（少く）て，このために境界層厚さは急速に減じ（増し）て適当な厚みに

なる．従つて上流の境界層はわん曲通路の底面の境界層にさほど影響を及ぼさない．その

結果この理論は翼列やノズルのような短い通路にも近似的に用いることが出来る．

上述のように横切り流は於に比例するから，主流が減速されても境界層は容易に厚く

ならず，主流が加速される場合にも圧力勾配がない場合にくらべて境界層はさほど薄くな

らない．第3図はこのことを定量的に示している．

二次元流では U=Ui。ea0(a<O) の減速流では境界層ははく離して相似流が得られない
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ことが証明されている [8]. しかしながらここに示された三次元流の計算例の範囲ではは

く離は生じていない．実際のところ，境界層内にある遅動量の少ない流体は主流方向の圧

力勾配に逆つて流れることなく，圧力勾配があまり急でない， あるいは寧ろ圧力が降下し

ている方向一ー曲率の中心に向つて一一流れて行く．従つて曲率が小さくて横切り流が弱

い場合を除いては境界層ははく離しない．

9. 実験との比較

タービンノズル翼列の底面上の境界層が実測され層流であることが示された [9]. ここ

で得られた理論をこの実験結果と比較するために， このノズ］レ遥路は一対の対数ら線通路

第 5図 実際のノズ）レと理論模型

で置換えられた．第5図に

おいて太い実線は実物の形

を示し太い破線はら線角が

45゚ の対数ら線を示す，通路

を横切る細い実線は干渉計

によつて観測された，等密

度線（等圧線）であり，細

破線は対数ら線流における

等圧線である．

境界層内の速度分布，壁

面摩擦力，排除厚さおよび

壁面上の流の方向が澗定さ

れているノズル中心線上の

3点とノズルを横切る 6点

において理諭値と実澗値と

が比較された．その結果は

[9]に示されているが，大体満足できる程度の一致が得られている．

10. 境界層の横切リ流による排除面積

この理論では通路の内外側壁を主流の流線とし，遥路の底面に生じる境界層の横切り流

は外側壁との隅から始まるとしている．これらの条件は実際の流に即したものであるが，

この狸論では内側壁の取扱が完全でない．すなわち実際の流では境界層の横切り流が内側

壁によつて妨げられ底面から離れてこの隅に堆積する．堆積した流体の主流方向の分速度

は主流速度よりも小さいから，ノズルを通過する流量はノズル側壁や底面に生じる境界層

ならびに堆積した流体の排除面積だけ減少する． この排除面積は次のようにして算定され
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る．なお以下には，堆積した流体は主流と混ることなく，横切り流れ分速度は主流分速度

に変らないとする．

第 5図において，喉部 BEを通過する堆積流体は， もしも内側壁がないとした場合に

曲線 ASBを通過する横切り流と同一である.sにおける境界層の主流方向および横切り

方向分速度は u,V であり，主流方向の速度圧の不足は Po(V2-u2) /2である． 流体が底

面から離れて堆積すると下流に流れる間に全圧損失は生じないから，下流の位置 Bにおけ

る主流速度がりであれば Sで底面を離れた流体の主流方向分速度は CV岱ーい＋炉）1/2 

となる.sで底面を離れ上述の速度を有する流体の量は単位時間当り /v/dh dxm=-v dz 

dxm/v'瓦である．この流体が喉部 BEで占める面積は

-v dh dxm/(V炉ー戸+u2)1/2であり排除面積心は

心 ~IB I'乃ー(V岱一門王）門---:一=tJ_dZ~竺＿
(V岱—戸+u2)1/2 

A 0 
V厨 Re

上式中の総ての項は三次元境界層理論によつて求められている．

(72) 

主流が円弧流であれば上式はだ円積分を含む二重積分となる．対数ら線流の場合には

V/VB, u/V, v/Vは (53),(68), (69)式で示され， (71)により dh=r1Ld叫(Vi成o/)))1/2,

dxm=r1 p da/cos/3 である．これらの関係を (72)式に代入すれば

r1LμA  [1-e丑 tnn~ μA 
心＝（瓦R嘉齊r1P(:ftan /3 ― 20 -{o.02s174+n.oo3968万 sin/3 

-I 。 ~(1ーが（后 +e-2>Bt""~-1)1/2幼｝］

ここにμ と AvまP と月の関数として第4図に示されている．上式の最後の項は図式積

分によつて求められる．

監 u.別報 [9]に示されるタービンノズJレは一対の対数ら線 /3=-45゚， p=lおよび
p=0.525によつて近似された．第4図によればか＝ー45゚ の場合には p=0.525において

μ=-0.455, L=4.1815, A=(L/p)2=63.4373である．この場合の oa(Ui。R。I)))112;がLpと
心一叫との関係を第6図に示す．なおr1L/(Vi。R。I)))112はBにおける底面の境界層厚さで
あり Y1PVまら線中心0から B迄の距離である．上流における境界層の全圧損失はさほど

大きくないが上流の境界層は厚い上に単位角度 Lia当りの側壁の長さが長いので，上流で

堆積した流体も排除面積に大きな影響を及ぼす．実験に用いられたノズルが知一四=45°

の一対の対数ら線で代表されるならば， 堆積流体による排除面積は喉部BEにおける底面

境界層の排除面積の 13形となる．
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、ふJu。R心
2 
r, Le 

0・025 

0・020 

0・015 

0,010 

0,005 

0 15 ゜

dA —咋

第6図堆積境界層排除面積とノズル転向角の愧係

11. 結論

三つの独立変数を有する三次元層流境界層方程式は，相似の条件と連動量の方法とを用

いることによつて一対の連立常徴分方稲式となつた．相似の条件を満たす流には色々な流

れが含まれるが，ここには実際的な二つの系列が選ばれた．すなわち側壁が一対の対数ら

線から成る高さ一定の通路底面の境界層，および流に沿つて主流の速度が指数関数的に変

化する同心円弧適路底面の境界層である．

この二つの系列の各について幾つかの場合が計算された．その結果によれば円弧流の場

合には主流が増速すれば境界層は薄くなり主流が減速すれば境界層は厚くなるが，圧力勾

配による境界層の厚さの変化は二次元流の場合に較べると梃めて僅かである．特に二次元

境界層がはく離する圧力上昇の場合でも，計算された例では三次元境界層ははく離しない．

対数ら線流の計算例によれば，側壁が狭まることによる境界層の集りのために，流は加速

されるにも拘らず境界層は厚く，減速される拡り流の境界層の方が寧ろ薄い．

最後に横切り流が堆積するために流量が減少する量を示す排除面積が求められた． なお
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付 録 微係数の変数変換

変数変換 p=r/r1,炉=z/o,a=0を行えば関数 <P(r,e, z)の偏徴分は次のようになる．

訊v 1 am a刀am
-=--+--or r1 op or紛

a({) op a({) a刀o(f) o a o (f) ~--—+ - ---—+ ----りe= ae op 2e鉤 ae如
a(/) 玩a(/)
ー. . .. 

紅 ―oz鉤
竺〇釦72 32(/) 

戸＝（石）冗
ここに

鉤 刀狐 刀詞
面＝一万否＝―亨蒻

op P or1 P or1 
08 ＝＝一r1 oe r1 oa 

釦］刀 ooop co 刀 p00 or1 T/ 詞
茄＝ーパ加訊卜□＝ロニ詞―万紐
oa 
c)() =1 

臼=l__(-3_)=l
oz oz o o 

付 録 2
 
相似の条件

(10), (11), (12)式が a に無関係であるためには

¢=¢(刀，P),

かつまた，

f=f(刀， p)

(1) 
刀 00
o op・ (2) 

1 av 
V加'

(3) 
P cr1 
r1 oa' 

(4) 
7J 節

o 3£:¥' 
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(5) 1 oV 
v紐' (6) -!zャ，

(9) v1 加op—, (10) 竺0' 

が a に独立であることが必要である．

(1)の条件から

妹 尼

(7) y1 2cl玩p， (8) y1 2玩op， 

(11) .. r81 -0鉤炒

logo=釘'(p)+釣'(a) すなわち（丘=01(P)的(a),

(2)の条件から

log V = Vi'(P) + V2'(a) すなわち V=V1(P)凡(a),

(3)の条件から

第 14号

(73) 

log r1=K1(P)a+K2'(p) すなわち

r1=K2(P)expK1(p)a=ek~(74) 

上式においてハは Pに無関係で rx=0=0で r1=lと定められているから， Kは任意

常数である．

(4)の条件から

log o=L1(P)rx+L2'(p), o=L2(P)expL1(P)rx (75) 

(5)の条件から

log V=M1(P)rx十M2'(p), V=M2(P)expM1(P)rx 

この条件と (73)とを同時に滴足するためには M1(P)は常数でなければならぬ．従つて

V,= M(p)ema, (76) 

ここに m は任意常数である．

(6)の条件から

r1 expjka-ma-2L1(P)rxl 
四= M(叫 (p)2

は P のみの関数である．すなわち

k-m-2L1(P)=O, Li=(k-m)/2 

(8)の条件から

ap/cp=M知）e2m% Pi"(p) =Pi'(p)e2ma;, すなわち

p=p1(P)e2m~+ P2'(a) 

(9)の条件から

op/oa=M2(p)e2m~pぷ'(p)=ps'(p)e2m内すなわち

p= p3'(p)e2ma; /2m+ p4(p) 

(78), (79)の両式を満足する P は

P=Pi(P)e2m~+P2 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 
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である．ここにたは任意常数である．この式は (7)の条件をも滴足する．

(6) と (10)の条件から 0ヽを消去すれば (Vr1)1;2汐=[M(p)enitX,e'tX,]1/2 ,tは a に無関

係である．すなわち

1fr=1fr1(7/, p)exp(-m-k)a/2 (81) 

炒がこの式を満足すれば (11)の条件は満足される．
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