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確率的順序関係と学習のプロセスについて

中 井 達

1 • 確率的順序関係

確率的決定問題，例えば最適停止問題•取り替え問題・スケジューリング・信頼性・待ち行列など

を考えるとき，複数の確率分布を比較することは問題の性質を解析する上で必要となり，どの様な分

布の族で問題を扱うかを考える上でも有用なことが多い。また，不完備情報のもとで多段決定問題を

考えるとき，これらの情報は集合の上の確率分布で表され，それらの情報の持つ価値を比較する必要

がある。これらの確率分布の間に順序を導入して，最適政策をはじめその政策にしたがって得られる

総期待利得の性質を考える。これらの確率的順序関係については Stoyan[20]でもまとめられ，待ち

行列・信頼性など多くの確率モデルで応用されている。また Ross[17]などでも考えられている。

ここでは，確率分布の間の順序関係の中で基本的な確率順序・尤度比順序・故障率順序などを考え

る。確率順序は最も一般的な確率的順序関係で2節で考える。 3節では故障率関数を用いた順序を考

える。この順序関係は信頼性理論や取り替え問題などでよく用いられ，スケジューリング理論に関し

てPinedoand Ross [15]でも扱われている。 4節では尤度比順序を考える。この順序はこれまでの

2つの順序に比べ，良い性質を持ち学習プロセスを考える上でも重要なもので，多くの問題で扱われ

ている。特にベイズの理論に基づいた学習プロセスで，事前情報 (PriorInformation) と事後情報

(Posterior Information)の関係については 6節と 7節で詳しく考える。この尤度比順序は:Brown

and Solomon [ 2 ]でも扱われている。 5節ではそれまで考えた 3つの順序を含め，関数類を用いて

特徴付ける方法を説明する。この考え方は， Stoyan[20]によって体系的にまとめられ，新しい研究

もある。

6節と 7節では，ベイズ理論を用いた学習プロセスでの事前情報と事後情報の関係について述べる。

この学習プロセスの性質を考える上で尤度比順序を導入する。 6節では Nakai[ 7, 8, 10]などで

扱われた結果をまとめて述べる。 7節では 6節とは異なり 1度に複数の値を観測する場合の学習プロ

セスについて考える。この問題は中井 [14]で詳しく扱われ，学習プロセスについて得られた結果を

述べる。これらの学習プロセスのもとでの決定問題は上記の論文で扱われている。
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2. 確率順序

2つの確率変数X とYを考える。

定義 1 確率変数X とYに対し， xを任意の実数とするとき

Pr(X>x)紅Pr(Y>x) (1) 

のとき，確率変数 X が確率変数 Y より確率的に大きいと言い X~s Yと表す。

X とYがそれぞれ確率分布関数Fx(x)とFy(x)を持つとき，任意の実数 Xに対し(1)式は

凡(x)~Fy(x)

となることに等しい。ここで， F(x)=l-F(x)とする。このことは確率変数Xがxより大きい値を

取る確率が確率変数 Yに比べて大きいことを表している。

2つの確率変数X とYに対し，定義 1の(1)式は分布関数を用いれば任意の正整数 Xに対し

Fx(x)sFy(x) 

と表せる。いま，関数Ix(t)を

1
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|
 
＝
 

ヽ`
＇ノt
 
（
 
IX 

t:?: X 

t<x 

とすれば， (2)式は任意の xERに対し

Joo -oolx(t)fx(t)dt~100Ix(t)fy(t)dt 

に等しい。ここでfx(t)とか(t)はそれぞれ確率変数X とYの確率密度関数とする。

定理 1 X とYを2つの確率変数とする。 tに関する任意の非減少関数g(t)に対し

Joo E[g(X)] = _00g(t)fx(f)dt~l00g(t)fy(f)dt=E[g(Y)] 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

となることと， X~s Yは等しい。

証明 Ix(t)がtの非減少関数だから

1: ム(t)fx(t)dt~1:1x(t)fy(t)dt

が成り立ち， (4) 式から X~s Yが導かれる。

逆に， g(t)を微分可能な非減少関数で， limg(t)=Oおよび limg(t)=Kとなる関数とする。 g(t)は
t→ -00 t→ -oo 

00 
有界だからfg(t)fx(t)dtと/00g(t)fy(t)dtは定義可能で，

-oo -oo 

g(t)= 1:g'(x)dx= 1:1x(t)g'(x)dx 

となる。したがって，確率変数Xの密度関数fx(t)に対し

Joo oo 
-00 
g(t)fx(t)dt= f (j00ム(t)g'(x)dx)fx(t)dt

-oo -00 

(6) 
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= 1:cl>~(t)Ix(t)dt)g'(x)dx

＝［豆00fx(t)dt)g'(x)dx 

=j00(l-Fx(x))g'(x)dx 
-co 

となる。確率変数 Yに対しても

1:g(t)fy(t)dt= 1:(1-Fy(x))g'(x)dx 

(7) 

(8) 

となる。関数g(t)の単調性から g'(t)20であり， X2sYより任意の tに対し凡(t)2凡 (t)となる。

したがって

応(t)fx(t)dt~1:g(t)jy(t)dt

より，この定理が成り立つ。一般の有界でない非減少関数g(t)に対しても，この結果を用いて同様に

求められる。また， g(t)が微分可能でなければ

g(t)= 1: dg(x) 

として同様となる。

最後に，関数g(x)が減少関数でX2sYとなる任意の 2つの確率変数に対し(5)式を満足するも

のは存在しないことは次のことから示される。 g(x1)> g(x2)となる X1<X2に対し Fx(x1)=IxiCx)およ

びFy(x)=lxz(x)となる確率変数X とYを考えれば良い。（すなわち確率変数X は確率1で値X1を

取る確率変数である。）ロ

注 1 定理1でf(x)=xとおけばXzsYなら E[X]zE[Y]となる。

このことは，つぎのように簡単に示される。 X とYを2つの確率変数でXら Yとすると，確率順

序の定義（定義 1) より

E[X]= f00 xfx(x)dx= (1-Fx(x))dx 

~f(l-F心）［口~yん(x)dx~E[Y]
となる。

確率変数Xの確率密度関数を/(x)とし，分布関数を F(x)とするとき

入(t)=;闊 (9) 

とおき，この関数A(t)を確率変数Xの故障率関数(FailureRate Function, Hazard Rate Function) 

と呼ぶ。 (9)式を積分すれば

F(a)=e―［土）dx
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となる。

関数11(t)がtに関する非減少関数のとき，この確率変数X をIFR(Increasing Failure Rate)確

率変数と呼び， 11(t)が非増加関数のときこの確率変数をDFR(Decreasing Failure Rate)確率変数

と呼ぶ。

非負確率変数Xに対し，ふを

尻(x)=P(ふ >x)

=Pr(X-t>alX>t) 

F(t+x) 
F(t) 

(10) 

を分布関数とする確率変数とする。 Xをある製品の有効期間を表す確率変数とすれば，この確率変数

ふは tまで有効のとき，残りの有効期間を表す条件付き確率変数となる。

補題1 X墨 IFRとなることとふが tに関し確率順序の意味で非増加となることは同値である。

また，ふがDFRとなることとふが tに関し確率順序の意味で非減少となることは同値である。

証明 確率変数X とふの故障率関数を，それぞれ入と入とする。 Ft(x)=

f(t+x) 瓜x)= だから， (10)式より
F(t) 

となる。

瓜x)瓜x)=-
Ft(x) 

f(t+x) 
F(t) = -
F(t+x) 
F(t) 

= -f(t+x) 
F(t+x) 

=.il(t+x) 

凡(a)=e-fA,(x)心

=e―J.<+a A(x)心

F(t+x)-F(t) 
F(t) 

より

より， 11(x)が非減少（非増加）関数なら s<tのとき凡(a)>Ft(a)となり Xtは確率順序の意味で tの

非増加（非減少）確率変数となる。

逆に，ふは確率順序の意味で tの非増加（非減少）確率変数なら， s<tのとき全ての正数aに対し

凡(a)=e―lmA(x)心コ凡(a)=e―』<+aA(x)心

が成り立つ。したがって

f t+a il(x)dx > f s+a il(x)dx 
s 

より， il(t)は非減少（非増加）関数となる。ロ
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例 1 パラメータ 11(>0)とμ(>O)の指数分布ふとふを考える。すなわち，

Pr(ふ >x)=e―入X (0亨xく⑳）

とする。このとき，入~µ なら任意の X に対して Pr(X入 >x)~Pr(Xµ>x) だから X入 ~s ふとなる。

例 2 自然数全体{1,2, …｝の上での確率分布は確率ベクトル P=(P1,P2, p3, …)で表せる。ただし，
00 

Pi~O (i=l, 2, 3, …）， ~Pi=l とする。ここで，自然数の上の確率分布全体を S とおくと，
i=l 

00 

s ={plp=(P1, P2, p3, …）, Pi~O (i=l, 2, 3, …), ~Pi=l} 
i=l 

となる。確率分布 p と q に対し P~s qとなることは， (1)式より

00 00 

~Pi~~q, 
i=k z=k 

と表せる。

3 • 故障率関数による順序

確率変数 X の故障率関数を心(t)とすると， (9)式より

となる。

心(t)=-fx(t) 
Fx(t) 

(Os tsinf{tlF(t)=l}) 

定義2 確率変数 X と Y が任意の実数 t~O に対し

心(t)S:1tv(t)

(11) 

(12) 

(13) 

となるとき，確率変数 Yは確率変数X より大きい故障率関数を持つと言い， X2hYと表す。

(10)式から

Pr(X> t+slX> t)=e―』•+•,\x(y)dy

より，心(t)幻 y(t)なら

Pr(X> t+slX> t)~Pr(Y> t+sl Y> t) 

となり， Xt~s Ytと等しい。

例 3 (Stoyan [20]) 

(12)式から

より

d ふ(t)=--log(l-Fx(t)) 
dt 

Fx(t)=l-e-』',1x(u)du

となる。「心(u)du 訊。t がすべての t(~〇）に対し成り立てば，
゜

Fx(t)=l-e-』公(u)>1-eAot 

だから確率変数 Yをパラメータ入。の指数分布とすると x::;;:syとなる。

-469-

(14) 

(15) 



経済学研究第 62巻第1,........,6号

例 4 11(>O)とμ(>O)およびa(>O)と/3(>0)に対し

Pr(X>x)=e―ua (O:::::x<oo) 

(O:::::x<oo) Pr(Y>x)=e―μtP 

で定義される確率変数X と Yを考える。これらの確率変数はワイブル分布である。

心(t)=
入afa-le―ua

e 
-ua 

=1tata-1 

;ty(f) =μf3t{J-l 

だから， 1tsμ およびas/3とすると X名 Yとなる。

ここで考えた故障率関数による順序は一般には次のように定義される。

定義3 すべての実数sとu(ssu)に対し

凡(u) 凡(s) Pr(X>u) Pr(X>s) 
= 2〇

凡(u) 凡(s) Pr(Y > u) Pr(Y > s) 

のとき， Xら Yという。

補題2 確率変数X と Yが連続ならば定義2と3は同値である。

証明 定義 2を仮定する。 X2hYとし，確率変数X とYの確率密度関数をそれぞれfx(t)と

fy(t)とする。すべての t(2〇）に対し

心(t)s1ty(t)

だから， (15)式より任意の t(20)に対し

Pr(X>t+slX>s)紅Pr(Y>t+sl Y>s) 

となる。このことは，

に等しい。 u=s+tとおくと

となるから，定義3が導かれる。

逆に， ssuのとき

とする。 u=s+t(t20)とおくと

となり

Fxjs+t) 2陀 s+t)
Fx(s) Fy(s) 

凡(u) Fy(u) 
2 

Fx(s) Fy(s) 

凡(u) Fy(u) 
2 

凡(s) P凶s)

Fx_is+t)~ 陀 s+t)
Fx(s) F凶s)

Pr(X > s + t IX> s)註Pr(Y>s+ti Y>s) 

が任意の t~O と s に対し成り立つ。 (14) 式よりすべての t (~ 〇）に対し

-470-



確率的順序関係と学習のプロセスについて

f s+t 1tx(x)dx~fs+t 1ty(x)dx 
s s 

となり，定義2が成り立つ。ロ

4 • 尤度比順序

尤度比 (LikelihoodRatio)を用いて確率変数の間に順序を導入する。

定義4 X とYを連続な確率変数とし， fx(x)とfy(x)をそれぞれの確率変数の確率密度関数とす

る。

x?::yなら

fx(Y) fx(x) / x(x) fy(y) 
::::;;: または ?:: 0 fy(y) fy(x) fx(y) か(y)

となるとき，確率変数X は確率変数 Yより尤度比の意味で大きいと言い X?::l yと表す。

定義4で導入された順序を尤度比順序という。この順序は確率過程を考えるとき， TP2(TotalPosi-

tivity of Order 2) と呼ばれる。 (Karlin[ 3 ] , Karlin and Taylor [ 4 ]) 

定理 2 X とYを連続な非負確率変数で，それぞれの確率密度関数を fx(t)とjy(t)とし，故障率関

数ふ(t) とん,(t) を持つとする。このとき， X~z Yなら

ふ(t):-s: ふ,(t)

が任意の t に対し成り立つ。すなわち， X~hy となる。

証明 X~z Y より x~t のとき fx(x)~
fy(x)fx(t) 
jy(t) となる。よって，

ふ(t)=-
fx(t) 
Fx(t) 

~1~:i:>dx

,;; r I喜闊(t)
t jy(t) 

= t~::;)dx 
=1ty(t) 

となり，この性質が成り立つ。ロ

dx 

定義5 確率密度関数/(x)を持つ連続な確率変数Xに対し s:-s: tなら

Xs:-S: l Xt 

のとき，この確率変数は増加する尤度比を持つという。
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補題3 確率変数Xが増加する尤度比を持つとき， f(x)をこの確率変数の確率密度関数とすれば

log/(x)は凸関数である。

証明確率変数Xに対するふの定義から

尻(x)=Pr(ふ >x)

= F(t+x) 
F(t) 

だから，ふの密度関数はft(x)=
f(t+x) 
F(t) 

となる。すべての s~t に対し尤度比順序の定義から， Xs

~l ふが成り立つことは， x~y のとき

すなわち

f(t+x) f(t+y) 
瓜 x)= F(t)~F(t) = fxtCY) 
fxs(x) f(竺+x) f(竺+y) fxs(Y) 

F(s) F(s) 

f(t+x) f(t+y) 
f(s+x) 

~ 
f(s+y) 

と同値である。このことは，任意の s~t と y~x に対し

logf(t + x)-logf(s + x)~logf(t + y)-log f(s + y) 

が成り立つことに等しい。よって logf(x)が凸関数となることが導かれる。ロ

補題4 確率変数Xが増加する尤度比を持つとき，この確率変数X はIFRである。また， Xが減少

する尤度比を持つとき， XはDFRとなる。

証明 sstのとき， XsSzふなら定理2より入xs2:ilxtとなる。このことはXs名ふに等しい。ロ

例 5 正規分布の確率密度関数

瓜x)=亭 exp{-
(x-μk)2 
262 }, k=l, 2, μ1疇，

を考える。 Xik=l,2)を確率密度関数fix)をもつ確率密度関数とすると， X心 lふとなることは簡

単な計算から示される。

例 6 確率分布が

P(X=n)=e―入暫， n=O, 1, 2, … 

となる確率変数X入，すなわちパラメータ入のポアソン分布を考える。 i<jのとき

んCi) fxμU) 
戸—
＜ 
ん(j)

z j 

e―μ且 e―μl!:_
⇔ z! < j! 

-A Ai― -Aがe -
i! 
e -
j! 

⇔ (1)叶1-Y

-472-



確率的順序関係と学習のプロセスについて

⇔ 1王(1-y-z 
より，入:s;;:μ のとき X,i:s;;:1ふとなる。

例 7 例2で考えた自然数全体{1,2, …｝の上での確率分布全体Sに含まれる 2つの確率分布pとq

に対し， p21qは次のように定義できる。

定義 6 Sに含まれる任意の pとqに対し， p>1qとは全ての iとj(i:s;;:j, i, j=l, 2, …）に対し

麟叫j すなわち Ip, 佑 :2cO (16) 
Pi qj 

が成立し，少なくとも一つの iとjの組み合わせに対し

P俎i>P必，

が成り立つ場合とする。か=qiが任意の i=l,2, …に対し成り立つとき p=1qとする。 p21qとは，

p=z qでp>zqが成り立つときをいう。

尤度比順序の定義（定義4と6)は一般には次のように定義される。

定義7 すべての半開区間(s,t], (u, u] (s~u, t~u) に対し

Pr(XE(u, u]) Pr(XE(s, t]) 
~ 

Pr(YE(u, v]) Pr(YE(s, t]) 

または，

のとき X2zYと表す。

Pr(XE(u, v]) Pr(YE(s, t]) 
訊

Pr(XE(u, v]) Pr(YE(s, t]) 

補題5 確率変数X とYが連続な確率密度関数をもつとき，定義4と7は同値である。

(17) 

証明 定義4を仮定する。確率変数X とYの確率密度関数をそれぞれfx(x)とか(x)とする。 X

2zYなら定義7より x2yに対し

fx(Y)jy(X) sfx(x)jy(y) 

となる。 sstsusvとすると

Pr(XE(u, v])Pr(YE(s, t])=「f公(x)jy(y)dydx
u s 

~fvf公(y)か(x)dydx
u s 

=Pr(X亘s,t])Pr(昨 (u,v]) 

より，定義7が導かれる。 ssustsvならば，領域(s,t)と(u,v)を， 3つの領域(s,u), (u, t) 

と(t,V)に分ければ良いから，この補題は成り立つ。

同様にして，逆も成り立つ。ロ

これらの 3つの順序（確率順序・故障率関数による順序・尤度比順序）には補題4と5から次の関

-473-



経済学研究第 62巻第1'°'-'6号

係がある。

定理 3 確率変数X とYに対し， X2zYなら Xら Yとなる。また Xら Yなら X2zYとな

る。

つぎの 2項関係を定義する。

仮定 1 ある集合Aの要素a,b, c, ・・・の間に 2項関係くが定義され，つぎの 3つの条件を満足する

とき， これを半順序 (PartialOrder) と呼ぶ。

(1) a<a (反射法則）

(2) a< bかつ b<cのとき a<cとなる。（推移法則）

(3) a< bかつ b<aのとき a=bとなる。（反対称法則）

また， b<aのとき， a>bと表す。この 2項関係は全ての要素間に成り立たなくても良い。 Aに含

まれるどの要素の間にも，＜，＞または＝が成り立つとき全順序と呼ぶ。

補題6 定義 1, 3と7で定義した順序は半順序となる。

この性質の証明は簡単なので省略する。

例 8 状態空間が{ili=O,1, 2, 3, …}のマルコフ連鎖を考える。推移確率行列を {pij}i,j=0,1,2,3, …とする

とき，尤度比順序を用いて次の関係を考える。任意の i,j (i2j, i, j=O, 1, 2, …)に対し

加i Pnj 
加少ni2加少mi すなわち 20 (18) 

Pmi Pmj 

がm:S:n (m, n=O, 1, 2, …)を満たす全ての mとnに対し成り立つ。

このマルコフ連鎖は取り替え問題などで劣化のある場合に用いられる。

5 • 関数類による特徴づけ

これまでの確率的順序関係を別の角度から考える。 Stoyan[20],Kijima and Ohnishi[ 5 ], Shaked 

and Shantikumar [18]などで扱われ，それらの結果をまとめて説明する。確率変数X とYの分布

関数をそれぞれFx(x)およびFy(x)とし，これらの確率変数は確率密度関数fx(x)とか(x)を持つ

とする。一般の場合も同様の議論ができ前記の書物または論文に詳しい。

定義8 GをR=(一oo,CX))上の関数の類 (Class) とする。 2つの確率変数X とYの間に Gで生

成された半順序の関係X>Yが成り立つとは，全ての gEGに対し

E[g(X)]= J00 g(x)fx(x)dx~J00 g(x)fy(x)dx=E[g(Y)] 
-oo -oo 

(19) 

となることを言い，この関係を x>cYと表す。ここでは積分が定義されている場合を考える。

このとき

Gd={glg(x)はxに関する非減少関数｝

のときの半順序を >dで表せば，定理1からこの順序は確率順序となる。すなわち， 2つの確率変数X

とYに対し X>dYとX2:sYは同値である。
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HをRに含まれる区間からなる類とする。確率変数X と区間Dに対し， Pr(XED)>Oのとき D

上の条件つき確率変数を X(D)で表す。確率変数Xの密度関数をfx(x)としたとき，確率変数X(D)

の密度関数は x(ED)に対し fx(x) 
Pr(X叫

となる。

定理4 X とYを2つの確率変数とし

H ={(s, t]ls< t, s, tER} (20) 

に含まれる任意の Dに対し X(D)>dY(D) となることと X~z Yは等しい。すなわち尤度比による

順序となる。

証明 任意の実数aに対し，次のことに注意する。任意の DEHに対し

X(D)>dY(D) ⇔ X(D)~s Y(D) 

⇔ Pr(X(D)~a)~Pr(Y(D)~a) 

f Dn[a,oo)/x(x)dx f nn[a,oo>fY(x)dx 
~ 

Pr(XED) Pr(YED) 
(21) 

となる。ここで，任意の DEHと対し Dn(a,oo)EHとなるから，以下の議論では， Dn(a,oo)の

代わりに Dで考える。

s~t~u~v の場合を考える。 D=(s, u]のとき (21)式から

f fx(x)dx= jufx(x)dx=Pr(XE(t, u]) 
だから

となる。 (22)式を整理すれば

Pr(XE(t, u]) Pr(YE(t, u]) 
~ 

Pr(X国s,u]) Pr(昨 (s,u]) 

Pr(XE(t, u])(Pr(YE(s, t])+ Pr(YE(t, u])) 

~Pr(YE(t, u])(Pr(XE(s, t])+ Pr(XE(t, u])) 

より

(22) 

Pr(XE(t, u])Pr(YE(s, t])註Pr(YE(t,u])Pr(XE(s, t]) zO (23) 

となる。 D=(t,u]も同様にして

Pr(X叫， v])Pr(YE(t, u])紅Pr(YE(u,v ])Pr(XE(t, u]) z〇 (24)

となる。 (23)式と (24)式から

Pr(XE(t, u])Pr(昨 (s,t])Pr(X叫， v])Pr(YE(t, u]) 

zPr(YE(t, u])Pr(XE(s, t])Pr(店 (u,v ])Pr(XE(t, u]) 

となり

Pr(YE(s, t])Pr(X叫， V])zPr(XE(s, t])Pr(店 (u,v]) (25) 

より (17)式が導かれる。

迄 ustsvの場合を考える。

Pr(XE(s, t])=Pr(XE(s, u])+ Pr(仁 (u,t]) 

-475-



経済学研究第 62巻第1,....,6号

Pr(YE (u, v]) = Pr(YE (u, t]) + Pr(YE (t, v]) 

で， 3つの区間(s,u], (u, t], (t, v]のそれぞれの組み合わせに対し， (25)式と同様に

Pr(YE(s, u])Pr(XE(u, t])~Pr(XE(s, u])Pr(YE(u, t]) 

などの不等式が成り立つから

Pr(XE(s, t])Pr(庭 (u,v])=Pr(XE(s, u])Pr(YE(u, t])+ Pr(XE(s, u])Pr(YE(t, v]) 

+ Pr(XE(u, t])Pr(咋 (u,t]) + Pr(XE (u, t]) Pr(YE (t, v]) 

年 r(YE(s,u])Pr(XE(u, t])+ Pr(店 (s,u])Pr(XE(t, v]) 

+ Pr(YE(u, t])Pr(X亘u,t]) + Pr(YE(u, t])Pr(XE(t, v]) 

=Pr(X叫， v])Pr(YE(s, t]) 

より (17)式が導かれ，この順序は尤度比順序となる。逆もまた成り立つ。ロ

定理 5 X とYを2つの確率変数とし

H={(t, oo)ltER} (26) 

に含まれる任意のDに対し X(D)>dY(D) となることと X~h Yは同値である。すなわち故障率関

数を用いた順序となる。

証明 集合H の定義から D=(t,oo)とおく。 (21)式で

j fx(x)dx=Fx(t) 
D 

となることに注意する。定理4と同様に任意のDEHに対し Dn(a,oo)EHだから，以下の議論で

はDn(a,oo) の代わりに D で考える。よって， t~a なら

Pr(X~a) Pr(Y~a) 
~ Pr(X~t) Pr(Y~t) 

より

Pr(X2a)Pr(Y因）2Pr(Y2a)Pr(X2 t) 

となる。 (27)式でa=t+h(h>O)とおくと

Pr(X 2 t + h)Pr(Y 2 t)紅Pr(Y2t+h)Pr(X2t)

より

となる。

Pr(X2 t+h)-Pr(X2 t) Pr(Y2 t+h)-Pr(Y2 t) 
- Pr(Y2 t)2 

Pr(X 2 t + h)-P r(X 2 t) 
h 

,A 

ft+hfx(x)dx 
t 

h 

に注意して， (28)式でh→0とすれば

fx(t)Pr(Y~t)~fy(t)Pr(X~t) 

となり，

fx(t) か(t)
Pr(X~t臼 Pr(Y~t)
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が成り立つ。よって，この順序は故障率による順序となる。逆もまた成り立つ。ロ

関数類の中で，応用上重要と考えられるものは

Gix={glg(x)はX に関する非減少凸関数(convex)}

で，この関数類で定義される順序を >ixと表す。特に関数類

Gx={glg(x)はX に関する凸関数｝

で定義される順序 >xと表し，この順序を凸順序という。

Xバ Yのとき，定義より X に関する任意の非減少凸関数g(x)に対し

E[g(X)]= J00 g(x)fx(x)dx:2:: J00 g(x)J心）dx=E[g(Y)] 
-oo -00 

が成り立つことに等しい。

(29) 

00 
補題7 X とYを2つの非負確率変数とする。 X>ixYとなることと，i凡(t)dt:2:: J00凡(t)dtが
全ての x~O に対し成り立つことは同値である。

証明 つぎの関数Jx(t)を考える。

Jx(t)=(t-x)+=max{t-x, 0}=『Jx(u)du
-00 

(30) 

Jx(t)E Gixで

i加）fx(t)dt= 1:(t-x)+Jx(t)dt 
= j00Ct-x)fx(t)dt 
X 

= j00(l-Fx(t))dt 
X 

= j00 Fx(t)dt 
X 

(31) 

だから， (29)式より求める性質が成り立つ。

逆に， Gixに含まれる関数g(t)で limg(t)=Oとなるものを考える。 g(x)は非減少凸関数だから
t→ -oo 

lim h(t)=Oとなる関数h(t)を用いて
t→ -00 

g(t)= f>x(t)dh(x)=J: h(x)dx (32) 

と表せる。 (31)式から

Joo 00 00 
-00 
g(t)fx(t)dt= f (j Jx(t)dh(x))fx(t)dt 

-00 -00 

=1ー：（［加）fx(t)dt)dh(x) 

＝［豆00Fx(t)dx)dh(x) (33) 

より， (29)式が成り立つ。ロ
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Giv={glg(x)はXに関する非減少凹関数(concave)}

のとき，この関数族で定義される順序を >ivと表す。特に，関数族

Gv={glg(x)はxに関する凹関数｝

で定義される順序を凹順序 (ConcaveOrder) と呼び >vと表す。

Xバ Yのとき，定義より Xに関する任意の非減少凸関数g(x)に対し

E[g(X)]= /00 g(x)fx(x)dx::c;: f00g(x)fy(x)dx=E[g(Y)] 
-co -00 

となる。補題7と同様につぎの性質が成り立つ。

(34) 

00 00 
補題8 X とYを2つの非負確率変数とする。 X>;xYとなることと，i広 (t)dt:s;;;1凡 (t)dtが
全てのx::::::〇に対し成り立つことは同値である。

この関数/(x)を効用関数とすれば，これら 2つの順序は確率順序が一般的な選好関係を表し，凸順

序は危険愛好的な (RickShare)選好を，凹順序は危険回避的な (RiskAverse)選好を表す。

注2 Stoyan [20]では，この節で考えたような確率的順序関係＞の持つ性質と考えられる次のもの

を挙げている。

(1) X>  Yのとき，任意の確率変数Zに対し X+Z>Y+Zとなる。

(2) a, bERでa2bのとき a>bである。ここで， aは確率1で値aをとる確率変数とする。

(3) X>  Yのとき，任意の実数aに対し aX>.aYとなる。

(4) X>  Yのとき， E[X]2E[Y]となる。

(1)はたたみこみ (Convolution)で順序が保存されることを示している。ここで考えた順序に関

し，つぎの性質を持つ。

補題 9

(1) > d, > ixと>ivは， (1), (2), (3)と(4)の性質を持つ。

(2) > X と>vは(1), (3)と(4)の性質を持つ。

注 3 定理3から X2zYなら X2hYであり， Xら Yなら X>dyだから，これらの順序（尤度

比と故障率による順序）は(1), (2), (3)と(4)の性質を持つ。

6 • 部分観測可能なマルコフ連鎖

状態空間が可算集合{O,1, 2, ・・・｝のマルコフ連鎖で，その状態を直接知ることは出来ないが，情報

過程を通しで情報が得られるとき，これを部分観測可能なマルコフ連鎖と呼ぶ。この部分観測可能な

マルコフ連鎖の基本的な性質は Nakai[ 7, 8]などで考えられている。 Nakai[10]では部分観測

可能なマルコフ連鎖のもとでの決定問題が扱われている。

状態空間が{O,1, 2, 3, …}で推移確率行列がP=(加）i,j=0,1,2, …のマルコフ連鎖を考える。このマルコ
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フ連鎖の状態は観測できないが，それらの状態に依存する確率変数を観測し情報を得る。このプロセ

スを情報過程と呼び，マルコフ連鎖の状態が iのときに観測できる非負確率変数をxiとおけば，この

確率変数は

Pr{Xぷ xiYt=i}=Flx) (年R,i, 戸 {O,1, 2, …}), (35) 

で定まり，これらの分布関数F,-(x)は確率密度関数flx)を持つとする。ここで Ytは時刻 tでのマル

コフ連鎖の状態を表す確率変数とする。一般の場合にも以下と同様の議論ができるが，ここでは省略

する。

部分観測可能なマルコフ連鎖の状態についての情報は，状態空間上の確率分布p=(Po,P1, P2, …） 

(Pi凶0,言正1)で表され，それ全体 Sは例の 2の(11)式のように定義される。この集合に例 7で考え
た尤度比順序を仮定する。

このマルコフ連鎖の状態についての学習プロセスを考える。情報過程から得られた値xと事前分布

pに対し，事後分布が存在し学習プロセスはベイズの定理を用いる。

部分観測可能なマルコフ連鎖の状態に関する事前情報がpのとき，値xER(O,oo)を観測したとす

る。この値に対し，マルコフ連鎖の状態の事後情報を T(p,x)とする。ベイズの定理から事後分布

T(p, x)はすべてのj=O,1, 2, …に対し

｛冗(p,x)= i:~;:) 
T(p, x)=(To(p, x), T1(P, x), T2(P, x), …） 

(36) 

となる。次に，このマルコフ連鎖は推移確率行列 Pにしたがって状態が推移し，マルコフ連鎖の状態

についての新しい情報 T(p,x)は

ロ司＝釘(p,x)加，
T(p, x) =(To(p, x), T1(P, x), 冗(p,x), …） 

(37) 

となる。

確率分布関数と推移確率行列 Pに2つの仮定を設け，事前情報と事後情報の関係を考える。

仮定 2 確率変数{Xふ=0,1,2,3,…に対し， isj(i, j=O, 1, 2, …, n) なら xi~lxjとする。すなわち xs

yのとき

加） h(y) 
応）f,(y)豆 (y)f,(x) すなわち ん(x) f,(y) I凶0

とする。

仮定 3 遷移確率行列 Pに例8で考えた尤度比順序を仮定する。

注4 状態空間が{1,2}の2状態空間なら，この仮定は不等式

加：：：：：加1,

(38) 

と等しい。この仮定は Ross[16], Monahan [ 6]などで用いられ，仮定3はこの一般化となる。
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情報全体の集合 S の上の関数 u(p) が P~l q を満たす p と q に対し u(p)~u(q) のとき，この関

数を pに関する非減少関数と呼ぶ。

この学習プロセスに関し，仮定2と3のもとで(36)式と (37)式で与えられた事後情報の性質を考え

る。

補題10 x::::::yを満たす任意の X とyに対し

T(p, x)今 T(p,y) 

となる。 (pES)

証明 Sでの順序の定義から，任意のj<i (i, j=O, 1, 2, …）に対し

冗(p,x)冗(p,y):::::: Tlp, x)冗(p,y) 

が示されれば補題が得られる。そのため，

冗(p,x)冗(p,y)-Tlp, x)冗(p,y) 

を考える。この式の分母を払えば

Pi.l(x)PJly)-pJlx)pJ_ly)=PiPl.l(x)flY)-flx)f,ly):::::: 〇

となる。ここで，最後の不等式は仮定2から得られる。ロ

定理 6 x::::::yを満たす任意の X とyに対し

T(p, x) ::::::z T(p, y) 

となる。 (pES)

証明任意のj<i (i, j=O, 1, 2, …）に対し

T,lp, x)冗(p,y):::::: Tlp, x) T,lp, y) 

が示されれば定理が成り立つ。いま

冗(p,x) Ti(p, y)-Ti(p, x)冗(p,y) 

を考える。分母を払うと

虐Tz(p,x)加）魯。九(p,y)加）一（孟Tz(p,x)加）営。九(p,y)匹）

＝謡。冗(p,x)九(p,y)(plj加—加加）
00 00 

＝芦邑(Tz(p,x)九(p,y)-Tip, x)冗(p,y))(加加一加加）:::;;o 
/:?:k 

となり，補題10と仮定3からこの定理は導かれる。ロ

補題11 Sに含まれる任意の p, q に対し， P~l qなら

T(p, x)~z T(q, x) 

となる。 (xER)

証明 任意のj<i (i, j=O, 1, 2, ・・・）に対し

冗(p,x) Tiq, x)~ 冗(p,x) T/q, x) 

が示されれば良いから，補題10と同じように

冗(p,x)冗(q,x)-T;(p, x)冗(q,x) 
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を考える。この分母を払えば

Pifix)qJ;(x)-pJ;(x)qjfi(x) = fix)f;(x)(pjqi―Piむ）2:0 

となる。ここで，最後の不等式ば情報全体の集合に導入した尤度比順序の定義（定義 1)から導かれ

る。ロ

定理7 Sに含まれる任意のP,qに対し， p2:1qなら

T(p, x) 2: 1 T(q, x) 

となる。 (xER)

証明任意のj<i (i, j=O, 1, 2, …）に対し

Tip, x)冗(q,x)~T;(p, x) Tiq, x) 

が示されれば良いから，

Tip, x)冗(q,x)-T;(p, x) Tiq, x) 

を考える。補題10より定理3と同様に求められる。ロ

つぎの補題は，部分観測可能なマルコフ連鎖の上での多段決定問題を考えるときに必要となる。

補題12 {/;(x)}i=o,1,2,. .. を確率密度関数の有限列とする。 pとqを状態空間上の確率分布でP2:tqと

し， {aふ=0,1,2,…を ai=Pi―qiとする。

g(x)=~aJ;(x) 
i=O 

とおくと，任意の非減少関数h(x)に対し

f00 h(x)g(x)dx 20 
゜となる。

証明定理3より p2zqなら P2sqとなる。定理1から

1ooh(x塩邸(x)dx2l00 h(x)沿J;(x)dx20
となるから，

f00 h(x)g(x)dx 20 
゜

が導かれ，この性質が成り立つ。ロ

補題13 関数 u(p)がpに関する非減少凸関数なら

u*(p)= f00 u(戸）d凡(x)
゜もpに関する非減少凸関数となる。

証明 凸性はAstrom[ 1 Jと同様に求められる。ここでは，非減少性を示す。

p, qESでp2zqのとき

u*(p)-u*(q)= f00 u(冗）d応(x)-f 00 u (I'[ii:x)) d凡(x)
0 0 

ゾ00u(冗）d(Fix)-Fix)) 
゜
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=』00u(可戸）孟(pi一qi)dF/x)

となる。ここで不等式は定理7から得られる。つぎに尤度比による順序の定義から不等式

四->l~必
qk qk+l 

を満足する l<k<nが存在する。

dF/x)= J/x)dx 

より

g(x)=言（か一qi)flx)

とおく。定理6から T(q,x)はXに関する非減少関数で， u(T(p,x))はPの非減少関数だから，補

題13から不等式

Joo u(冗戸）g(x)dx詞
が成り立ち，この補題が成立する。ロ

7 • 複数の値を観測する場合の学習プロセス

6節の部分観測可能なマルコフ連鎖の状態に依存する確率変数の列を観測し，一度に複数の観測値

が得られるときに，事前情報と事後情報の関係を考える。ここでも前節と同様の仮定と記号を用いる。

部分観測可能なマルコフ連鎖の状態 iに依存した n個の確率変数{Xふ=l,…，n から値｛叩}k=l,·•,n (Xk 

ER=(O, oo), k=l, …， n)を観測したとき，これらの値から学習を行いその結果を T(p,x)と表す。

マルコフ連鎖の状態についての事後情報はベイズの定理を用いて(36)式と (37)式と同様に， (39)式と

(41)式から求められる。ベイズの定理により事後確率分布は

｛冗(p,x)= i~ 嘉
T(p, x)=(To(p, x), T1(P, x), Ti(p, x), …） 

(39) 

となる。 (j=O,1, 2, …)ここでは， x=(x1,・・・, Xn)と表す。また， fix)はマルコフ連鎖の状態がj(j 

=O, 1, 2, ・・・）のとき n個の確率変数Xの同時分布関数とし

n 

瓜x)=II jj(叩）
k=l 

(40) 

である。次に，推移確率行列 Pに従って状態が推移し，このマルコフ連鎖の状態についての事後情報

T(p, x)は

｛冨正釘(p,x)加，
T(p, x) =(To(p, x), T1(p, x), 冗(p,x), …) 

(41) 

となる。
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ここで，観測値の組に対しつぎの順序を考える。

定義9 2つの K個の観測値の組x,yERnに対し Xu)S: Yu> (i = 1, 2, …， k)のとき，またそのときに

限り x<yと表す。

補題14 x<yを満たす任意のXとyに対し

介(x) //x) 
瓜y)/;(x)~/;(y)//x) すなわち ~o 

/;(y) //y) 
(42) 

(j < i, i, j=l, 2, ・・・）となる。

証明 nに関する帰納法を用いる。 n=lの場合は仮定2より明かである。

n-lまでを仮定する。マルコフ連鎖の状態が iのとき，確率変数X1,…, Xnは互いに独立だから

X1, …，ふと x<l),…， X<n>の同時確率密度関数は等しい。したがって x=(x1,…，叩） (x1~ …>ふ）と

y=(y1, …, Yn) (Yi~ … ~Yn) とする。

x<y で 1 つの要素を除きすべて等しいとする。 X1~Y1, Xk=yk (k=2, …， n)のとき，仮定2より

麻）/;(x)-/;(y)/;(x)={彰（叫（い}(/lY1)/;(x1)-/;(y1)/lx1)) :2: 0 

となる。 XkSYk,X戸 Yz(l=l,…， k-1, k+l, …, n)の場合も同様に成り立つ。

X1SY1, X2SY2, 叩=yk(k=3, …， n)とする。次の 2つの場合を考える。

1) Y1>x1>Y2>x2>x3=y3=…=xn=Yn 

2) Y1>Y2>x1>x2>x3=y3=…=xn=Yn 

1) の場合は，

w=(y1, X2, …， Xn) 

と考えると， x<w<yとなり

fiw)/lx) 2:/lw)/lx) 

fiy)/lw)2:/ly)fiw) 

となる。これらの不等式を整理すれば，それぞれ

となり，

が成り立つ。よって，

:l(w) /lx) 2: 
/lw) fix)' 

fly) /lw) 2: 
fly) :l(w) 

fly) Jlx) 2: 
fly) fix) 

カ(y)flx)2:flY):l(x) 

となる。

2) の場合も同様に
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w=(x1, Y2, ・・・, Xn) 

を考える。 Xk~Yk, Xz~Yz, 叩 =yk(kキk,l)の場合も同様に成り立つ。

一般の場合は

1) Yi > X1 > Y2 > X2 

2) Y1 > Y2 > X1 > X2 

の2つの場合が考えられる。 1)の場合は，

w=(y1, X2, …， Xn) 

を考えると x<w<yとなる。

つぎに， x'=(x1,x2, …, Xn-1)とw'=(y1,X2, …， Xn-1)を考える。仮定から x'<w'は明かだから，

帰納法の仮定より

fiw')介(x')~/;(w")fix') (j < i) 

となる。したがって簡単な計算から

:l(w)/;(x)~/;(w)ん(x) (j< i) 

が成り立つ。

w"=(x2, …，ふ）と y'=(y2,…， Yn)を考えれば同様に w"<y'だから，帰納法の仮定より

/ly')/;(w")~/;(y')/lw") (j< i) 

が成り立つ。簡単な計算から

ん(y)/;(w)~/;(y)/lw) U< i) 

が成り立ち 1)の場合にこの補題が成り立つ。

2)の場合も同様に成り立つ。ロ

補題15 x<yを満たす任意のXとyに対し T(p,x)::;;;z T(p, y)が全てのpESに対し成り立つ。

証明 Sでの順序の定義から，任意の l<k(k, l=l, 2, ・・・）に対し

冗(p,x)九(p,y)::;;; 九(p,x)冗(p,y) 

が示されればこの補題が成り立つ。したがって

冗(p,x) Tk(P, y)-Tk(P, x)冗(p,y) 

を考える。この式の分母を払えば，

Pzfz(x)pkfiy)-pkfk(x)Pzfz(y) 

= PzPk(fz(x)fiY)-fk(x)介(y))::;;;〇

となる。ここで，最後の不等式は補題14より求められる。ロ

定理8 x<yを満たす任意のXとyに対し T(p,x)~l T(p, y)となる。 (pES)

証明 Sの順序の定義から，任意の l<k(k,l=l,2,…）に対し

冗(p,x)九(p,y)~Tk(P, x)冗(p,y) 

が示されればこの定理が成り立つ。したがって
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冗(p,x)冗(p,y)-Tip, x)冗(p,y) 

を考える。この値は

00 00 00 

(~Tz(p, x)plJ)(~Tk(P, y)pki)-(~Tz(p, x)Pu)(全九(p,y)p叫
l=O k=O l=O k=O 

00 00 

=~ ~Tz(p, x)九(p,y)(加加i―加加j)
l=Ok=O 

＝醇。(Tz(p,x) Tk(P, y)-Tk(p, x)冗(p,y))(p{J加—P心）::::;:o 

となり，この不等式は補題15と推移確率行列に関する仮定2から導かれる。ロ

補題16 任意の P,q に対し， P~l qなら T(p,x)~z T(q, x)である。 (xERり

証明 Sの順序の定義から，任意の l<k(k, l=l, 2, …)に対し

九(p,x) Tz(q, x)~Tz(p, x)九(q,x) 

が示されれば良いから，補題15と同様に

冗(p,x) Tk(q, x)-Tk(p, x)冗(q,x) 

を考える。この分母を払えば

pzfz(x)qkfk(x)-Pkfk(x)qzfz(x) 

= fz(x)ん(x)(p刈k-p』z)~O

となる。ここで，最後の不等式は Sでの順序の定義（定義6) より導かれる。ロ

定理 9 任意のP,qに対し， p21qなら T(p,x) 21 T(q, x)である。 (xERり

証明 Sでの順序の定義から，任意の l<k(k, l=l, 2, …)に対し

冗(p,x)冗(q,x) s Tk(p, x)冗(q,x) 

が示されれば良い。定理8と同じように

Tlii:xf~ ー□ 7
を考える。補題16より定理8と同様に求められる。ロ

参照文献

[ 1 ] K. J. Astrom, Optimal Control of Markov Processes with Incomplete State Information, II: The Convexity 
of the Lossfunction, Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 26, 403-406, 1969. 

[ 2 ] M. Brown and H. Solomon, Optimal Issuing Policies under Stochastic Field Lives, Journal of Applied 

Probability, vol. 10, 761-768, 1973. 

[ 3] S. Karlin, Total Positivity, Stanford University Press, Stanford, California, 1968. 

[ 4 ] S. Karlin and H. M. Taylor, A Second Course in Stoch蝉 cProcesses, Academic Press, New York, New 

York, 1981. 

[ 5 ] M. Kijima and M. Ohnishi, Protfolio Selection Problems via the Bivariate Characterization of Stochastic 

Dominance Relations, submitted. 

[ 6 ] G. Monahan, Optimal Stopping in a Partially Observable Markov Processes with Costly Information, 

-485-



経済学研究第 62巻第1----....6号

Operations Research, vol. 28, 1319-1334, 1980. 

[ 7] T. Nakai, Optimal Stopping Problem in a Finite State Partially Observable Markov Chain, Journal of 

Information & Optimization Sciences, vol. 4, 159-176, 1983. 

[ 8] T. Nakai, The Problem of Optimal Stopping in a Partially Observable Markov Chain,Journal of Optimiza-

tion Theory and Applications, vol. 45, 425-442, 1985. 

[ 9 ] T. Nakai, A Sequential Stochastic Assignment Problem in a Partially Observable Markov Chain, Math-

ematics of Operations Research, vol. 11, 230-240, 1986. 

[10] T. Nakai, A Stochastic Ordering and Related Sequential Decision Problems, Journal of Information & 

Optimization Sciences, vol. 11, 49-65, 1990. 

[11]中井 達，尤度比を用いた二つの順序と不完備情報の多段決定問題の性質について、経済學研究（九州大学経済学

会）， vol.57, 251-280, 1991. 

[12]中井 達，尤度比を用いた順序と多段決定問題について、京都大学数理解析研究所講究録「数理計画モデルにおけ

る最適化理論」， vol.798, 191-201, 1992. 

[13] T. Nakai, A Partially Observable Decision Problem under a Shifted Likelihood Ratio Ordering, Proceedings 

、ofthe Australia-Japan Workshop on Stochastic Models in Engineeガng,Technology and Management (Eds. S. 

Osaki and D. N. Pra Murthy), World Scientific Publishing, 413-422, 1993. 

[14]中井 達，部分観測可能なマルコフ連鎖の上での最適選択問題について、経済學研究（九州大学経済学会）， vol.

59, 392-424, 1993. 

[15] M. L. Pinedo and S. M. Ross, Scheduling Jobs Subject to N onhomogeneous Poisson Shocks, Management 

Science, vol. 26, 1250-1257, 1980. 

[16] S. M. Ross, Quality Control under Markovian Deterioration, Management Science, vol. 17, 587-596, 1971. 

[17] S. M. Ross, Stochastic Processes, John-Wiley & Sons, New York, New York, 1983. 

[18] M. Shaked and J. G. Shanthikumar, Stochastic Orders and their Applications, Academic Press, San Diego, 
California, 1994. 

[19] J. G. Shanthikumar and D. D. Yao, The Preservation of Likelihood Ratio Ordering under Convolution, 

Stochactic Processes and their Applications, vol. 23, 259-267, 1986. 

[20] D. Stoyan, CompaガsonMethods for Queues and Other Stochastic Models, John wiley & Sons, New York, 

New York, 1983. 

-486-




