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不確実性の下での最適危機管理について

岩 本 誠

1 • はじめに

社会システムや組織においては「安全」と「危険」は表裏一体をなしているが，最近の日本では危

機意識の欠如がいろいろな型で叫ばれているようである。特に，国の内外から「国家としての日本お

よび個人としての日本人は政治的にも自然災害に対しても危機管理意識が薄い」と指摘されるように

なった。国内では予期せぬ火山噴火や大規模地震による災害が多発している。また銃器盗難，毒ガス

攻撃などかつてなかった新しい形の社会問題も発生している。本論文では，このような問題を多期間

にわたる不確実性の下での最適な危機管理という問題としてとらえ，多段階意志決定過程として考え

る。すなわち，数学的には動的確率制御過程の枠組みの中で最小型関数の期待値最大化を思考する。

以下では本質的なことを簡略に表現するために 2期間の不確実性の下でのミニマックス化を行う。

有限な n(z2)期間問題についても同様に取り扱えるからである。いわゆるミニマックス思考とは将来

にわたっての考えられる最悪の危険をできるだけ軽減して良い方向に導こうとすることである。一般

に，危険度（リスク），危機の度合や後悔の程度といった諸量は非加法的である。また，心理学におい

ても精神的なショックの程度など非加法的な量が考えられる。これらの量の複数個の総体としては意

志決定者にとっては単に足し合わせて総合計をだすのではなくて，それらの値のうちの最大の値ない

しは最小の値で評価すべきであろう。以下では，値 0が最も危機的な状態にあり，値 1が最も平和的

な状態にあることを示すものとする。ここでは多期間にわたって不確実性が存在する場合を対象にし

ているので，ランダムに変動する危険に対して最悪（最小）の危険を評価値と考え，この期待値をで

きるだけよくすることを考える。具体的にはパラメータ付きマルコフ推移システムにおいて各段評価

の（危機の度合いを表す）値の最悪値の期待値を最大化するという意味で合理的期待形成理論を取り

扱うことになる。すなわち，最小型関数の期待値最大化を行う。

他方，国民総生産，投入資金などの量に対してはその総合計には極めて妥当性がある。一般に，経

済学におけるないしは経済的な量は実質的にも加法的である。 1995年ノーベル経済学賞受賞者 R.

Lucas等による合理的期待形成理論では各段評価の総和の期待値および現在割引き総価値の期待値を

最大化している [12],[19]。これらはマルコフ決定過程[16]ないしは確率的動的計画法[6]としてとら

えられ，加法型関数の期待値の最適化の範疇に入る。
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2 • 問題と定式化

いま，ある 2段システムが，初期状態 XoEXから出発して制御マルコフ推移法則 P(x1lxo,uo), 

p(叫X1,U1)に従って確率ツリーを構成しながら移り，ある確率で x2EXになり，そこで終了するとす

る。ただし， UoEUは状態 Xoを観察して取る決定（行動ともいう）であり， U1EUは次の状態めに

依存して取る決定である。このとき，第 1段では決定 Uoに依存した評価（リスク） ro(uo)が課され，

第 2段では狛に関係した評価 r1(い）が課され，最終の第 2段終了時点には終端状態 Xバこ依存したゴ

ール（目標）評価 rc(xz)が課されるとする。このとき，システム全体としてはこれら三つの評価値の

最小値（意志決定者にとっての最悪値） ro(uo)八r1(u1)八rc(xz)が総合評価として下されるものとす

る。すなわち，システムとしての危機の度合いを各段でのリスクのうちで最も悪い値と考える。不確

実な状況の下でこの総合評価値（最も悪い評価値）を最大にするように行動するには，意志決定者が

各段での状態に応じてどのように決定を取っていけばよいかが問題である。これを数学的に記述する

と，次の期待値最大化問題になる：

Maximize E[ ro(uo圧 (u1)八reに）］

subject to (i) Xn+1,.....__,P(・lxn, Un) n=O, 1 

(ii) uoE u, U1 E ij 

(1) 

ただし Eは，初期状態 Xo,マルコフ推移確率p(ylx,u)および政策冗＝｛廊，冗1}から履歴の直積空間 H

=Xxuxxxuxx上に唯一定まる確率測度 P孟による期待値作用素である。この意味でEには

上下に添字を付けて E孟であらわすべきだが，以下簡単のために単に Eで表して用いる。したがっ

て，この最大化問題の評価関数の値は

E[ro(uo)八r1(u1)八rc(x2)]

=~{[ro(uo)八 r1(u1) 八 rc(x2)]p(x1lxo, uo)P(x叶X1,U1)} 
は1ぶ2)EXXX

(2) 

である。ここに次のことに注意すべきである。政策冗を構成する成分励，冗1:X→Uをそれぞれ第 1

決定関数，第 2決定関数と呼ぶが，式(2)中の Uo,狛はそれぞれ決定関数廊冗1を通して

uo=冗o(xo), u戸叫X1) (3) 

で定まっている ([4])。

3 • 埋め込みと再帰式

さて，問題(1)を動的計画法で解くことを考えよう。一般に動的計画法では，与問題をそれ自身を

含む適度の大きさの問題群に埋め込み再帰式を導いて，それを解くことになる。そのために，ここで

は不変埋没原理を用いる ([3],[13])。すなわち，最小型評価系の直前に新しくパラメータぷ三[O,1]を

導入して，部分問題群

炉(x公il)= il八れ；（ふ)
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が(x砂）=Max I: [11八ri(u1)八r凸）]p(x心，ぃ） (4) 
冗I X2EX 

v0(xo; 11) = Max~{[11八 ro(uo) 八 r屈）八 r凸）] (5) 
冗o,:n:1(X1,X2)EXXX 

xp(叫Xo,Uo)P(叫X1,ぃ）｝

を定義する。上式(4),(5)における最大化は 1次元拡大された状態空間上での決定関数冗o,冗i:xx 

[O, 1]→U全体にわたるものとする。式(4)においては U戸冗i(Xじ11)であるから，が(x1;11)における最

大化は第 2決定関数冗1を動かす。また，式(5)では uo=冗o(xo;11), u1 =冗1(x1;ふ）である。ここにふ＝

入八ro(uo)。v0(xo;11)での最大化は政策冗＝｛加，叫全体で取る。

この埋め込みによって (5)に入=1を代入した問題は原問題(1)になっている。（厳密には， §6拡大

過程上の終端評価および§7定式化と最適性の再検討を参照。）したがって， v0(xo;1)が求める最大値で

ある。

このとき， xx[o,1]上の ((x,11)の） 2変数最大値関数列 {vo,v1, 炉｝間には次の再帰式が成り立

っ1) : 

定理 1

v冠； 11)=11/¥ rc(x) 

が(x;11)=Max~ 炉(y;入八ri(u))p(ylx,u) 
UEU YEX 

(6) 

VO(ぶ 11)=Max~ が(y;入八ro(u))p(ylx,u). 
UEU YEX 

4 • 最適解の構成

次に，原問題(1)の最適解を考えよう。一般に最適化問題の最適解は最適値と最適（値を与える）

点の対であるが，動的計画法による最適化問題の最適解は(i)最適値関数列， (ii)最適政策， (iii)最適行動

の3点で与えられる。この 3点を用いて所与の最適化問題の最適値と最適点が求められる。ここでは

(i)最適値関数列とは 2変数関数列 {v0,v1, 炉｝である。 (ii)最適政策がとは，式(6)において最大値に

到達する U の値をそれぞれ対(x;,-1), が（ぉ； ,-1)で表すことによって得られる最適決定関数の列｛冗o*,

冗i.*}である。 (iii)行動とは一般に状態と決定から成る交互列 (xo汎o)→Uo→ (x1; ふ）→狛→(x公心であり，

特に最適行動とは最適値を与える行動をいう。従って，与問題の最適値は最後に求められる（最初の）

最適値関数 v0(x;,-1)に初期状態 (xo;入。）を代入した v0(xo汎o)で与えられる。また，最適点は初期状態

(xo; 入。）からの最適行動で与えられる ([7],[8])。

それでは，このことを用いて， (1)の最適解を求めよう。まず，再帰式(6)を炉（ぶ A)→が（ぶ ,-1)→

v0(x; ,-1)の順に解いて，最適値関数列 {v0,v1, 祈｝が得られる。同時に，最大値を与える Uを求めて最

適政策が＝｛対，吋｝が得られる。従って，初期状態 (xo;1)からの最適行動

(xo; 1)→ ut→ (X化ふ）→Ui*→ (X氏ふ） (7) 

1) 付録 2で証明を与える。
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が，最適政策がと状態推移法則 p(ylx,u)によって拡大履歴空間

ii=(Xx[o, 1])x ux(Xx[o, I])x ux(Xx[o, 1]) 

上に確率的に定まる。ただし

uo*=対(xo;1), Xi*,......_,p(・lxo, uo*), 如=1 /¥ ro(uo*) = ro(uo*) 

Ui*=吋（ふ；ふ）， Xl,......_,P(・IX1, Ui*), ふ＝ふ八r1(Ui*).

ここに，小文字は確定数，大文字は確率変数を表している。

さて，原問題(1)の最大期待値は VO(ぉ； ,1)に(xo;1)を代入した値 v0(xo;1)で与えられる。また，最

大点（点とはいえ，ここでは確率過程）は拡大履歴空間上の最適行動(7)を元の履歴空間 H=XXU

(8) 

(9) 

xxxuxx上に射影した行動

Xo→u炉→ふ＊→尻→Xz* (10) 

で与えられる。これが本来の最適行動である。すなわち，各段評価の最悪値をシステム全体としての

評価値としたとき， (10)がその期待値を最大にする行動である。この最適行動は推移確率pt(叫Xo),

尻（叫Xo,X1)をもつ X上の確率過程になっている。ただし

Pず(x1lxo)=p(x1lxo,uo*), pt(x2lxo, x1)=P(x叶X1,ut) (11) 

こ
9

ーここ

uo*=諒(xo;1), ふ=ro(uo*), ut=Jr1*(x1; ふ）

だから， uo*はXoに依存し， utはXo,Xiの関数になっている。

さて，ここで注意すべきは，本来の制御マルコフ連鎖上で最大期待値に到達する（最適な）確率過程

(12) 

{xo, Xi*, Xz*}は必ずしも X上のマルコフ連鎖になっていないということである。すなわち，原問題

(1)の最適政策はマルコフ政策の中には存在しないのである。事実，最適過程 {xo,Xi*, Xz*}を生じせ

しめる最適政策 a*={嘴，吋｝の第 2決定関数は初期状態 Xoにも依存していて， X上のマルコフ政策

になっていない。原問題(1)の最適政策を構成する決定関数の表現は拡大過程(6)の最適政策が＝

｛諒，が｝を用いて

啜(xo)=盆(xo;1), 吋(xo,x1)=吋(x1;ふ）

5 • 埋め込まない場合

(13) 

で与えられる。ここでもんは ro,utを通して Xoの関数になっていることに注意すべきである。

他方，パラメータ入を導入するような不変埋没原理を用いないで，加法型評価系の問題と同様に部

分問題群

炉(xz)= rc(xz) 

が（ぬ）=Max~[r砂）八 r凸）]p(叫X1,U1) 
冗1 エ2EX

(14) 

v0(xo)=Max~{[ro(uo) 八 r1(u1)/\r凸）］
冗O,冗1(エ1ぶ 2)EXXX

X p(x1lxo, uo)P(叫X1,U1)} 
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不確実性の下での最適危機管理について

を定義することもできる。が(x1)では u1=冗1(x1)であり，第 2決定関数冗1を動かして最大化する。ま

た， v0(xo)では uo=叫xo),u戸冗i(ふ）である。したがって， v0(xo)での最大化は政策冗＝｛加，叫全体

で取る。

しかしこのとき，一般にこの 1変数最大値関数列 {v0,v1, 祈｝間には再帰式

炉(x)=rc(x)

が(x)= Max[ r1(u)八 2炉(y)p(ylx,u)] 
ueU yeX 

v0(x) = Max[ ro(u)八 2が(y)p(ylx,u)] 
UEU YEX 

(15) 

は成立しない2)ということに注意しなければならない([1],[ 4], [5], [11], [14], [15], [18]を参照）。も

ちろん，分離等式

vnに；入）＝炉(x)八入 (16) 

も一般には成り立たない。

6 • 最大過程上の終端評価

さて， X上の最小型評価である原問題(1)を埋め込んだ問題群(5)は拡大状態空間 Y=XX[O,1] 

上で終端型評価をもつ次の決定過程に同値変換されることを見よう：

Maximize E[R(yz)] 

subject to (i) Yn+1..........,Qn(・IYn, Un) n=O, 1 

(ii) UoE U, U1 E U 

ただし，マルコフ推移確率 qo(Y1IY0,uo), Q1(Y2IY1, u1)および終端評価関数 Rはそれぞれ

q,((y, μ)l(x, A), u)~{ 
p(ylx, u) μ=1t八ro(u)のとき

〇 その他

叫(y,μ)l(x, A), u)~{ p(ylx, u) 

゜
μ=,1/¥ ri(u)のとき

その他

(17) 

(18) 

R(x, 11)=11/¥ rc(x) (19) 

で定まる。このとき，期待値作用素方は，初期状態 Yo,マルコフ推移確率 Qo,Q1および政策冗＝｛加，冗サ

から履歴の直積空間 ii上に唯一定まる確率測度による。

この拡大過程について部分問題群を定義して再帰式を導こう。各 Yn=(xn,11)E Y, n=O, 1, 2に対し

て部分問題群

研(y2)=R(y2)

虻(y1)= Max~R(y蒻(y』 Yi, u) 
冗1 YzEY 

(20) 

2) 付録 3で反例を与える。
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w0(yo) = Max~R(y妙(Y1IY0, Uo)q⑰ IY1, u1) 
TCo, 冗I(Y1,Y2)EYXY 

(21) 

を定義する。ただし，上式(20),(21)における最大化は拡大状態空間 Y=XX[O,1]上での決定関数

冗b,冗i.:y→ U全体にわたるものとする。言い換えれば， W l伽）における最大化は第 2決定関数冗1を

動かし， w0(yo)では政策冗＝｛加，叫全体で取る。このとき，再帰式

定理 2 ([9]) 

研(y)=R(y)

創(y)=Max~ 研(z)q1(zly,u) 
UEU ZEY 

(22) 

w0(y)=Max~ 虻(z)qo(zly,u) 
UEU ZEY 

が成立する。ここで y=(x,11), 推移法則(18)および終端関数(19)を考慮して， (x,11)で表すと，再帰

式(22)は

研(x,11)=11八rc(x)

訊x,11)=Max~ 研(y,11八r1(x))p(ylx,u) 
UEU YEX 

(23) 

w0(x, 入）=Max 1: 創(y,入八ro(x))p(yjx,u) 
UEU YEX 

になる。二つの再帰式(6)と(23)を比較すれば，

vn(x; .-1)= wn(x, .-1) n=O, 1, 2 (24) 

が分かる。すなわち，最適値関数としてみれば，埋め込まれた問題の部分問題群(4)と拡大過程の部

分問題群(22)は同値である。

7 • 定式化と最適性の再検討

これまで， X上の最小型評価をもつ原問題(1)を拡大状態空間 Y=Xx[O,1]上で終端型評価をも

つ決定過程(17)に同値変換して，拡大過程(17)の最適政策をマルコフ政策の枠組みの中で求めて，そ

れを元の空間に射影して (1)の最適解を求めてきた。

この節では，原問題(1)の定式化そのものを含めて， (1)の最適性を再考してみよう。さて，原問

題(1)における期待値作用素 Eは初期状態 Xoのみならず政策冗にも依存するので， E:J。であった。そ

の意味で厳密には原問題(1)は

Maximize E:J0[ ro(uo)八r畑）八reに）］

subject to (i) Xn+1,...___,P(・lxn, Un) n=O, 1 (25) 

(ii) uoE U, U1 EU  

で表す方がより適切である。この最大化は X上のマルコフ政策冗＝｛冗o,叫全体についてとるもので

あった。すなわち，ここでは決定関数廊冗1はそれぞれ X上の関数

冗o: X→ U, 厄： X→U (26) 

であった。もっと厳密には，原問題(1)は 2つの式(25),(26)で表されているというべきである。しか
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不確実性の下での最適危機管理について

し， (13)から分かるように，拡大過程(4)から導かれた最適政策 (J*={6o*,吋｝の決定関数列は

嘴： X→ u, (Jf: xxx→ U (27) 

であった。この第 2決定関数は初期状態 Xoにも依存しているので，最適政策 (J*={嘴， 6「}は X上の

マルコフ政策になっていない。すなわち，原問題(1)の最適政策は一般にマルコフ政策にならない。

これは最初の定式化に矛盾があることを示している。この矛盾を回避するために，原問題を修正し

てあらためて期待値最適化問題

Maximize E孟[ro(uo)八r⑬)八reに）］

subject to (i) Xn+1""'P(・lxn, Un) n=O, 1 (28) 

(ii) UoE U, U1 EU  

の最大化をマルコフ政策を含む一般の政策 cJ={cJo,叫全体についてとるものを考える。すなわち，こ

こでは決定関数びoはX上の，そして 61はxxx上のそれぞれ関数である：

(5。： X→ u, 61: xxx→ U. 

このように修正された問題(28),(29)に対しては部分問題群

v店）=reに）

v贔）=Max~[r1(u1)八厄(x2)]p(x叶 X1, U1) 
0'1 X2EX 

V0(xo)=Max 区{[ro(uo)圧（い）八reに）］
C10,C11エ1,X2EXXX

xp(叫Xo,uo)P(x叶X1,U1)} 

(29) 

(30) 

(31) 

を定義することができる。ただし，式(30)での最大化は第 2決定関数 d戸 X→ U全体で取り，式(31)

では（マルコフとはかぎらない） (29)の政策全体で取るものである。すなわち， V1(x1)では釦＝叫X1)

であり，第 2決定関数 <J1を動かして最大化する。また， V0(xo)では uo=<J1(xo), u戸孤Xo,X1)であ

る。したがって， V0(xo)での最大化は政策炉={ao, 叫全体で取る。

さて，パラメータを含まない部分問題群(14)と比較すれば，明らかに

戸（必）＝炉(x2), V贔）＝が(X1), V0(Xo)~V0(Xo) 

である。しかしここでも，この 1変数最大値関数列 {V0,V1, Vり間には再帰式

V2(x)=互 (x)

V1(x) = Max[ ri(u) 八 ~v2(y)p(ylx, u)J 
UEU YEX 

V0(x) = Max[ ro(u) 八 ~V1(y)p(ylx, u)] 
UEU YEX 

は依然として一般には成立しない3)ということに注意しなければならない。

(32) 

(33) 

いずれにしても，埋め込まないままで原問題を解こうとすると，いわゆる再帰式を導く段階で（最

小型関数の期待値最大化ゆえ）無理が生じる。この点，評価値の累積度を表す 1次元パラメータ入を

導入して，状態空間を拡大した決定過程を考えることが極めて重要である。この拡大過程のマルコフ

3) 付録 3で反例を与える。
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政策に関する再帰式を導いて，これを解いて得た最適解を原問題に射影して，求める最適解を得るこ

とができるからである。このように，不変埋没原理に基づいて最小型関数の期待値最大化問題を解く

ことは避けられない方法である。この方法を確率的終端状態接近方法 (stochastic terminal state 

approach) と呼ぼう。いわゆる終端状態接近方法 (terminalstate approach)については Sniedovich

[17, p.211]がfinalstate schemeの名の下で論じているが，その対象は確定的最適化問題に限定さ

れていた。この意味においてこれまで用いられてきた方法は確定的終端状態接近方法(deterministic

terminal state approach)であると言える。しかし，確率的問題では最適政策はマルコフ政策でない

などの特異な状況が生じ，確定的問題のアプローチはそのまま使えなくなっている。したがって，本

論文では新しく確率的終端状態接近方法を導入して，これまで取り扱われていなかった最小型関数の

期待値最大化問題を解決したことになる。

8 • おわりに

本論文では，不確実性の下での逐次意志決定過程を最小型評価関数の期待値最大化問題としてと

らえることによって，最適政策は必ずしもマルコフ政策でないことを新しい数学的最適化手法を創り

出して証明した。この事実は，現実の不透明な状況に対する最適な危機管理政策は「今だけをみて行

動する」ことではないことを示している。その理由の一つは評価型の最小性にあり，また不確実性か

らくることでもある。例えば，初期の大地震による経験・教訓は後世まで引き継がれていくべきであ

ることを示している。また，いわゆる危機対策としては，初期からの対策が重要であることを示して

いる。すなわち，初動捜査を含めた継続捜査の重要性を説いている。

結論的には，多期間にわたる不確実な状況の下で危険，危機，後悔，ショックというものを総体と

して和らげる最適な方法は，単に現在だけを見て行動するのではなく，過去から現時点までの累積評

価値を絶えず見据えて行動することであることを示している。

A. 付録 1: 加法型過程

これまでの本論文の議論において，最小演算記号八をすべて加法演算記号＋に置き換えることに

よって，加法型過程一加法型関数の期待値最大化問題ーが得られる。加法型過程が危機管理問題等を

表現しているとは到底考えられないが，この加法型過程についてはこれまでと同様に最適値

炉(xn;入），炉(xn), wn伍）， vn(xn)

が定義される ([2],[6], [16], [19])。しかも数学的にはこれまでの議論に出てきた矛盾など起こること

なく，これらの量の間には望ましい等式関係が成立する。例えば，

定理 3

炉(x;11)=11 + rc(x) 
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が(x;!l)=Max~ 炉(y;!l + r1(u))p(ylx, u) 
UEU YEX 

v0(x; !l)=Max~ が(y;A+ ro(u))p(ylx, u) 
UEU YEX 

炉(x)=rc(x)

が(x)=Max[ri(u)+~ 炉(y)p(ylx,u)] 
UEU yEX 

v0(x) = Max[ ro(u) +~ が(y)p(yJx,u)] 
UEU YEX 

が成り立ち，当然分離等式

炉（ぶ入）＝炉(x)+入

は成立する。また，拡大過程の再帰式

定理 4

研(y)=R(y)

創(y)=Max~ 研(z)q1(zly,u) 
UEU ZEY 

WO(y)=匹繁ぶ創(z)qo(zly,u) 

も成り立って， (x,入）で表すと，

研(x,入）＝入十rc(x)

虻(x,入）=Max~ 研(y,,1 + ri(x))p(ylx, u) 
UEU YEX 

w0(x, .-1)=Max~ 創(y,A+ ro(x))p(ylx, u) 
UEU YEX 

になる。結局，ここでも

炉（ぉ； 11)=炉 (x,11) n=O, 1, 2 

になる。さらに，等式

v店）＝炉(x2), V贔）＝が(x1), V0(xo)=v0(xo) 

が成立する。したがって，再帰式

定理 5

V2(x) = rc(x) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

V1(x)=Max[r1(u)+~V2(y)p(ylx, u)] (41) 
UEU YEX 

V0(x)=Max[ro(u)+~V1(y)p(ylx, u)] 
UEU YEX 

も成立する。さらに， §4最適解の構成をこの加法型過程に対して同じ流れで，しかし注意深く議論し

ていくと，最適政策ゲ={6t°(xo),6t'(xo, X1)}の第 2決定関数吋(xo,x1)はその第 1(初期）状態 Xoに依

存しないことが分かる。すなわち，加法型過程では最適政策はマルコフ政策になる。このことが最小

型過程一肴隻小型関数の期待値最大化問題ーとの決定的な違いである。

最後に，本論文§2問題と定式化において，最小型過程をいわゆるマルコフ政策の枠組みの中で定式

化したことに言及しておこう。既に30年以上におよぶマルコフ決定過程研究の結果から，最適政策を

求めるには（加法型過程の場合だが！！）マルコフ政策に限定してよい(Markovpolicy is enough) と
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いう事実ある ([2],[6], [16], [19])。実は， §2の定式化はこの事実を前提としたのである。しかし，

マルコフ政策の中での定式化は矛盾をきたし，最小型過程の場合は一般政策の枠組みの中で定式化す

ると，矛盾は解決することが分かった。このように，最小型関数の期待値最大化問題をマルコフ政策

の中で定式化することによって，既存の加法型関数の期待値最適化との相違が鮮やかに浮き彫り出来

たことになる。そして，加法型過程の研究成果を携えて，いま最小型関数を含む結合型関数の期待値

最適化の研究は緒についたと言えよう ([9],[10])。

B. 付録 2: 証明

さて，パラメータ入を含む部分問題群

炉(x公tt)=入八reに）

が(x砂）=Max~[ttA r1(u1)八r凸）]p(叫X1,ぃ） (42) 
冗1 工2EX

v0(xo;'1)=Max~{[幻\ro(uo)八r畑）I¥ r凸）] (43) 
冗0,冗I(エ1,X2)EXXX

X P(x1lxo, uo)P(叫X1,ぃ）｝

の式(42)においては u1=冗i(x1;'1)であり，式(43)では uo=冗o(xo;'1),u戸冗1(x1;ふ）であることに注意

する。ただし，ふ＝入八ro(uo).

このとき， 2変数最大値関数列 {v0,v1, 炉｝が再帰式

v紅；11)=11八れ； (x) 

が(x;11)=Max~ 炉(y;入八ri(u))p(ylx,u) 
UEU YEX 

v0(x; 1t)=Max~ が(y;入八ro(u))p(ylx,u) 
UEU YEX 

を満たすことを示す。

証明 最初の 2つの式(44),(45)は明らかである。第 3の式(46)すなわち

(44) 

(45) 

(46) 

v0(xo; ilo)=Max~v0(x1; 入。I¥ro(Xo, uo))p(x1lxo, uo) xoEX, 麟 [O,1] (47) 
UoEU X1EX 

の成立を示す。

まず， 1段過程の最適（マルコフ）政策吋を選ぶと，

が(x1;/\1)= エ苔~[ふ八 r1(u1) 八 rc(x2)]p(x叶 x1, u1) V (x1, ふ）EX  X [0, l] (48) 

(u1=吋（ふ；ふ））

になる。 2段過程の定義(5)より，各 (xo,入o)EXX[0, 1]において最適（マルコフ）政策危＝｛元。，元｝

を選ぶと，

v0(xo;ilo)=~{[入。八 ro(uo)I¥ r1 (u1)八rc(x2)]
(XIぶ 2)EXXX

X p(x1lxo, uo)P(x叶X1,U1)} (49) 

になる。ただし
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uo= ito(xo; 入。），ふ＝入。八ro(uo), u戸 元(x1;ふ）．

以下では普遍式

~~f(x1, xz)=~ ~f(x1, xz) 
(X1,X2)EXXX X1EX X2EX 

も用いる。また，不等式

品［ふ八r⑰)八reに）]p(x心，ぃ）

三が(x砂1) V(x1, ふ）EXX[0,1] 

が成り立つ。したがって，式(49)........,(52)より，次が成り立つ：

v0(xo; 110)~xt旦~x苔~{[入。八 ro(uo) 八 r1(u1) 八れ；(x2))] 

xp(x1lxo, uo)P(x叶X1,ぃ）｝

=~ ~{[ふ八 r1(u1) 八厄に）]p(叫X1,ぃ）}p(叫Xo,uo)} 
X1EXX2EX 

（ふ＝入。八ro(uo))

噂 xが（エ；ふ）p(叫Xo,Uo) （ふ＝入。八ro(uo))

＝品が(x1;入。八ro(uo))p(叫Xo,uo). 

よって，

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

v0(xo; 入。）S xt且が(x1;入。八ro(uo))p(x1lxo,uo) V(xo, tto)EXX [O, 1] (54) 

である。ここで，すべての uEUについて最大化演算を施すと，不等式

v0(xo; tto) 幻Max~ が(x1;入。八ro(uo))p(x1lxo,uo) V(xo, 11年 XX[O, 1] (55) 
UoEU X1EX 

が得られる。

他方，任意の (xo,tto)EXX [0, 1]に対して u*=u*(xo,tto)E Uが式(55)の右辺の最大値に到達する

とすれば，マルコフ決定関数

冗o*:Xx[0,1]→U 対(xo;tto)=u* 

が定義できて，

Max~ が(x1;入。八ro(uo))p(x1lxo,uo) 
UoEU X1EX 

＝品が(x1;入。八ro(uo))p(x1lxo,uo) (uo=対(xo;Ao)) 

である。したがって， (48)より

品が(;1;入。八ro(uo))p(叫Xo,uo) (uo=対(xo;Ao)) 

＝品し苔~[A1/\ r1(u1)八reに）]p(x心，ぃ）}p(叫Xo,uo) 

（ふ=;t。I¥ro(uo)) 

(56) 

= L;L; {[入。八ro(uo)八r1(u1)/¥ reに）]p(叫Xo,uo)P(x2lx1, u1)} (57) 
(XIぶ2)EXXX

になる。更に，式(56),(57)より，

芭翌品が(x1;入。八ro(uo))p(叫Xo,uo) 
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=(X1, 苔苔xx{[入。八ro(uo)/¥r1(u1)八丘に）]p(叫Xo,uo)P(x心， U1)}

(uo=対(xo;入。）， '12囀 o八ro(uo), u戸が(x1;ふ））

::;:Max~~{[入。八 ro(uo)I¥ r1 (u1) /¥ r凸）]p(土 o,uo)P(x叶X1,U1)} 
冗0,冗1(X1,X2)EXXX 

=v0(xo; Ao) 

になる。すなわち，式(55)と(58)より，等式(47)の成立が示された。（証明終り）

なお，この等式の証明には拡大過程に対する終端型評価系において確率的な意味での単調性

n n 

b拿心(i=l,…， n) =⇒ ~(ao bi)Pi~ ~(ao ci)か
i=l z=l 

(ao b=b, ~ か=l, pi20) 
i=l 

(58) 

(59) 

を用いたことになるが，確率的最適化である原過程の最小型評価系に対しては確定的な意味での単調

性

Max[c八f(x)]=c八Max/(x)
1 エ

は用いていないことに注意しよう。

C 付録 3: 脚注

ここでは脚注 2,脚注 3に同時に答える反例を示す。

1変数最大値関数列 {v0,v1, 炉｝間には再帰式

炉(x)=rc(x) 

が(x)=¥ea6c[ri(u)Aえ;炉(y)p(ylx,u)] 

v0(x)=咆~aJC[ro(u) /¥ぶが(y)p(yjx,u)] 

は一般には成立しない（脚注 2)。

1変数最大値関数列 {V0,V1, Vり間には再帰式

V2(x)= rc(x) 

V1(x)=Max[r1(u) 八 ~v2(y)p(ylx, u) 
ueU yeX 

V0(x)=Max[ro(u)A~V1(y)p(ylx, u) 
UEU YEX 

は一般には成立しない（脚注 3)。

(60) 

(61) 

(62) 

ここでは次のような Bellmanand Zadeh [ 4, pp. Bl54]の数値例からなる 2段過程を考えよう。

rc(s1)=0.3, rc(s2)=l.O, rc(s3)=0.8 (63) 

r1(a1)=l.O, r1(a2)=0.6 (64) 

ro(a1)=0.7, ro(az)=l.O (65) 
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Ut=a1 Ut=az 

Xt "'Xt+l S1 Sz S3 Xt ""Xt+1 S1 S2 S3 

S1 0.8 0.1 0.1 S1 0.1 0.9 0.0 

S2 〇.0 0.1 0.9 S2 0.8 0.1 0.1 

S3 0.8 0.1 0.1 Sa 0.1 0.0 0.9 

まず，

v贔）=0.3, V2(s2)=l.O, V店）=0.8 (66) 

は明かである。次に，最大期待値{vie Si), vie s2), V1(S3)}は以下の全数直接列挙法（図 1)によって

V1(si)=0.57, V⑮) =0.82, vies3)=0.57 (67) 

であることがわかる。同時に，最大値に到達する値を探すと，最適（当然マルコフ）政策｛がexi)}

冗tesi)=a2, 吋esz)=ai, 冗tes3)=a2 (68) 

が得られる。これは図 1の実線に対応している。

図1では，次の簡略記号を用いている：

履歴=xi 乃eui)/Ui Pe叫Xi,ui) Xz 

終端＝終端評価値=rcexz) 

経路＝経路確率=Pe叫Xi,Ui) 

最小＝最小評価値=rieui)八rcexz)

積＝経路x最小

さらに，イタリック体は確率を，ボールド体は上下の期待値の最大（大きい方）の数値を表す。

図 1 1段過程に対する状態 S1,S2, S3からの全行動と最大分枝の選択

I 履 歴 I終端 I経路 I最小 I積 1期待値I

旦 s,
0.3 0.8 0.3 0.24 

1.0 ヽ’‘,、 S2 1.0 0.1 1.0 0.1 I 0.42 
,, a, S3 0.8 0.1 0.8 0.08 

S1 "-.,. ,,-

0.3 0.1 0.3 0.03 0.6旦-;;;S1 
a"'-2 0.9 ぐ9 1.0 0.9 0.6 o.s4 I o.s1 

0.8 0.0 〇.6 〇.0

S1 〇.3 0.0 0.3 0.0 
0.1 

1.0 0.1 1.0 0.1 I 0.82 1.0 /三 S2

a1 S3 0.8 0.9 0.8 0.72 
S2く

0.3 0.8 0.3 0.24 `、06~s,
a2 , S2 1.0 0.1 0.6 0.06 I 0.36 

S3 0.8 0.1 0.6 0.06 

LO_,/~ 0,8 賃s2, 

0.3 0.8 0.3 0.24 

1.0 0.1 1.0 0.1 I 0.42 
、, a1 Sa 0.8 0.1 0.8 0.08 

S3 <(__ ヽ‘
0.3 0.1 0.3 0.03 

06~ 旦｀ふ
1.0 0.0 0.6 o.o I o.57 a"-2 0.0 S2 

S3 0.8 0.9 0.6 0.54 
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最後に， 2段過程の最大期待値{V0e S1), V0e S2), voe S3)}は以下の図 2,3, 4による全行動列挙法に

よって

V0(si)=0.795, V°{sz)=0.595, V0(s3)=0.583 (69) 

になる。このとき，最大期待値の上下選択によって最適政策

が＝｛対(xo),が(xo,叫｝

は

冗o*(s1)=a2, 対(s2)=a2, 盆(&)=a1 (70) 

図 2 2段過程に対する状態 S1からの全行動と最大分枝の選択

履 歴 I終端 I経路 I最小 I積 1部分期I全期待I

旦 s,
0.3 0.64 0.3 0.192 

LO ヽ,',、 S2 1.0 0.08 0.7 0.056 I 0.304 
S1 ，ヽ ,-, a1 S3 0.8 0.08 0.7 0.056 

--_06彗 s, 0.3 0.08 0.3 0.024 

a2 , S2 1.0 0.72 0.6 0.432 I 0.456 
S3 0.8 0.0 0.6 0.0 

o.s I 
LO_, ペ0,0噂ふ2 

0.3 0.0 0.3 0.0 

1.0 0.01 0.7 0.007 I 0.070 
S2 ，ヽ ,、, a1 S3 0.8 0.09 0.7 0.063 I 

I 0.583 ‘、06三r0.3 0.08 0.3 0.024 

a2 , S2 1.0 0.01 0.6 0.006 I 0.036 
S3 0.8 0.01 0.6 〇.006

1.0_,...-<E::: 0.8誓ふs, 
0.3 0.08 0.3 0.024 

1.0 0.01 0.7 0.007 I 0.038 
Sa ’‘ ,-, a1 S3 0.8 0.01 0.7 0.007 

□':'号 s,
0.3 0.01 0.3 0.003 

a2 , S2 1.0 0.0 0.6 o.o I 0.057 
S3 0.8 0.09 0.6 0.054 

賃 s,
0.3 0.08 0.3 0.024 

1.0 ’’ ‘‘ , S2 1.0 0.01 1.0 0.01 I 0.042 
S1 ヽ、、,- a1 S3 0.8 0.01 0.8 0.008 

0.6 旦~-rJ.9 S1 0.3 0.01 0.3 0.003 
a"'-2 0.9 1.0 0.09 0.6 0.054 I 0.057 0.0 S2 

S3 0.8 0.0 0.6 0.0 

竺 S1 0.3 0.0 0.3 0.0 

1.0 0.9 S2 1.0 0.09 1.0 0.09 I 0.738 
S2 a1 $3 0.8 0.81 0.8 0.648 I 

” 均s,
0.3 0.72 0.3 0.216 I 

I 0.795 

a2 , S2 1.0 0.09 0.6 0.054 I 0.324 

0.0 ¥ S3 0.8 0.09 0.6 0.054 

-----0.1 S1 
0.3 0.0 0.3 0.0 

0.1 Sz 1.0 0.0 1.0 o.o I o.o 
$3 0.8 0.0 0.8 0.0 

S1 0.3 0.0 0.3 0.0 
0.0 

1.0 0.0 0.6 o.o I o.o 0.9 S2 
S3 0.8 0.0 0.6 0.0 
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不確実性の下での最適危機管理について

盆(s1,s2)=a1, 冗o*(s1,S3)=a2 

諒(s2,s2)=a1, 冗o*(s2,S3)=a2 

盆(S3,s2) = a1, 冗o*(s3,S3)=a2 

で表されることがわかる。ここで注意すべきは第 2決定関数が(xo,ふ）は初期状態 Xoに依存していな

冗o*(s1,s1) = az, 

冗o*(Sz, S1) = az, 

冗o*(s3,s1)=a2, 

(71) 

いということである：

が(xo,x1)=が(x1).

したがって，最適政策がはマルコフ政策であることがわかる。故に，この事実より等式 v0(xo)=

図 3

履

2段過程に対する状態 S2からの全行動と最大分枝の選択
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V0(xo)が成立する。すなわち

である。

炉(s1)=V2(s1)=0.3, 

が(s1)=V1(s1)=0.57, 

v0(s1)= V0(s1)=Q.795, 

炉(s2)=V店）=1.0, 祈(s3)=V2(s3)=0.8 

炉(s2)=V1(s2)=0.82, が(s3)=V1(s3)=0.57 

V0(s2)= V0(sz)=0.595, V0(S3)= V0(Sg)=0.583 

なお，図 2,3, 4では以下の略号を用いている：

履歴=xoro(uo)/ Uo P(x1lxo, uo)x1 ri(u1)/ U1 P(x叶X1,U1) X2 

図 4 2段過程に対する状態 S3からの全行動と最大分枝の選択

履 歴 I終端 I経路 I最小 I積 庫分期I全期待I
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不確実性の下での最適危機管理について

終端＝終端評価値=rc(x2) 

経路＝経路確率=P(叫Xo,uo)P(叫X1,U1) 

最小＝最小評価値=ro(uo)八r1(u1)八 rc(x2)

積＝経路x最小

部分期＝部分期待値，全期待＝全期待値

さて，式(30)で定義された 1変数最大値数列 {V0,V1, V2}は再帰式

V2(x)= rc(x) 

V1(x)=Max[r1(u) 八 ~v2(y)p(ylx, u)J 
ueu yeX 

V0(x) =¥EaJc[ ro(U) j¥迅V1(y)p(ylx,u)] 

を満たさないこと（脚注 3)を確かめよう。そのために，新たに再帰式 ([4])

w氾）=rc(x) 

町 (x)=Max[r1(u)八 2炉 (y)p(ylx,u)] 
UEU YEX 

W0(x) = Max[ ro(u)八 2附 (y)p(ylx,u)] 
UEU YEX 

(73) 

(74) 

で定義される関数列 {W0,W1, Wりが {V0,V1, Vりと異なることをみればよい。事実，冒頭のデータ

(63), (64), (65)を用いて式(74)によって {W0,W1, Wりを計算すると，

w贔）=0.3, W店）=LO, W闘）=0.8 

附 (s1)=0.6, W⑮) =0.82, W1(s3)=0.6 

W0(si)=0.798, W0(sz)=0.622, W0(s3)=0.622 (75) 

になる。式(72)の値と比較すれば， (W0,W1, Wりは (V0,V1, Vりに一致していないことがわかる。

したがって，（脚注 3)の反例が与えられたことになる。

さらに，式(14)で定義された 1変数関数列 {v0,v1, 炉｝に対しては式(72)より

(vo, が，炉）=(V0, V1, Vり

である。したがって， (W0,W1, Wりは (v0,v1, 炉）にも一致していないから，上述の反例は同時に（脚

注 2)の反例にもなっている([4], [5], [11], [14], [15], [18]も参照）。
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