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確率的逐次割当問題に関連した諸間題について(II)

中 井 達

1 序

確率的逐次割当問題 (SequentialStochastic Assignment Problem)に関する前稿（中井 [28])

で述べたように，この問題は Derman,Lieberman and Ross [ 4 ]により紹介され，その後いろいろ

な発展をしている。確率的逐次割当問題とは，次のような問題である。重複する事になるが改めて述

べることにしよう。この問題は，決定者 (decision-maker)が， N人の人間を雇っていて，それぞれ

の能力がP1,加…，加とする。また，順序は一般性を失うことなく並べかえることができ， l~P1~P2

こ… ~PN~o とする。ここで，大きさ X の仕事に完全な (perfect) 人間が当たれば，そのときの利得

はX とし，能力がPの人間が当たればxそのものを得ることはできず，そのときの利得はpxとす

る。すなわち，このPは各人の能力により時間がかかる場合もあり，また失敗をする事もあるのでそ

れらをも含めてこの値を考える。一方， N個の仕事が逐次に出現するが，これらの仕事の大きさをあ

らかじめ知ることはできず， 1度に 1つづつ観測していく。これらの値は，ある確率変数の実現値と

考えられ，これらの確率変数はおのおの独立でかつ同一の分布に従いその確率分布関数は既知とする。

また，いったん割り当てられた人間は二度と割り当てられないとする。このとき， N人の人間を N個

の仕事にどのように割り当てれば総期待利得を最大にできるかを考えたものである。この問題に対し

ては， P1,加…，加とは独立な，確率変数の分布関数にのみ依存するしきい値 (thresholdvalue)が求

められ，これらの値により最適政策が得られることが知られている。

一方，次のような不等式に関する性質が成り立つことがよく知られており， (Hardy,Littlewood and 

Polya [ 5 ])この確率的逐次割当問題はこの Hardyの補題の確率的一般化と考えられる。

補題 1 (Hardyの補題）

a1za22…zaNzOおよび b12b22…zbNzOとする。このとき

N N 

max~a;b叩） =~aふ
O'ESN i=l i=l 

である。ただし，ふはN次の対称群である。
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この確率的逐次割当問題については，すでに Albright[ 1 ]・Albright and Derman [ 2 ]・Nakai 

[ 7]・[ 8]• [10]• [11]• [14]・[17]・[18]・中井[9]• [15]• [24]• [25]・Righter [32]• [33]• 

Skaguchi [35]・[36]・[37]などで，いろいろな場合について各種の性質が求められている。一方，

1度に 1つではなく複数の確率変数が観測できる場合に，それらの複数の観測値に対する確率的逐次

割当問題についても考えられる。このような問題について，中井 [27] ・中井，寺岡 [30]•Nakai and 

Teraoka [31]で触れられている。また， Kennedy[ 6]では観測する確率変数が独立でない場合に

ついて扱っている。

第2節では，ポアソン過程の上での確率的逐次割り当て問題について考える。この問題では確率変

数を逐次に観測することはこれまでと同様だが，観測する時点がこれまでのように決められた時間間

隔で現れるのではなく，あるポアソン過程にしたがって観測時間が決まる場合にこの問題を考える。

また，この節で考える問題では，いくつの確率変数が存在するかは未知とし，最適政策とそのもとで

の総期待利得の性質について考える。

第3節では，これまで考えてきた確率的逐次割り当て問題をゲーム論的に定式化する。そのために

いくつかの方法があるが，ここでは拒否権のある 2人0和ゲームとして定式化し，両プレイヤーの最

適戦略とこのゲームの値について考える。この節で考えるように拒否権のある 2人 0和ゲームとして

定式化することにより，この問題の近似的性質もあわせて求められる。この近似的性質は， Albright

and Derman [ 2 ]の結果を応用して得られる。

つぎに 1度に複数の値を観測できる場合の確率的逐次割り当て問題を考える。そのためにつぎのよ

うな準備を行う。複数の確率変数を同時に観測できる多段決定問題として最適選択問題を考え，この

問題について最適政策とこの政策に従って最適に振る舞ったときに得られる総期待利得の性質につい

て，いくつかの性質を求める。 (Nakai[16] ・中井 [25]• [27])この最適選択問題は，逐次に出現す

る確率変数を決められた期間にわたって観測し，それら確率変数の観測値の中からあらかじめ決めら

れた数だけ選択し，選択した観測値の総和を最大にすることを目的とする。このとき，決められた期

間にわたって出現する確率変数の数はあらかじめ既知の場合とそうでない場合がある。このような問

題の中で，それぞれの確率変数がどの期に観測できるかという確率が，独立かつ同一の確率分布に従

う場合について，その最適政策とその政策のもとで最適に振る舞って得られる総期待利得の性質が研

究されている。 (Nakai[16]) 

まず，第4節では Nakai[16]で得られた結果について簡単に述べることにする。第4.1節ではこの

問題を考えるときに必要となる基本的な数列を生成する。ここで求められる数列についてはいくつか

の性質を持つことが知られている。第4.2節ではこれらの準備の後で， Nakai[16]で扱われた最適選

択問題の最適政策とそのもとで最適に振る舞ったときに得られる総期待利得の性質について，基本的

な結果について述べる。 1度に複数の値を観測できる確率的逐次割当問題の性質を考えるために，こ

の節で得られた結果を必要とする。

第4.3節では第4.2節とは異なり，決められた期間にわたって出現する仕事（確率変数）の数が未知

の場合を考える。ここでは，各期でその期に観測できる確率変数の数の分布は判っているとする。こ
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の場合の最適選択問題について第4.2節と同様にこの問題の最適政策とその政策に従ったときに得ら

れる総期待利得の性質を考える。これらの準備の後， Nakai[16]で扱われた最適選択問題と同様にし

て，この問題についても基本的な結果が得られる。

第5節では 1度に複数の値を観測できる確率的逐次割当問題を考える。もし， 1度に 1つづつしか

観測できなければ従来の確率的逐次割当問題と同じ問題であり，一方1度にすべてのものを観測でき

れば， Hardyの補題（補題1)そのものである。したがって，ここで考える問題はこれらの問題の中

間に位置するものといえる。この問題では，基本的には従来の確率的逐次割当問題と同だが， 1度に

複数の値を観測できる点が異なっている。

第5.1節では，決められた期間にわたって出現する仕事（確率変数）の数が既知の場合を考える。い

ま，決定者(decision-maker)は， N人の人間を雇っているとし，これらN人を逐次に出現する N個

の仕事に割り当てる問題を考える。ただ，それらN個の仕事（確率変数）が計画期間の間のどの期に

観測できるかは，各々互いに独立であり，また観測される期に関しても独立であり，その確率は一様

とする。したがって，決められた期間のそれぞれの期に観測できる確率変数の数は，残された仕事（確

率変数）の数と計画期間により，その分布がわかる。このとき， N人の人間を N個の仕事にどのよう

に割り当てれば総期待利得を最大にできるかを考える。

第5.2節では，決められた期間にわたって出現する仕事（確率変数）の数が未知の場合について扱

ぃ，各期でのその数の分布は判っているとする。この場合の確率的逐次割当問題について第5.1節と同

様の問題を考える。ただし確率変数の数が未知だから， N個の値P1,Pが・・，加すべてが割り当てられ

るとは限らず，また足りないこともあり，この点が前節で考えた問題とは異なっている。

2 ポアソン過程の上での確率的逐次割当問題

これまでに考えた問題では，計画期間が決められていてその間の各期での確率変数の実現値を観測

できる場合を考えた。ここでは，決められた計画期間の間にいくつの確率変数を観測できるかわから

ない場合を考える。いま，出現する確率変数の数について事前に分布がわかっているが，それぞれの

確率変数の観測時点は互いに独立で同一のポアソン過程にしたがう場合を考える。すなわち決められ

た期間内にすべての確率変数が現れるとは限らないような問題である。このような確率的逐次割当問

題について，最適政策とこの政策に従って最適に振る舞ったときに得られる総期待利得について考え

る。同様の問題としては， Non-Homogeneousなポアソン過程の上での問題 (Sakaguchi[36])や，

同様の問題を別の角度から議論したもの (Sakaguchi[37])がある。また，同様のポアソン過程にし

たがって確率変数が逐次に出現するが，いつまで決定を続けられるかわからない場合について， Right-

er [33]で触れられている。

いま，残り計画期間 T(0:s;:T<oo)の間に， M個の確率変数｛ぷ}i=l,2, …，M が逐次に出現しその実現

値を観測できるとする。ただし， M は分布が既知の確率変数とし，それら M個の確率変数の観測値に

N個の｛か，…，加｝を割り当てる問題を考える。目的は総期待利得を最大にする最適政策とそのもとで
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の総期待利得を求めることである。ここである確率変数の観測値 Xに値Pを割り当てたときの利得

は，これまでと同様にpxに等しいと考える。また，いったん割り当てられた Pは二度を割り当てられ

ないとする。ここで，割り当てることのできる数N と残っていると考えられる確率変数の数の最大値

は等しいとしても一般性を失うことはない。また，残りの確率変数の数に関する情報は， {O,1, 2, …, 

M}の上の確率分布q= (qo, Q1, Q2, …, qりによって表されているとし，既知とする。

このとき，残りの計画期間が T,残りの確率変数の数に関する情報が q, この期間内に割り当てら

れる Pが{P1,…，加｝であり，直前の決定を行ってからの経過時間が tのとき， (P1,…, PN; T, t, q) 

をこの問題の状態と呼び，この状態での確率逐次割当問題を pP(P1,…， PN; T, t, q)で表す。また状

態が(P1,…, PN; T, t, q)の確率的逐次割当問題で，確率変数の観測値がXのときの条件付きの部分

問題を， pP(P1,…， PN; T, t, qlx)で表す。

まず始めに確率変数の到着過程について考える。各々の確率変数の到着時間間隔は，互いに独立で

あり，等しい平均ーを持つ指数分布に従うと考えられる。すなわち，確率変数の数がM のとき，最

初の到着時間分布は， min{Z1,Z2, …，Z叫だから，平均 の指数分布となる。ただし，乙は平均一M入
を持つ指数分布にしたがう確率変数とし，互いに独立とする。よって，指数分布のmemorylessprop-

ertyから，最初の到着時間 Yの分布は，

Pr(Y :S: tlM = k) = 1 -[e―U]k (k = 1, 2, 3, …， N) 

となる。

いま，残りの確率変数の数に関する事前の情報が qで，連続した確率変数の出現した時間の時間間

隔が tのときの事後情報を考える。ベイズの定理を用いれば事後分布qは，

恥 =c釦+1e-kAt

となる。ただし， k= 0, 1, 2, …, N-1, 心=Pr(残りの確率変数の数がkJq)とし， Cは次の式を満

足する定数である。

N-1 
2恥=1 (t~O) 
k=O 

また， t時間にわたって確率変数が1つも出現しない場合の残りの確率変数の数に関する情報q*は，

q: = dq認―mu (l~m~N) 

となる。ただし， q/= dq。であり， dは次の式を満足する定数である。

i心=1 (t~O) 
m=O 

いま，これらの確率的逐次割当問題P列か，…，加； T, t, q)とpP(か，…，加； T, t, qlx)で最適に振る

舞ったときに得られる総期待利得をそれぞれ炉（か，…，加； T, t, q)と炉（か，…，加； T, t, qlx)とす

る。このとき最適性の原理より，次の最適方程式を満足することがわかる。

炉(P1,・・・， 加； T, t, q) = E[v位(P1,…， 加； T, t, q)lq] 

v盆(P1,…，加； T, t, q) = E[vt(P1, …， PN; T, t, q)IM =叩， q]

ヽ`＇ノ

‘.,l'

1

2

 

（

（
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v盆(P1,…，加； T, t, qlx) = E[v盆(P1,…，加； T, t, q)IM = m, q, X = x] (3) 

ここで， (1)式は残りの確率変数の数に関する情報が qのときの条件付き期待値であり， (2)式は残

りの確率変数の数が mのときの期待値である。 (3)式は残りの確率変数の数が mのとき， X=xを

観測したときの期待値である。

つぎに，残りの確率変数の数に関する事前情報が qのとき，微小時間△tの間に起こる 3つの場合を

考える。確率Mil△t+o(△ t)で時間間隔△tの間に確率変数が1つ出現する場合，確率1-Mil△t+o(△ 

t)で時間間隔△tの間に確率変数を 1つも観測できない場合，最後に確率 o(△t)で2つ以上の確率変

数を時間間隔△tの間に観測する場合である。したがってこのことから，

vt(P1, …，加； T, t, q) 

= Milt f00 max {加x+vし(P1,…， Pk-1, Pk+l, …，加； T-t —• t, 0, q)}dF(x) 
0 1勾繹

+(1-Mil△ t)vt(P1, …，加； T, t+△ t, q)+o(△ t) (a.e.) (4) 

となる。ところで，

E[vい(P1,…， Pk-1, Pk+l, …，加； T-t, 0, q)J =炉(P1,…， Pk-1, Pk+l, …，加； T-t, 0, q) 

だから， (4)を整理して△t→0とすると，

a 
--vt(P1, ・・・, 加； T, t, q) at 

= Mil f max{加x+訳(P1,…， Pk-1, Pk+l, …，加； T-t, 0, q)}dF(x) 
0 lS::kS::N 

-M, 雇 (P1,…，加； T; t, q) (5) 

となる。

ここで次のことに注意する。この問題では，動的計画法の考え方で定式化を行い，それぞれの状態

で最後に観測した時点からの経過時間を変数として含んでいる。さらに決定は各確率変数を観測した

時点でのみ行えるから，残りの確率変数の数に関する情報は，確率変数を観測する時間間隔から得ら

れると考えれば十分である。したがって観測時点の間で，情報を常に改良することを考える必要がな

いことがわかる。

つぎに数列{ht(T,t, q)L=o, …N を次のように帰納的に定義する。

N 

属(T,t, q) =~q点g知(T, t, q) 
m=l 

応 (T,t, q) = mttemu f Tfk(T, t, q)e―mudt 
t 

co 

fk(T, t, q) = f h昆 (T
hi-; 古(T,t,q)

, t, q)dF(x) 

+f囮 (T,t,q) 叫 (T,t,q)

. ( 
xdF(x)+ 

hN-1 , t, q) 
T 1 叫 (T,t, q)dF(x) 

＝ふ(hい(T,t, q))一乃(h畠 (T,t, q)) 

ただし， h似(T,t, q) = ooと

‘‘,／ヽ

＇ヽー、

6

7

 

（

（

 

(8) 
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N 

属(T,0,q)=邑鱈N,m(T,0, q) 

とする。また，関数冗(a)とふ(a)はDeGroot[ 3]等でよく知られた関数

TF(z) = j00(x-z)dF(x), ふ(a)=z十乃(z)

である。

定理 1 確率的逐次割当問題pP(P1,…， PN; T, t, q)の最適政策は次のようになる。

この問題の状態が(P1,…， PN; T, t, q)のとき，確率変数を観測し，その観測値が X とする。この

とき， hi(T,t, q)<x~h炉(T, t, q)ならば，この Xをj番目の pjに割り当てることが最適である。

定理2 問題戸(P1,…, PN; T, t, q)で最適に振る舞ったときの総期待利得炉(P1,…, PN; T, t, q)は，

m 

炉(P1,…，加； T, t, q) =~PihU T, t, q) 
i=l 

(9) 

である。

これら 2つの性質は， Nに関する帰納法によって示される。定理1と定理2をあわせて示す。

N=  1のとき，

a 00 

at 叫； T, t, q) = MA fかxdF(x)-MAvit(か； T, t, q) 
゜

= P1AμM -MA vit(か； T, t, q) (10) 

である。したがって， vft(か； T, T, q) = 0より，

成（か； T, t, q) =かμM(l-e―,¥M(T-t))

＝かgr,1(T,t, q) (11) 

となる。また

炉（か； T, t, q) = E[ v,?(か； T, t, q)] = P1qfgt,i(T, t, q) = P1M(T, t, q) 

となるから， N=lのときが求められる。 N-lまでこれらの定理を仮定して， Nのときに成り立つ

ことを示す。

定理 1の証明. (5)式の第1項目は，

叫 00maxか(x)}dF(x)
゜
｛ lsksN 

と表される。ただし，帰納法の仮定により

か(x)=加X十炉（か，…， Pk-1,Pk+l, …，加； T-t,0,q) 
k-1 N 

= ~ かhi-1(T-t,0, q)+加x+~ Pjhtrーよ(T-t,0, q) 
j=l j=k+l 

となる。一方， hJv-1(T-t,0, q) (lsjsN-1)に関する仮定から， htー1(T--t,0, q)<xs 

h鯰 (T-t,0,q)ならば(lsjsN),Hardyの補題（補題1) より

max{か(x)}=以x)
1,;;k,;;N 
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となる。したがって，この定理が成り立つ。ロ

定理 2の証明．定理 1より， (12)式は

M虚仁；~~:こいx)dF(x)
となる。 (13)式を代入して整理すれば，

N 

M応恥JI.(T,t, q) 
j=l 

となる。したがって M=mのときの微分方程式(5)式の解は

N 

v盆(P1,…，加； T, t, q) =~Pi鈴，m(T,t,q)
j=l 

となり，したがって

N 

尻(P1,…，加； T, t, q) = E[炉(P1,…，加； T, t, q)] =~pj属(T, t, q) 
j=l 

となる。一方，掃納法の仮定より

hJ.r-1(T-t, 0, q)2hi, ー1(T-t,0, q)2…2h岱こl(T-t,0, q) 

だから，

Jt(T-t, 0, q)2fh(T-t, 0, q)2…2/ff(T-t, 0, q) 

となる。この不等式と姉，m(T,t,q)が微分方程式

羞y(T,t, q)-m,1y(T, t, q) = -m狐 T,t, q) 

の解より，

鈴，m(T,t, q)2如~(T, t, q) (l~j, m~N) 

が成り立つ。したがって

属(T,t, q)2h炉(T,t,q) (l~j幻N)

となり，この定理が成り立つ。ロ

3 確率的逐次割当問題に対するゲーム論的接近

これまでに考えた確率的逐次割当問題では，決定者がすべての観測値を獲得できたが，ここでは競

合的状態のもとで割当を行う問題を考える。このような問題を拒否する権利がある 2人0和ゲームと

して定式化し，各プレイヤーの最適戦略とその最適戦略にしたがったときのゲームの値を考える。ま

た，ポアソン過程の上での 2人0和ゲームについては， Nakai[11]で考えられている。

いま， 2人のプレイヤー（プレイヤー IとII)を考え，これら 2人のプレイヤーによって逐次に出

現する確率変数の観測値の中から， n個の値を選択しプレイヤー Iのn個の {P1,…，Pn}を割り当てる

ことを考える。いま， {Xふ=1,2,…を独立で同一の分布にしたがう確率変数の列とする。このとき，これ

らの確率変数が逐次に出現し，それらの実現値を観測できるとする。これらの実現値を観測するごと

に， 2人のプレイヤーは同時にこの値を受け入れるか，それとも拒否するかを決定する。さらに，プ
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レイヤー Iは，プレイヤーIIがこの値を受け入れたときに n個の｛か，…，加｝の中のどのPをこの値に

割り当てるかを同時に決めておく。いま，確率変数Xの観測値が Xのとき，それぞれの決定に対する

この期での利得はつぎのようになる。どちらかのプレイヤーが拒否すれば，この期での利得は 0であ

り，つぎの期に進み，新しい確率変数の実現値を観測する。この場合プレイヤー Iが選択していたPは

つぎの期以降の決定に用いられる。一方，両方のプレイヤーがこの値を受け入れることに同意し，プ

レリヤー Iが大きさ Pの値を選択していれば，プレイヤー Iに対するこの期での利得はpxとなる。ま

た，いったん割り当てられた Pは二度と割り当てられないとする。このとき，両プレイヤーの拒否で

きる回数は決められており，この数と割り当てられる｛か，…，加｝は両プレイヤーに既知とする。プレ

イヤー IとIIの拒否できる回数を，それぞれ rとsとする。このゲームは，逐次に出現する確率変数

の実現値の列から n個の値を選択し， n個の｛か，…，加｝に割り当てるまで続けられる。また，プレイ

ヤー Iは総期待利得を最大にすることを目的とし，プレイヤーIIは反対に最小にすることを目的とす

る。

いま，このようなゲームを G(か，…，加， r;s)で表す。またこのゲームで確率変数の観測値が Xの

ときの条件付きの部分問題を， G(か，…，加， r;six)で表す。このとき，このゲームはつぎのように表

現できる。

[Step 1]両プレイヤーが確率変数Xの実現値 Xを観測する。

[Step 2]プレイヤー Iはこの観測値に対して，受け入れるかどうかを決定し，受け入れる場合には

どのPを割り当てるかを選択する。一方，プレイヤーIIも同時にこの観測値を受け入れるかどうかを決

定する。

[Step 3a]もし，どちらかのプレイヤーが受け入れないならば（拒否するならば），プレーヤー Iに対

する利得は 0となり，つぎの期に進む。つぎの期ではここで拒否したプレイヤーの拒否する権利の数

が1つ減り，サブゲーム G(か，…，加， r-l;s),G(か，…，加， r;s-1)または G(か，…，加， r-1;s 

-1)となる。このときプレイヤー Iの｛か，…，加｝は変わらない。

[Step 3b]もし両方のプレイヤーが受け入れ，プレイヤー Iがj番目のかを割り当てるならば，プレ

イヤー Iは利得pjxを獲得しつぎの期に進む。このとき，つぎの期ではゲーム G(か，…，Pj-1,PH1, …, 

加， r;s)となる。

このとき，これらの確率的逐次割当ゲーム G(か，…，加， r;s)とG(か，…，加， r;six)の値をそれぞ

れ研（か，…，加， r;s)と炉（か，…，加， r;six)と表すとすると，最適性の原理より次の最適方程式を満

足する。

炉(P1,…，加， r;s) = E[炉（か，…，加， r;s!X)] 

研(P1,…， Pn, r; six) 
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reJect accept 

reject 炉(Pi,…， Pn, r-1; s-1) 炉(P2,…， Pn, r-1; s) 

= val 
select P1 研（か，…，加， r;s-1) P心＋炉(P2,…， Pn, r; s) 

(15) 

select Pn 研(P1,…， Pn, r; S -1) PnX十炉(P1,…， Pn-l, r; s) 

ここで， p心＋炉(P2,…， Pn, r; s)の場合について考えると，この場合は，プレイヤー Iはこの実現

値を受け入れ1番目のかを割り当てる決定をし，プレイヤーIIもこの値を受け入れるから，この期で

のプレイヤー Iの利得は P心であり，つぎの期で両プレイヤーの直面するゲームはかを除いた G(Pz,

…, Pn, r; s)である。したがってこのゲームのプレイヤー Iの期待利得は炉(P2,…, Pn, r; s)だから，

この場合のプレイヤー Iの利得はあわせて P心＋炉(Pz,…， Pn, r; s)となる。他の場合も同様となる。

つぎに数列 {aj_,}i=O,…Nを次のように帰納的に定義する。

at=仁a砂 dF(x)+1t2'xdF(x)+ 1at-,aい-1dF(x)
＝ふ(aい）一乃(a芦）

ただし， a似=00とする。

このとき簡単な計算から，次の性質が得られる。

補題 2 任意の N(2l)とi(1~i~N) に対して，

a炉2a炉12a$.

である。

(16) 

定理 3 確率的逐次割当ゲームの状態が(P1,…, Pn, r; s)のとき，確率変数X を観測し，その観測値

がXとする。このとき，両プレイヤーの最適戦略はつぎのようになる。（ただしN= n+r+sとする）

1. プレイヤー Iの最適戦略

もし［二1 :::  ニ~' ならは オ受巨：::  てP,を選択する
at-', <;, X {受け入れてかを選択する

(2~j~n) 

2. プレイヤーIIの最適戦略

叫 <;. X {拒否する

もし{ X < a和ー1 ならば受け入れる

定理4 確率的逐次割当ゲーム G(P1,…，Pn, r;s)の値炉(P1,…，Pn, r; s)は， N= n+r+sとすると

n 

炉(P1,…， Pn, r; s) =~Pia炉
i=I 

(17) 

-349-



経 済 学 研 究 第 60巻 第3・4号

である。

これら 2つの性質は，定理3と定理4をあわせて N(N= n+r+s)に関する帰納法によって示さ

れる。 ・

N=Iのとき a8= oo, a5 = 0であり，μ=E[X]だから研(P1,0, 0) = P1al =かμ となる。よっ

てN=lの場合が成り立つ。つぎに， N-1までこれらの定理が成り立つことを仮定して， Nのとき

にこれらの定理を示すことにする。

いま，

とおく。
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と表せる。いま，定理4をN-1とN-2の場合に仮定したから，

(18) 

(19) 

n 

a=~PJa炉1-1
j=l 

と
n 

/3 = ~ かa飢凶
j=l 

となり，

n 

研（か，…，加， r-1;s-1) =~Pia禁ゲ
j=l 

となる。一方，補題2より

aに古 ~a炉2~aぶー 1 (1::;;: 戸 N-1)

だから，

となる。 このことから，

f]s炉(P1,…， Pn, r-1; s-l)sa 

プレイヤーIIが拒否権を行使すればそれはプレイヤー Iにとって有利となる

からつぎの性質が成り立つ。

補題3 もし両プレイヤーが最適に振る舞うならば，同じ値に対して両方のプレイヤーが拒否するこ

とはない。

定理 3の証明．

となる。いま，

まず始めに rsキ0の場合を考える。補題3より，

vg(P1, ・・・, Pn, r; six)= min{a, ma~{/3, y(x)}} 

つぎの 3つの場合を考える。

(20) 

a)a禁ti1sx<a禁『(lsjsn)のとき。補題1と補題2より，

k-1 m 

r = max{pkx+~Pia昆+~p幽竺戸｝
l~k~N z=l i=k+l 
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j-1 m 

= pjx+~Pia梵巧+ ~Pia梵炉
i=l i=j+l 

となる。 したがって,/3 :s: r(x) < aとなり，

が成り立つ。 よってプレイヤー I

炉（か，…，加， r;six) = r(x) 

(II)の最適戦略は， この値を受け入れj番目のかを割り当てるこ

とである。（受け入れることである。）

b)x<a飢凶 (l~j~n) のとき。

よって， プレイヤー I(II) 

このとき， y(x)::;;/3::;; aであり，炉（か，…，加， r;six) = /3となる。

の最適戦略はこの値を拒否することである。（受け入れることである。）

c) a1fv-1 :S: Xのとき， /3:s: a :s: r(x)となり，研(P1,…，Pn, r; s) = aとなる。

(II)の最適戦略はこの値を受け入れかを割り当てることである。（拒否することである。）

したがって， プレイヤー

ー

rs= 0の場合について考える。 r=Oならば，研（か，…，加， O;six) = min{a, y(x)}であ

り， s=Oならば，研（か，…，加， r;Olx) = max{/3, y(x)}となるから，同様にしてゲーム

G(か，…，加， r;s)の最適戦略が求められる。

最後に，

ロ

(16)式で定められた， a炉がゲーム G(か，…，加， r;s)で最適戦略にしたがったと

き， j番目のpjによって得られる総期待利得に等しいことがつぎのように示される。

定理4の証明．

このことから，

(17)式は明かである。 N-lまで成り立つと仮定して， Nの場合にこのことを示す。 (N= n+s+r) 

定理3から，確率変数Xの実現値 Xが区間 [a和国， a炉ゼ11)に含まれるならば， pjはこのゲームの最

その値は Xに等しい。もし， x2a禁炉ならば，初の期で割り当てられ， この期ではpjは割り当てら

れないが， Piより大きい値を持つ Pが割り当てられ，つぎの期では n-l個のPの中でj-l番目に大

きい値となるから，帰納法の仮定よりこのPiによって得られる総期待利得は a炉豆戸である。最後に，

x<a認のとき，同様にしてこのPiによって得られる総期待利得は a梵団である。

したがって， j番目のPiが選択され割り当てられる値の期待値は

1:,-,a炉直~(x) + 1::~1-1xdF(x)+ Joa口芍dF(x)
＝ふ(a炉合）一冗(a炉炉）

となり，

となり，

この値はatサに等しい。

この定理は示された。

よって，

n 

研(P1,…， Pn, r; s) =~Pia炉
i=l 

(n+r+s = N) 

ロ

つぎにすべてのPが1に等しい場合を考える。 この場合，簡単のためにゲーム G(P1,…, Pn, r; s) 

の代わりに記号 G(n,r; s)と炉(n,r; s)を用いる。すると定理4より，

n 
炉(n,r;s)=~a炉

i=l 
(n+r+s = N) (21) 

となり， 研(n,r-l; s)ー炉(n-l,r; s) = a梵苫と炉(n,r;s-l)一研(n-l, r; s) = ai-1となる。 こ

-351-



経済学研究第 60巻第3・4号

こで，Nが充分大きい場合に近似的性質を考える。いま，O<k1く知く1とし，s= N -[k2N], r = [k1N] 

とおく。 (n+r+s= Nおよび，［・］はガウス記号とする）このとき (21)式は

因 N]

炉(n,r; s) =~at 
i=[k1N] 

(22) 

となる。一方，つぎの性質がAlbrightand Derman [ 2 Jより得られる。

定理5 F(x)を連続な分布関数とし， O<冗く1とする。このとき

l N 00 

回N~at=f xdF(x) i=[ふ ]+l F-1(冗）

かつ

1 [N冗l F-1(エ）
lim-
N→OO 

N~at= f xdF(x) 
i=l -oo 

であり， limN→oo成炉=p-1ほ）となる。ただし， Fー1は分布関数F(x)のorder冗の quantile点である。

この定理よりつぎの性質が得られる。

系 1 F(x)を連続な分布関数とし， O<k1く危く1とする。このときゲーム G(n,r; s) (s = N-[k2N], 

r = [kぷ],n+r+s = N)に対して

1 [k2N] 
Iim~vg 1 
N→ oo N 

(n,r;s)=Iim-~a岱
N→ 00 N k=[いN]+l

F-1(kz) 
= f xdF(x) F-1(k1) 

となる。

4 最適選択問題

確率的逐次割り当て問題を考えるとき，一般性を失うことなく l2p12…2PN2Qを仮定した。い

ま，特にか＝…＝加 =lとPk+l=…＝加 =Oとおけば，この場合もこの条件を満足する。これま

で考えてきた問題では，大きさ Xの観測値に大きさ Pのものを割り当てたときの利得が加としたか

ら，か＝…＝加=1, Pk+l =…＝加 =Oの場合，逐次に現れる N個の確率変数の実現値から K個

を選択して，総期待値を最大にする問題に等しくなる。すなわち， N個の観測値から K個を選択する

最適選択問題は確率的逐次割当問題の特別な場合と考えられる。さらに，これまでに考えてきた問題

で，最適政策のもとでの総期待利得は，ある単調減少する正数列となるしきい値 (thresholdvalue) 

の和となることが示されたが，これらの値は最適選択問題で選択できる回数と密接な関係がある。す

なわち，これらの値が1回選択する回数が増えることによる総期待利得の増加分となることがわかる。

そこで， 1度に複数の値を観測できる場合の確率的逐次割り当て問題を考えるために，まず始めに最

適選択問題を考えることが糸口となる。

-352-



確率的逐次割当問題に関連した諸問題について(II)

4. 1 準備

まず， 1度に K個の独立で同一の分布関数に従う確率変数{Xふ'=l,…，Kを観測できる場合を考える。

いま，それらの K個の確率変数の観測値がXi,…，叫のとき， X(l),・・・, X(k)をK個の確率変数X1,…, 

ふの観測値Xi,…，叩の順序統計量とする。 (X(l)~ …~X(k), X(l)~ … ~x(k))一般に順序統計量という

場合は，小さいものから順に並べ替えることが多いが，ここでは大きいものから順に並べることにす

る。以下では， K個の確率変数｛ふ}i=l,…,Kに対して，それらの順序統計量を {X(i)}i=l,…，Kで表す。

このとき，よく知られているように K個の確率変数の大きい方から i番目の順序統計量Xu>の確率

密度関数は，

gk,/X(i)) = (i-1)畠(!k-i)!(F(xu>))k→ (1-F(xu>))i-1/(xu>) (23) 

である。ここでは，観測できるK個の確率変数{Xふ'=l,…,Kは絶対連続であり，すべての確率変数が独立

かつ同一の分布に従う場合を扱い，それらの確率密度関数をf(x)とする。

まず， iに関して減少する正数列{ai}(ao = oo)に対して関数仏(ai,ai-ill, y)を

仏(ai,ai-ill, y) = 1a;/¥Y a凸 (X(l))/(X(l))dx<n+f吐 11¥Y知）加(X(l))/(X(l))dx<n
a;/¥Y 

『広(ai-1,ai-21 l + l, X<n)f(x(l>)dx(ll (24) 
a1-1/¥Y 

で定義する。ただし，

仏(ai,ai-1lk + 1, y) = ai (y 2 0) (25) 

とし，

加 (xcn)= (k~!l) ! (F(xcnnk-l (26) 

とする。

つぎに，任意の減少する正数列{aふ'=0,1,…から，新しい数列{a;,k} i=O,I, …を次のように生成する。すな

わち，

仏，k= 広(a;,a;-111, oo) (i = 1, 2, ・・・） (27) 

とし， ao,k= 00とおく。このとき，つぎの基本的な性質が成り立つ。（補題4'補題5'補題6と補題

7)これらの結果はすでに Nakai[16]・中井 [24]で述べられているので詳しい証明は省く事にす

る。

注 1(24)式で定義した広(ai,ai-1ll, y)に関してつぎのことに注意する。すなわち，

叫＝広(ai,ai-111, 00) 

= 1a;aふ，1(Xc1>)f(x(l))dx(l)+ f a;-i X(l)加 (xcl))/(xcl))dxcl)
a; 

+ fy仏(ai-1,ai-212, XC1>)f(xcl))dxc1> (28) 
a;-1 

であり，また
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aぃ＝広(a1,叫1,00) 

= 1a1a心 (X(l))/(X(l))叫+f00 X(l心 (X(1))/(x(l))dx(l)a1 (29) 

補題4 {a;}i=O,l, …(ao = oo)が減少する正数列ならば， (27)式で定義した新しい数列{Cli,k} i=O,l, …もま

た， iに関して減少する数列，すなわち，

a1,k~az,k~ …~Cli,k~Q 

である。

補題5 {ai}i=o,1, ... (ao = 00)が減少する正数列ならば， (27)式で定義した新しい数列{ai,kL=o,1,…はつ

ぎのように表せる。

kl¥ i a;-; 

lti,k =~f X(雌 kixuJdxu>j=l a;-j+l 

＋噂ー1>ai-j kCi 1 -F(ai-J)i(F(ai-j)))k-j 

補題6 {ai}i=o,1, ... (ao = oo)が減少する正数列ならば， (27)式で定義した新しい数列{ai,k} i=O,l, …に対

して， ao= ooかつ a1= a2 =… =0ならば，

ai,k = E[Xu>], (l~i~k) ai,k = 0 (i>k) 

となる。

補題7 iに関して減少する 2つの正数列{aふ=1,2,…と{bi} i=l,2, ... に対して， ai>か(i= 1, 2, …)とす

る。このとき， (24)式で定義された関数仏(ai,ai-1ll, y)は，

仏(ai,ai-1ll, y)一仏(bi,bi-ill, y)::2: 0 

を満足する。

4.2 最適選択問題（確率変数の数が既知の場合）

次のような最適選択問題を考える。この問題は逐次に出現する確率変数を決められた期間にわたっ

て観測し，それら確率変数の観測値の中から決められた数だけ選択して，選択した観測値の総和を最

大にすることを目的とする。このとき，決められた期間にわたって観測できる確率変数の数は既知の

場合とそうでない場合があるが，ここでは既知の場合について扱う。ただ，それらの確率変数が，計

画期間の間のどの期に観測されるかは，各々の確率変数について互いに独立であり，その確率は一様

1 
とする。すなわち，計画期間がNのとき，ある確率変数が最初の期に出現する確率は一である。そこ

N 
で，残り N期の計画期間の間に， m個の i.i. d. (独立かつ同一の分布関数に従う）確率変数

｛ふ}i=l,…,mが観測できるとする。このとき，これら m個の確率変数の中から n個を選択し，選択した

観測値の総和の期待値を最大にする問題を考える。したがって， 1度に観測できる確率変数のは常に
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1個とは限らず，複数の値を観測することになる。また， 1度観測して選択しなかった観測値は，再

び選択できないとする。

つぎに，残り N期の間に，叩個の独立で同一の分布に従う確率変数｛ふ}i=l,... ,mを観測し，それら叩

個の確率変数の中から n個を選択して，選択した観測値の総和の期待値を最大にする問題を考えると

き，この (N,m, n)を最適選択問題の状態と呼び，このような問題を S!S,m(n)で表す。また問題の状

態が(N,m, n)のとき， K個の確率変数を観測できるという部分問題を SfS.m(n;k)で表す。また， K

個の確率変数の観測値がXco,…, X(k)のとき，この最適選択問題の部分問題を SfS.m(n;klx(l), …， X(k)) 

と表す。

一般に計画期間の間のそれぞれの期に観測できる確率変数の数は，あらかじめ与えられた確率分布

に従うとし，残り N期で叩個の確率変数が残っている場合，この期に出現する確率変数の数の分布を

｛加，m(k)h=o,1,…,mと表す。もし，叩個の確率変数が，上で考えたように N期間の間に互いに独立に一

様に出現する場合，この {PN,m(k)h=o,1,…，mは，

PN,m(k) = mCk 
(N-l)m-k 
Nm (O::;;;k::;;;m, P1,m(m) = 1) (30) 

と表せる。ここでは，この場合について考えるが一般の場合についても同様の議論ができる。

ここで，利得は観測値の値に等しいとし，この問題の目的は選択した n個の観測値の総和を最大に

するような最適政策と，そのもとで最適に振る舞ったときの総期待利得を求めることである。一般の

利得関数の場合も，適当な条件のもとで同様の議論ができる。

問題Slm(n),Slm(n; k)と S知，m(n;kiX(l), …，X(k))で，最適に振る舞ったときに得られるこれらの

問題の総期待利得をそれぞれ wlm(n),wt,m(n; k)と wt,m(n;klx(l>, …， X(k))とする。よく知られて

いるように，最適性の原理により次の最適方程式を満足する。

wい(n)=~。Wい(n; k)PN,m(k) 

wい(n;k) = E[w/S,m(n; klX(l), …， X(k))] 

wい(n;klx(o, …， X(k>) = max{~xu>+ wfS-1,m-k(n-i)} 1,;;i,;;k j=l 

いま，この最適選択問題では観測値の総和を最大にすることを目的とするから問題

(31) 

(32) 

(33) 

Slm(n; klxcll, …，X(k))で，もし i個の観測値を選択すれば，それらは大きい方から i個となることは

明らかである。したがって (33)式ではこのことを利用している。

つぎに数列{a1,m}i=l,2,…と {a1,m(k)L=1,2,…を次のように帰納的に定義する。 (O~k~m)

ただし，

ajy,m =芦。aい(k)PN,m(k)
aい(k)=仏(aJv-1,m-k,a炉1,m-kll,00) 

aJv,m(0) = aN-1,m 

aル，m=aル，m(k)= oo, ab,o = 0 
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とする。

このとき，この最適選択問題の解は，次のようになる。 (Nakai[16]) 

定理6 最適選択問題St,m(n)の最適政策は次のようになる。

問題の状態が(N,m, n)のとき， K個の確率変数を観測でき，それらの観測値の順序統計量がX(l),

…, X(k) とする。いま j を XU>~a岱二]ぱ-k かつ l~j~k/\n を満足する最大の数，すなわち

Xu+i><a炉!i.m-kまたはj=k/¥nを満足する最大の数とする。このとき，大きい方から j個の値，すな

わち X(l),…, Xぃを選択することが最適である。

定理7 問題S如，m(n)とSlm(n;k)で最適に振る舞ったときの総期待利得 wlm(n)と wlm(n;k)は，

である。

定理6の証明：いま

磁，m(n)=立a1,m
i=l 
k 

磁，m(n;k) =~aい(k)
i=l 

柑=X(1)+…+xu>+w!S-1,m-in-i) (l~i~k 八 n)

(37) 

(38) 

とし， j を Xu>~a炉灯点-il~j~k八n) を満足する j の値の最大値とする。このとき， a炉jl了iz-k は， j に

関して単調増加かつ非負な関数である。 (Nakai [16]) したがって，もし j~i ならば，

of-of-1 = X(i) + w!S-1,m-k(n-i)-w!S-1,m-i n-i + l) 

= X(i)-a炉tiz-k~Q

である。それ以外のときは，

となる。よって，

of-oiョ＝一(xu+l)+w!S-1,m-in-i-l)-w!S-1,m-in-i)) 

= a'!.i―::fi.m-k -X(i+l)~Q 

w!S,m(n; klx<i>, …， X(k)) = o} 

となり，定理6に表された最適政策が得られる。また， j=Oの場合にも同じようにして最適政策が求

められる。ロ

定理 1 の証明：始めに問題 St,m(l) を考える。もし， X(l)~ah-1,m-k ならば， 1 番大きい観測値 X(l) を

選択し，そうでなければ値X(l)はこの期では拒否され，つぎの期に進む。したがって，値 wt,m(l)は，

ah-1,m-kを用いて次のように表せる。すなわち，帰納法の仮定から wt-1,m-k(l)= a1-1,m-kであり，一

方hk,1(X(l))/(X(l))= gぃ(X(l))だから，

wlm(l) =』al,-,,m-ka1-1,m-kgk,1(x(l))dx(l)+!~ 知）釦，1(X(1))dx(l) (39) 
aN-1,m-k 
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となる。したがって， n=lの場合にはこの定理が成り立つ。

つぎに， 2つの値 wt,m(n)とwt,m(n-1)の差について考える。いま，

UN,m,n(k) = wlm(n; k)-wlm(n-1; k) 

= E[uN,m,n(k; x(l), …， X(k))] 

UN,m,n(k; X(l), ・・・, X(k)) = wt.m(n; klx(l), ・・・, X(k))-wt.m(n-1; klx(l), ・・・， X(k)) 

とおき， l~j~k のときは，

UN,m,n(k; X(l), …， Xu))= E[uN,m,n(k; x(l), …， x(k))IX(l) = X(l), ・・・,Xu)= Xu)] 

とする。

このとき次の（＊）が成り立つことに注意する。すなわち，

（＊）定理6に示された最適政策に対して，次のような状況を考える。いま，問題 St,m(n;k)と問

題 Slm(n-1;k)で， X(l),…，Xu> (j<k八n)が選択され， (j+l)番目に大きい値XU+I)を考慮している

状態を考える。すなわち，知）2a佑灯J-kの場合である。このとき，

UN,m,n(k; X(l), …， Xぃ）＝仏(a岱古，m-k,a炉誓J-klj+1, xぃ）

となる。

k>lの場合はjに関する帰納法により次のようにして示される。

初期状態すなわち j= (k八n)-1のときは，以下と同じようにして求められるので省略する。い

ま， jより小さい値に対して（＊）が成り立つとする。定理6で述べられた最適政策に対して次の 3つ

の場合を考える。

1) XU+l)~a岱二tm-k

このとき， XU+l)は両方の問題 St,m(n;k)とSlm(n-1;k)で拒否される（選択されない）。すなわち，

仮定より両方の問題で，観測した K個の中で大きい方から j個の値が選択されるから，

UN,m,n(k; X(l), …， Xu))= wt-1,m-in-j)-wt-1,m咽 (n-j-1)= a岱古，m-k

となる。

2) a岱古，m-k< X(j+l)~a炉t;盆-k

このとき， XU+1)は問題 St,m(n;k)では選択され，問題 Slm(n-1;k)では選択されない。さらに，

a炉岱J_k2 Xu+l) > Xu+2)だから， (j+2)番目大きい値はもし存在したとしても，問題 St,m(n;k)では

選択されない。したがって， 1)の場合と同じように

UN,m,n(k; X(l), ・・・, Xぃ） = (xu+1) + wt-1,m-i n-j-1))-wt-1,m-k(n -j-1) = Xu+1> 

となる。

3) Xu>>Xu+1>2a炉tJ-k

この場合には， XU+l)はどちらの問題でも選択され， jく(k八n)-1のときは， (j+2)番目の値につい

て選択するかどうかを考えることになる。もし， j= (k八n)-1であれば，帰納法の仮定より

UN,m,n(k; X(l), …， Xu>)= wt-1,m-in-j-l)-wt-1,m-k(n-j-2) 

=a岱]ば-k= aに1~年）k

となる。また，そうでなければ，
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となる。

UN,m,n(k; X(l), …, XU+l)) =広(a岱―-は-k,a'J.r―-ば-k¥j+ 2, X(j+l)) 

したがって，

UN,m,n(k; X(I), …， Xu>) 

=lo叩，m-ka'l.r--J1,m-khk,j+l (xu+l))f (xu+l)) dxu+I) 

+ !~~ タ，ー=-~-k心+l)加(xu+l))f(xu+l))dxu+1>
llN-1,m-k 

+ f~-~~I 広(a岱二右盆-k,a認~-k\j+2, xu+l))f(xu+1>)dxu+1> 
llN-1,m-k 

となる。よって

＝広(a戸，m-k,a知tいlj+l,Xu>) 
（＊）が成り立つ。 n=lの場合も同じように求められ，

UN,m,n(k) = 広(a~ーl,m-k,a佑二1i.m-kll,00) = a双k)

となり，

が成り立つ。

また，

wfS.m(n; k)-wfS.m(n-1; k) = a岱，m(k)

またここで， wfS,m(0;k) = 0は明らかである。

wい(n)=~。wfS.m(n; k)加(k)=孟含aい(k)=含a1v,m
だから，

定理8

(37)式が求められる。残りの部分については明らかである。

補題5から，

ロ

つぎの定理が求められる。

数列{a知，m}i=l,2,... と{a知，m(k)}i=l,2, ... は，

aい(k)=室fa認，m-k
j=l a炉晶-•

Xu沼Mjxu>)dxu>

k/¥(i-1) 
+~a炉1,m-k kCJ(l -F(a如1,m-k))i(F(a如l,m-k))m-J 
i=O 

. m 

aJv,m =~a1,m(k)PN,m(k) 
m=O 

(40) 

(41) 

を満足する。

補題6から，

af,m = E[Xu>] 

が導かれる。また，次のことが成り立つ。 (Nakai[16]のProposition2) 

系2

注2

{a知，m}i=l,2,... と{a知，m(k)}i=l,2,…は iに関して減少する数列である。

この系により {a知，mL=1,2,…は iに関して減少する数列となることが示されるが， wlm(n)と

wlm(n; k)がNに関して増加または減少することは示されない。このことは，ここで考えた最適選択
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問題で決められた計画期間に出現する確率変数の数があらかじめ決められており，計画期間が長くな

ってもそれがそのまま有利になるとは限らないからである。したがって，これらの値に関してはその

ような性質は得られない。

4.3 最適選択問題（確率変数の数が未知の場合）

次に，決められた期間にわたって観測できる確率変数の数が未知の場合に最適選択問題を考える。

いま，残りN期の計画期間の間に， i.i. d. (独立かつ同一の分布関数に従う）確率変数{Xふ'=l,…,OOを観

測できるとする。このとき，これら N期間の間に出現する確率変数の観測値の中から n個を選択し，

選択した観測値の総和の期待値を最大にする問題を考える。ただし，これらの確率変数が計画期間の

間のどの期に出現するかについては，互いに独立で一様に出現すると考える。計画期間の間のそぞれ

の期に観測できる確率変数の数は，あかじめ与えられた確率分布に従い，残り N期の時，この期に出

現する確率変数の数の分布を，｛加(k)h=o,1,…,OO と表す。 (~k=lk加(k)<oo)

ここでは，観測できる m個の確率変数{Xふ'=l,…，OOは独立かつ同一の分布に従う絶対連続な確率変数

とし，その確率密度関数をf(x)とする。

つぎに，残り N期の間に独立で同一の分布に従う確率変数 {Xふ'=1,--•,c。を観測し，それらの確率変数

の中から n個を選択して，選択した観測値の総和の期待値を最大にする問題を考えるとき，この

(N, n) を最適選択問題の状態と呼び，このような問題を S¼(n) で表す。また問題の状態が (N, n)の

とき， K 個の確率変数が観測できるという部分問題を S¼(n;k) で表す。また，それら観測できる K 個

の確率変数の観測値がX(l),…， X(k) のとき，この最適選択問題の部分問題を S¼(n; klx(ll, …， X(k))と

表す。ただし， X(l),…， X(k)はK個の確率変数X1,…, Xkの観測値Xi,…，叫の順序統計量である。

ここで，選択したときの利得は，その観測値の値に等しいと考え，この問題の目的は選択した n個

の観測値の総和を最大にする最適政策と，そのもとで最適に振る舞ったときの総期待利得を求めるこ

とである。一般の利得関数の場合も，適当な条件のもとで同様の議論ができる。

いま，問題 S¼(n), S¼(n; k) と S¼(n; klx(l), …, X(k))で，最適に振る舞ったときに得られるこれらの問

題の総期待利得をそれぞれ w¼(n), w¼(n; k) と w¼(n; klx<ll, …， X(k))とする。このとき，よく知られ

ているように，最適性の原理により次の最適方程式を満足する。

w¼(n) =~w¼(n; k)加(k) (42) 
k=O 

w¼(n; k) = E[w¼(n; klX<ll, …， X(k))] 
i 

贔 (n;klx<ll, …， X<kl) = max{~xul+ wい(n-i)} 
l:S:i:S:k j=l 

ここで，この最適選択問題では観測値の総和を最大にすることを目的とするから問題

(43) 

(44) 

St(n; klx(l), …， X(k))で，もし i個の観測値を選択すれば，それらは大きい方から i個となる。した

がって(44)式ではこのことを利用している。

つぎに数列{aJvL=1,2,…と{aJv(k)} i=1,2, …を次のように帰納的に定義する。 (O::;: k ::;: oo) 
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00 

ai=~。ai(k)加(k)

aiv(k) =広(at-1,at-. 占11,oo) 

aUO) = at-1 

a!Jv = a!Jv(k) = oo, ab = 0 

注 3 ここで，前節で考えた確率変数の数の数が既知の場合には，

ai,k = ai,k(k) =い(0,叫i,oo) = E[X<り］

として求められた。ここで考える確率変数の数が未知の場合では，

af =~af(k)か(k)
k=O 

ai(k) =い(0,叫i,oo) = E[X闊， (1幻 <k)

(45) 

(46) 

(47) 

となる。ただし， Xんは K個の独立かつ同一の分布に従う確率変数の i番目の順序統計量を表す確率

変数とする。

このとき，この最適選択問題の解は，次のようになる。 (Nakai[16])これらの証明は，定理6・7

と8と同様にして求められるので省略する。

定理 9 最適選択問題 SJJ(n)の最適政策は次のようになる。

問題の状態が(N,n)のとき， K個の確率変数を観測でき，それらの観測値の順序統計景が X(l),…, 

X(k) とする。いま j を XuJ~a炉がかつ l:sj:sk 八 n を満足する最大数，すなわち XU+ll<a岱古またはj

=k八nを満足する最大の数とする。このとき，大きい方から j個の値，すなわち X(l),…，XU)を選択

することが最適である。

定理10 問題S¼(n) と S¼(n; k) で最適に振る舞ったときの総期待利得 w¼(n) と w¼(n; k)は，

n 

w¼(n) =~at 
i=l 
k 

成 (n;k) =~ai(k) 
i=l 

である。

補題5から，つぎの性質が得られる。

定理11 数列 {a1L=1,2,…と {a1(k)}i=1,2,…は，

a1(k) = f fa認X碑 Mjxぃ）dxu> 
j=l a認P

k/¥(i-1) 
+~a炉1 kCi l -F(at-!.1))i(F(at均））i-j 
j=O 

-360-

(48) 

(49) 

(50) 



確率的逐次割当問題に関連した諸問題について(II)

00 

a}v =~a§.(k)加(k)
m=O 

(51) 

を満足する。

補題6から，

00 

ai =~af(k)加
k=O 

af(k) = E[X闊

が導かれる。また，次のこと成り立つ。 (Nakai[16]のProposition2) 

系3 { at} i=l,2, ... と{at(k)}i=1,2,…は iに関して減少する数列である。

補題8 w¾(n; k)はNに関して増加する。

注4 系2と同様の性質が成り立ち， {aM;=1,2,…は iに関して減少する数列となることがわかる。一

方，補題 8 より w¼(n) と w¼(n; k)はNに関して増加することがわかる。このことは，前節で考えた

問題とは異なり期間が長くなればなる程，出現する確率変数の数の期待値が増加することによると考

えられる。

5 1度に複数の仕事を観測できる確率的逐次割当問題

第4節で考えた，同時に複数の確率変数を観測できる逐次決定過程で，確率的逐次割り当て問題を

考える。そのために第4節で考えた最適選択問題の結果を利用することにより容易に解決できる。す

なわち前節ですでに述べたように，最適選択問題または最適停止問題は確率的逐次割り当て問題の特

別な場合と考えられることに注意すれば理解できる。

5. 1 仕事の数が既知の場合

次のような確率的逐次割当問題を考える。このとき，決められた期間に出現する仕事（確率変数）

の数は既知で，それらの仕事（確率変数）が計画期間の間のどの期に観測できるかは，各々互いに独

立であり，また観測される期に関しても独立であり，その確率は一様とする。したがって， 1度に複

数の値を観測でき，決められた期間のそれぞれの期に観測できる確率変数の数は残された仕事（確率

変数）の数と計画期間によりその分布がわかる。一方，決定者 (decision-maker)は， n人の人間を

雇っており，それぞれの能力をか， Pz,…，加とする。 (I~P1~P2~ … ~Pn~O) このとき， n 個の仕事

が出現するが，これらの仕事の大きさはある確率変数の実現値と考える。これらの確率変数は，おの

おの独立でかつ同一の分布に従いその確率分布関数は既知とする。また，いったん割り当てられた人
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間は二度と割り当てられないとする。このとき， n人の人間を n個の仕事にどのように割り当てれば

総期待利得を最大にできるかを考える。

この問題に対しては， これまでに考えてきた確率的逐次割当問題と同様に， P1,P2, …， Pnとは独立

な確率変数の分布関数にのみ依存するしきい値 (thresholdvalue)が存在し，これらの値によって，

最適政策とその政策に従ったときに得られる総期待利得の性質が求められる。いま出現する仕事の数

をmとするとき，もし， m<nならば，この問題の目的が総期待利得を最大にすることだから， {P1,…， 

加｝の中の大きい方から m個，すなわち {P1,…, Pm}を考えればよい。一方， m>nのときは，自明な

値Pn+l=… =Pm= 0をつけ加えても利得の定義から問題は起こらない。従って，一般性を失うこと

なく， m=nと仮定する。したがって，以下では残りの確率変数の数を表す nを省略する。

つぎに，残り N期の間に n個の独立で同一の分布に従う確率変数{Xふ=l,…，nを観測し，それら n個

の確率変数にそれぞれ決められた n個の値{P1,…，Pn}を割り当てるとき，この (N;P1, …，加）を確率

的逐次割当問題の状態と呼び，このような問題を P!J(P1,…，加）で表す。またこの問題の状態が(N;P1,

…，加）のとき， K個の確率変数が観測できるという部分問題を P点(P1,…， Pn; k)で表す。また，それ

ら観測できる K個の確率変数の観測値がX(l),…, X(k)のとき，この確率的逐次割当問題の部分問題を

烈(P1,…， Pn; klx(ll, …， X(k))と表す。ただし， X(l),…，お(k)はK個の確率変数X1,…，ふの観測値X1,

…，叩の順序統計量である。 (X(l):Z: …:Z: X(k), X(l) :Z: …:Z: x(k)) 

この問題の目的は観測する n個の観測値に n個の {P1,…，加｝を割り当てたとき，それらの利得の

総和を最大にする最適政策と，そのもとで最適に振る舞ったときの総期待利得を求めることである。

ここで，大きさ Xの仕事に完全な (perfect)人間が当たれば，そのときの利得は xとし，能力がPの

人間が当たればそのときの利得はかとする。

このとき，問題P!J(P1,…，加）， P!J(P1,…， Pn; k)とP!J(P1,…, Pn; klx(l), …， X(k))で，最適に振る舞

ったときの得られるこれらの問題の総期待利得を，それぞれ成(P1,…， Pn), vfS(P1, …, Pn; k)と成(P1,

…, Pn; klx(l), …, X位））とする。このとき， Ross[34]などでよく知られているように，最適性の原理

により次の最適方程式を満足する。

n 

v山(Pi,…，加） =~。V山 (P1, …， Pn; k)加(k) (52) 

成(Pi,…，加； k) = E[vt(P1, …， Pn; klXc1>, …， X(k))] (53) 

k 

成(P1,…， Pn; klX(l), …, X<kl) = max max{~ 釦 (j)知）+vい (pt,…， pい）} (54) 
｛か， ・・・， 凡}c{Pi,…, p.) aES• j=l 

ただし， {pt,…， pい｝は， n個の {P1,…，加｝の中から，この期で割り当てられた K個の {"/51,…， 

か｝を除いた残りの n-k 個である。 (pt> … >P~-k, か＞ー こグk)'-のとき，この確率的逐次割当問題

の利得関数の性質から問題P点(P1,…, Pn; klx(l), …, X(k))で，もし i個の観測値を選択するとすれば，

それらは大きい方から i個となることは明らかである。したがって(54)式ではこのことを利用してい

る。このとき次の基本的性質が得られる。以下で{ak,,k}i=l,2,・・ は第4.2節で定義したものである。
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定理12 確率的逐次割当問題P点(P1,…， Pn)の最適政策は次のようになる。

この問題の状態が (N;Pi, …，加）のとき， K個の確率変数を観測し， それらの観測値の順序統計量

がX(l),・・・，お(k)とする。いま {xuJL=1,…,Kと{ai-1,n-kL=l,…, n-kのあわせて n個の値を大きさの順に並べ

替えたものを {bJj=l,2,…,nとする。このとき，わ=X(i)(j = 1, …, n, i = I, …， k)ならば， X(i)をj番

目のかに割り当てることが最適である。また， bj= ai-1,n-k (j = I, …, n, i = I, …, n-k)ならば，

この jに対応する pjにはこの期では割り当てないことが最適である。

定理13 問題玲（か，…，加）と P点（か，…，加； k)で最適に振る舞ったときの総期待利得 vt(P1,…，加）

と成（か，…，加； k)は，

n 

成(P1,・・・, 加） =~ かa知，n
i=l 
n 

成(P1,…， Pn; k) =~Piaい(k)
i=l 

である。

(55) 

(56) 

これら 2つの性質は， Nに関する帰納法によって示される。定理12と定理13をあわせて示す。

N=  1のとき， この問題は

k 

max{~ 加 (j)知）｝
aES• j=l 

と等しくなるから， Hardyの補題（補題1) より，定理12は明らかである。 また，

n 

vt (P1, …，加） =~ かE[X<闊
i=l 
n 

=~p;aJv,n 
i=l 

より，定理13が成り立つ。次に， N-lまでこれらの定理が成り立つことを仮定して， Nのときにこれ

らの定理を示す。

定理12の証明． まず始めに次の値を考える。

k 

max{因釦亨(1>+vい（尻…， pい）｝
aES• j=l 

帰納法の仮定から，

n-k 
vf.i-1(Pt, …， Pt-k) =~pt aJvーl,n-k

i=l 

である。 したがって，

k k n-k 
max{~ 加 U)Xぃ+vい(pt,…， pい}= max{~ 釦（立ul+~pta§vーl,n-k}
aES. j=l aES. j=l i=l 

k n-k 
= max{~ 加 (j)知）}+~Pf a1-1,n-k 

aES• j=l i=l 
(57) 

となる。 よって， Hardyの補題（補題1) より， (57)式は，
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k n-k k n-k 
max{~ 砂立u)}+~PtaJvー1,n-k =~ 瓦Xぃ+~PtaN-1,n-k
<JES• j=l i=l j=l z=l 

となる。すなわち， この期で

｛尻…，釦}C{P1,…，加｝

を割り当てることにすれば，大きさの順に j番目のかを， j番目の Xぃに割り当てることが最適とな

る。 よって，

成(P1,…，加； klx(l), …，お(kl)= max 
｛か， ・・・， 瓦}c{Pi,

k 

max{~ 釦 (j心U)+Vし(pt,…， pい）｝
, Pn) <1ES• i=l 

k n-k 
= max {~ 尻xui+~P1aiv-1,n-k} 
{Pi, ・・・， 凡}c{Pi,... , Pn) j=l i=l 

(58) 

となる。

ここで観測した K個の値{Xu)}i=l,•••,k と，つぎの期以降で最適に振る舞ったときに得ら

れる n-k個の値{aivーl,n-kL=l,…，n-kに対して，どのように n個の｛か，…，加｝を割り当てれば良いかと

よって {xu)}i=l,…，K と{aivーl,n-kL=l,…，n-kのn個の値をあわせ大きさの順に並べ替え

したがって，

いう問題となる。

たものを {bjL=l,2,…,nとすると (57)式は，

n 

max{~ かb<Ju)}
6ES, i=l 

となり，

だから，

となる。

また，

Hardyの補題（補題1)

b1zb22…zbn 

より，

n n 

max{~pibr1u)} =~pふ
aES• i=l i=l 

したがって， bj= X(i) (j = 1, …， n, i = 1, …， k)ならば，

とが最適である。また， bj = a1-1,n-k (j = 1, …， n, i = 1, …， n-k)ならば，

この期では割り当てないことが最適である。は，

X(i)をj番目のかに割り当てるこ

この jに対応する Piに

口

定理13の証明. (34)式・ (35)式と (36)式で定められた a知，nが問題P!J(か，…，加）で i番目のかによ

って得られる総期待利得に等しいことを帰納法によって示す。このことが示されれば， (55)式は明か

である。同様に， aい(k)が問題P!J(か，…，加； k)でi番目のかによって得られる総期待利得に等しい
ことが示されればよい。よってここでは，このことが成立することを示す。まず， N-1まで成り立つ

と仮定する。

さて， {aい}i=l,--•,OO がつぎの式で定義されていることに注意する。

aい(k)=広(aiv-1,n-k,a炉1,n-k11, 00) 
注1で述べたように，

al,k =広(a1,叫1,CX)) 

=』a1a心 (xcl))/(x(l))dxc1)+ f00改1心 (X(l))/(X(l))dxcl)
a1 

(59) 
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である。ところでこれは， 1番大きい値を持つかによって得ることのできる総期待利得に等しい。す

なわち， X(1)~a1 ならば，この値に 1 番大きいかを割り当てることが最適であり， X(l}::;;;a1 ならば，こ

の値に対しては，この期でかを割り当てないことが最適だから， (59)式の第 2項はこの期で割り当て

た場合の期待利得を表し， (59)式の第 1項は帰納法の仮定より，次の期以降最適に振る舞ったときの

期待値だから，このことが求められる。

つぎに，一般の場合を考えると，

仏，k=い(ai,ai-1ll, oo) 

= 1a1ai加 (X(l))/(X(l))叫 +J吐 IX(!)加 (X(lJ)/(x(l))dx(l)
a I 

だから，これらの各項について考える。 ‘ 

(60)式より，

+ fy広(ai-1,ai-212, X(l>)f(x(lJ)dx(l> (60) 
a;-1 

ai,k =仏(atーl,n-k,at古，n-kll,叫

fゅ-1,n-k . 
゜
＝叫，n-k加 (X(lJ)/(X(l})dX(l}+ f年，n-kX(l心 (X(l))/(X(1)dX(l}

ak-1,n-k 

+ fy広(a砕，n-k,a戸，n-kl2,X(l))/(X(l))dX(l) (61) 
a砕，n-k

となる。まず， X(l)::;;;atーl,n咽ならば，このときかはもちろん， P1,…，Pi-Iすべてがこの期では割り当

てられず，つぎの期に進みその期ではやはりかは大きい方から i番目のままである。したがって，こ

の場合にかが割り当てられる値の期待値ば帰納法の仮定より a1-l,n-kだから， (61)式の第 1項で表せ

る。

つぎに， a位ーl,n-k:::;;;X(l)::;;; aに古，n-kのとき， P1,…, Pi-Iすべてがこの期では割り当てられないが， i番

目のかは，この期で値 X(l)に割り当てられる。したがって，この場合の期待値は(61)式の第2項で表

せる。

最後に at古，n-k:::;;;X(l)の場合は，かは X(l}に割り当てられないが， at古，n-k:::;;;X(l)だから，最適政策に

従えばか，…， Pi-Iの中のどれかが割り当てられる。この場合には， 2番目に大きい観測値 X(Z}の大き

さによって 3つの場合が考えられる。すなわち， X(Z):::;;;a炉l,n-k,atさl,n-k:::;;;X(Z)::;;; at古，n-kと， at古，n-k

::;;;X(Z)の3つの場合である。これらの場合は， X(l)に対する場合分けに対応している。定義よりこのと

きの期待値を表すのが(61)式の第3項である。したがって， atはi番目のかによって得られる総期待

利得に等しいことがわかる。このことからこの定理が成り立つ。ロ

注5 定理13で， P1=…＝加 =lとPn+l=… =Pm= 0とおけば，定理7の結果と等しくなる。す

なわち，ここで考えた確率的逐次割当問題は前節の最適選択問題の一般化と考えられる。
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5.2 仕事の数が未知の場合

つぎに，決められた期間にわたって出現する仕事（確率変数）の数が未知の場合について考える。

この問題は第5.1節で扱った確率的逐次割り当て問題と同じであるが，期間全体に現れる仕事の数が未

知である点が基本的に異なっている。したがって問題の詳しい説明等は前節にゆずることにして省略

する。この問題に対しても，第5.1節で考えてきた確率的逐次割当問題と同様に，か，加，…，加とは独

立な，確率変数の分布関数にのみ依存するしきい値 (thresholdvalue)が存在し，これらの値によっ

て最適政策と，その政策に従ったときに得られる総期待利得の性質が求められる。

つぎに，残り N期の間に，独立で同一の分布に従う確率変数｛ふ}i=l,…,00を観測し，それらの確率変

数の観測値に決められた n個の値｛か，…，加｝を割り当て，利得の総和の期待値を最大にする問題を考

えるとき，この (N;か，…，加）を確率的逐次割当問題の状態と呼び，このような問題を P点（か，…，加）

で表す。また，この問題の状態が(N;か，…，加）のとき， K個の確率変数が観測できるという部分問

題を烈（か，…，加； k)で表す。また，観測できる K個の確率変数の観測値がX(l),…， X(k)のとき，こ

の確率的逐次割当問題の部分問題を P点（か，…，加； klx(ll, …， X(k))と表す。ただし， X(l),…, X(k)はK

個の確率変数X1,…，ふの観測値X1,…，叫の順序統計量とする。 (X(l)Z…こお(k),x<l)z…zX<kl) 

この問題の目的は確率数の観測値に n個の｛か，…，加｝を割り当てたとき，それらの利得の総和を最

大にするような最適政策と，そのもとで最適に振る舞ったときの総期待利得を求めることである。こ

こで，利得は前節までで考えたものと同様する。

このとき，問題P点（か，…，加）， P点（か，…，加； k)とP点（か，…，加； klx(l), …， X(k))で，最適に振る舞

ったときに得られるこれらの問題の総期待利得をそれぞれ成（か，…，加）， v¼(か，…，加； k)と

成（か，…，加； klx<ll, …，お(k))とする。このとき，最適性の原理により次の最適方程式を満足する。

00 

成（か，…，加） =~ 成（か，…，加； k)加(k) (62) 
k=O 

成(P1,…， Pn; k) = E[ vJJ(P1, …， Pn; klX(l), …， X(k))] 

成(P1,…， Pn; k!X(l), …， X位））

l 

(63) 

= max max max{区釦亨U)+Vい(pt,…, P~-z)} (64) 
0さ/:<;;k{Pi. ・・・， JJ,)c(p,, ... , Pn) aES, J=l 

ただし， {pt,…，pい｝は， n個の {Pi,…，加｝の中から，この期で割り当てられた l個の｛グ1,…，か｝

を除いた残りの n-l 個である。 (pt~…~P~-l, Pi~ …>か）このとき，この確率的逐次割当問題の利

得関数の性質から問題PJJ(P1,…，Pn; klx<ll, …， X(k))で，もし i個の観測値を選択するとすれば，それ

らは大きい方から i個となることは明かである。したがって(64)式ではこのことを利用している。以下

で， {atL=1,2,…は第4.3節で定義したものである。

定理14 確率的逐次割当問題P点（か，…，加）の最適政策は次のようになる。

この問題の状態が(N;か，…，加）のとき， K個の確率変数を観測し，それらの観測値の順序統計量

がX(l),…， X(k)とする。いま {xu>}i=l,…，Kと{a}.-l}i=l,…，nのn+k個の値をあわせて大きさの順に並べ替
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えたものを {bふ=1,2,…，n+kとする。このとき， bj= X(j) (j = 1, …， n, i = 1, …， k)ならば， Xu)をj番

目のPiに割り当てることが最適である。また， bj= aJv-1 (j = 1, …， n, i = 1, …， n)ならば，この j

に対応する Piには，この期では割り当てないことが最適である。

定理15 問題P点（か，…，加）と PJJ(か，…，加； k)で最適に振る舞ったときの総期待利得 vt(か，…，加）

と成（か，…，加； k)は，

n 

成(Pi,…，加） =~Piai 
i=l 
n 

成（か，．．．，加； k) =~ かaM_k)
i=l 

である。

これら 2つの性質は， N に関する帰納法によって示される。

N=  1のとき，この問題は，

kl¥n 
max{~ 加 (j)知）｝
(JES• j=l 

(65) 

(66) 

となる。すなわち， k<nのときは，大きい方から K個のP1,…，加を割り当てることが最適となるこ

とは明かである。したがって， Hardyの補題（補題1) より，定理14は成り立つ。また，

n oo 

吋（か，…，加） =~ か ~PfE[Xcり］
i=l k=O 
n 

=~ かaii=l 

より，定理15が成り立つ。（注3)

次に， N-1までこれらの定理が成り立つことを仮定して， Nのときにこれらの定理を示す。

定理14の証明．まず始めに次の値を考える。

l 

max{~ 砂 j)知）+vい(pt,…， Pt-l)} 
aES, j=l 

帰納法の仮定より，

n-1 
vt-1(Pt, …， Pt-t) =~ptaN-1 

i=l 

である。したがって，

l l n-l 
max{~p叩知）+vい(pt,…， pい）} = max{~ 釦立u>+~ptaい｝
6ES, J=l 6ES, J=l i=l 

l n-l 
= max{~p叩Xぃ｝十 ~ptaい (67)
6ES, J=l i=l 

となる。よって， Hardyの補題（補題1)から (67)式は，

l n-l l n-l 
max{~ 加U)XU)}+~pfaい=~尻;Xぃ +~pfaN-1
aES, j=l i=l j=l z=l 

となる。すなわち，この期で

｛尻…，仇}c{p1,…，加｝
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を割り当てることに決めれば，大きさの順に j番目のpjを，j番目の Xぃに割り当てることが最適とな

る。 よって，

成（か，…，加； klx<ll, …, X(k)) 

l 

= max max max{~ 加 (j)叩 +vい(pt,…， Pt-z)} 1~l~k {か，…，尻}c{Pi,・・・, Pn) aES, j=l 
l n-l 

= max max {~ 尻Xu)+~ptaい｝1~l~k {Pi.・・・, p,)c{p,, ・・・, Pn) j=l i=l 
(68) 

となる。

したがって， ここで観測した K個の値{x(i)L=1,... ,kの中の大きい方から l個の値{xcnL=1,…,lと，つぎ

の期以降で最適に振る舞ったときに得られる n-l個の値{alv-1} i=l,·•,n-lに対して，どのように n個の

{P1, …， Pn}を割り当てれば良いかという問題となる。いま {xuiL=1,... ,tと{afvー1}i=l, …，n-lのn個の値を

あわせて大きさの順に並べ替えたものを {bりi=l,2,... ,nとする。 よって
l n-l n 

max {~p江u)+~ptaい} = max{~pib如｝
(p,, ・・・, p,)c(p,, ・・・, p.} j=l i=l <JESn i=l 

となり，

だから，

また，

Hardyの補題（補題1)

bfzbiz…z b/i 

より，

n n 

max{~p必知} =~pibf 
aES, i=l i=l 

となる。このことから，観測した K個の中から l個の値を選ぶならば， bf= X(i) (j = 1, …， n, i = 1, 

…, l)ならば， X(i)をj番目のかに割り当てること最適であり， bj= a1'r-1 (j = 1, …， n,i=l,n-l) 

ならばこの jに対応するかには，

つぎに，観測した K個の値{xu>}i=I,…，Kの中から幾つを選べば良いかを考える。 K個の値{xu>L=1,…,K 

の中の大きい方から l個の値を選ぶとすれば， ここまでの議論より， (68)式は，

n 

成（か，…，加； klx<o, …， X<k>) = max{~p闊1,,:/,,;;k i=l 

となる。いま

n 

名 =~pibf
i=l 

とおく。

この期では割り当てないことが最適である。

(69) 

一方，観測した K個の値{xu>L=1,--,kと{a1-1}i=l,・・,nのあわせて n+k個の値を大きさの順に並べ替

えたものを {bjL=l,2,…，n+kとする。いま，

れら {bj}た1,2,…，nに対して，

とおく。

これら n+k個の中から，大きい方から n個を取り出し，

n 

~=~pぷ
i=l 

そ

このとき， {bj}j=l,2,…，nに含まれる {xulL=1,…,K の数を l* とする。すなわち， ~=~l* である。

l* :s: lのとき， bj= xu*l (1 :S:j :s: n)とすると， l*:s: lだから，

~-名＝合ーも
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n n 

=~ かb「-~か,bf
i=l i=l 
n n 

=~pib「-~pibfz=J i=j 
n n 

=~ かa炉；—2かbfz=J i=j 
n 

＝沙か{a芦ーbi1 (70) 

となる。ここで，観測した K個の値{X(i)}i=l,···,k と {a~-1L=1,…，nの合わせて n+k個の値を大きさの順に

並べ替えたものが{bjL=l,2,…，n+k だから，もと~=合を大きさの順に並べたときに比較するとらと 5

＝合は j 番目までは等しいが， j+l 番目以降は次のようになる。すなわち，~=今では j+l 番目以

降は，

{a炉:,a炉戸，・・・， a岱―『}

となる。一方，名では， l= l*+「+1とおくと，

{a炉書， a炉戸，…， a岱―=-r-1,X(l-T), ... , X(l-1), Xu)} 

となる。ここで， l-「=l*+lより，

xu>s・・・sxu*+1>sa岱―=-li*

に注意する。すなわち， {at書，咋廿げ，…， a岱―=-i*-l,X(l-T), …， X(l-1), Xu)}と{a知,.!:.;,a炉戸＊，・・・， a岱才｝

を比較すれば(70)式より，

5ーふ＝合ー名=~か{a岱―~r-(l-j) _Xu>}~0 (71) 
j=l-l 

となり，

~~ ふ

が示される。 l<l*の場合も同様となる。よって，定理に述べた政策が最適となる。ロ

定理15の証明. (45)式・ (46)式と (47)式で定められた a1が問題PJJ(P1,…，Pn)でi番目のかによっ

て得られる総期待利得に等しいことを帰納法によって示す。 (i~m) このことが示されれば， (65) 式は

明かである。同様に， aHk)が問題P点(P1,…， Pn; k)でi番目のかによって得られる総期待利得に等

しいことが示される。これらのことから，この定理が成り立つことは明らかである。よって，このこ

とが成り立つことを帰納法で示す。 N-Iまで成り立つことを仮定する。

まず，{aM i=l, …,OOがつぎの式で定義されていることに注意する。

aUk) =広(a1-1,at叫1,00) 

注1で述べたように，

aぃ＝仏(a1,叫1,oo) 

= 1a1a心 (X(l))/(X(l))dxclJ+ /00ぶ1心 (x(li)/(xc1J)dxc1J
a1 

(72) 

である。したがって

砂＝仏(a1ー1,叫1,oo) 
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= 1al..-1akr-1加 (x(l))f(xc1))dxcx)+f~X(l)加(xcll)/(xcll)dxcll (73) 
llN-1 

となる。これは， 1番大きい値を持つかによって得ることのできる総期待利得に等しい。すなわち，

X(l)>aいならば，この値に 1番大きいかを割り当てることが最適であり， X(l)<ah-Iならば，この値

に対してはこの期でかを割り当てないことが最適だから， (72)式の第2項はこの期で割り当てた場合

の期待利得を表し， (72)式の第1項は帰納法の仮定より，次の期以降最適に振る舞ったときの期待値

だから，このことが得られる。

つぎに，一般の場合には，

ai,k =仏(ai,ai-111, oo) 

= 1a1a心 (xcl))/(xcl))dxcl)+f a;-1Xc1凸 (X(l))/(X(l))dxcl)
+ fy広(ai-1,ai-212, Xcl))/(xcl))dxcl) (7 4) 
a;-1 

より，これらの各項について考える。

(74)式より，

ai,k =広(a1ー1,a1i!1ll, 00) 

f' 
GN-1 

＝ 叫心(xcl))/(xcl))dxcl)+f吐 1改1心 (xcl))/(xcl))dxc1>
a~-1 

+ J: ーい(a砕， at-. 均12,Xcl))/(xcl))dxcl) (75) 
GN-1 

となる。まず， X(l)~a1-1 ならば，このときかはもちろん， P1, …， Pi-Iすべてがこの期では割り当て

られず，つぎの期に進みその期ではやはりかは大きい方から i番目のままである。したがって，この

場合にかが割り当てられる値の期待値ば帰納法の仮定より a1-1だから， (75)式の第 1項で表せる。

つぎに， a1-1~Xc1>~a知古のとき， P1, …，Pi-Iすべてがこの期では割り当てられないが， i番目のPi

は，この期で値X(l)に割り当てられる。したがって，この場合の期待値は(75)式の第2項で表せる。

最後に at古 ~X(l) の場合は，かは X(l) に割り当てられないが， at古~X(l) だから，最適政策に従えば

P1, …， Pi-Iの中のどれかが割り当てられる。この場合には， 2番目に大きい観測値X(2)の大きさによ

って 3 つの場合が考えられる。すなわち， X(2)~at古， at古~X(2)~at古と， a炉古 ~X(2) の 3 つの場合で

ある。これらの場合は， X(l)に対する場合分けに対応している。このときの期待値を表すのが定義より

(75)式の第3項である。したがって， atはi番目のかによって得られる総期待利得に等しい。よっ

て，この定理が成り立つ。ロ

注 6 定理15で， P1=…=  Pn = 1とPn+i=… =Pm= 0とおけば，定理11の結果と等しくなる。す

なわち，ここで考えた確率的逐次割当問題は前節で考えた観測できる数が未知の場合の最適選択問題

の一般化と考えられる。いまこの問題を簡単に P島と表すことにすると定理15の証明で示されたよう

にatが問題P点(P1,…，Pm)で i番目のかによって得られる総期待利得に等しいことから， pぬで i番

目の選択権により得られる総期待利得と考えらえる。 (i~m) このことから，最適選択問題で at は，問
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題殴，i-1にさらにもう 1つ選択する権利をつけ加えたときに獲得できる総期待利得の増加分と考え

られる。すなわち， i番目の行動の価値とも考えることができる。
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