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Numerical experiments for seismic tomography 

using the Singular Value Decomposition (SVD) technique 

Megumi NAKAMURA, Tomohiro HAYASHIDA, Hiroshi TAKENAKA, Hiroshi SHIMIZU, Sadaomi SUZUKI 

Abstract 

The purpose of this study is to learn how to consider setting the borehole and arrangement of the 

measuring instruments for seismic tomography. For this purpose we made an underground structure 

model of Unzen Volcano based on the results of previous studies, and simulated the seismic tomography 

identifying this model副ththe true structure because one of some plans in "Scientific drilling project at 

Unzen Volcano" is seismic tomography by using a borehole approaching conduit.. We located sources 

and receivers along the borehole and at the surface, and calculated synthetic seismograms at the 

receiver positions by a 2-D finite difference method. We measured the first P arrival time in the synthetic 

seismograms, and constructed the observational equation for seismic tomography. We investigated the 

solution of this equation by the Singular Value Decomposition (SVD) technique. We found we can 

consider borehole location and arrangement of sources and receivers through such a simulation by 

Singular values and eigenvalue that got in this way. 

I . はじめに

ジオトモグラフィ探査技術は，近年飛躍的な発展を

遂げつつある調査技術で， Fig.Iに示すように地下に掘

ったボーリング孔等の孔間を利用して発信点や受信点

を配置し，地盤や岩盤の特性を解明しようとする技術

である（例えば，佐々• 他，1993). ジオトモグラフィに

は，地震波を利用するサイスミック・トモグラフィ，

電磁波を利用するレーダー・トモグラフィ，そして比

surface 

bore hole bore hole 

Fig. 1. Schematic view of geotomography. 

抵抗トモグラフィ等の種類がある．これらの方法から

それぞれ速度（減衰定数），誘電率，比抵抗の分布が

得られる

本研究では，地震波を使い地下の速度構造等を調べ

るサイスミック・トモグラフィを対象としており， ト

モグラフィ解析を行うにあたって，速度構造モデルを

作成し，このモデルからP波の初動走時を得，得られ

た初動走時を観測初動走時と見なして数値実験を行

う解析の方法には様々なものがあるが，今回は最小

2乗法のぴとつである特異値分解法(SVD法）を用いる

特異値分解では特異値や固有ベクトルが得られるが，

これらがどんなものであるかを理解し，実際用いるこ

とによってトモグラフィ解析の結果をどうのように検

討できるかを知ることを目的とする

ぴとつの例として，計画が進行中である「雲仙科学

掘削プロジェクト」に注目し，雲仙火山浅部の溶岩ド

ームと火道からなる速度構造モデルを実際のターゲッ

ト構造に見立てて解析を行う

平成12年9月II日受付，平成12年9月26日受理
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II. トモグラフィ解析の概要

トモグラフィ解析は，得られた観測波線に対して断

面をある大きさのセルに分割し，これらのセルに適当

な初期値を与え，この初期モデルをもとにして速度解

析を行うそして最終的に得られた結果から速度構造

などを画像処理して表示する. Fig.2に示した流れに従

って， トモグラフィ解析の各段階で考慮すべき点につ

いて述べる．

2.1 データ

Input time-travel data 

Initial model 

Calculate theoretical 
time-travel 

Calculate time-travel 
residuals 

Final model 

Fig. 2. Analysis flowchart. 

サイスミック・トモグラフィでは地震波を用いて地

下構造を求める．そのために，発信点としてエアガン

等の人工振源を，受信点としては地震計を配置する．

対象箇所の地形やボーリング孔の状態を考慮してそれ

らを配置し，それぞれの位置データを得る

実際に行われるトモグラフィ探査では，受信点にて

初動走時が観測される．数値実験の場合は，ある速度

構造モデルを想定し，それをもとに計算された理諭記

象から読み取った初動走時を観測走時とみなすことに

する．

2.2初期速度構造モデル

Fig.3に示すように対象断面をいくつかの矩形セル

に切り分ける．セル内の速度は一定であると仮定し，

それぞれのセル内の速度を求めれば，対象の地下断面

の二次元速度分布を得ることができる．

いま，この二次元分布を速度そのものではなく，あ

る値からのずれ（あるいは異常）として表すことを考

える．ここでいう「ある値」が速度の初期値である．

切り分けたセルのそれぞれに初期値を与え，初期速度

構造モデル（以後，簡単に初期モデルと呼ぶ）を作成

するただし， トモグラフィ解析ではしばしば速度の

かわりに速度の逆数であるスローネスを与えるが，本

研究においてもスローネスを用いることにする

． 
receiver ー・source

Fig. 3. An analysis field divided into some pieces. Stars are 
receivers. Solid circles are sources. 

2.3速度解析

最小2乗法を用いてスローネスを推定する最小2乗

法で走時残差（観測走時と理諭走時との差）の2乗和

が最も小さくなる時の解が求まる．その解を用いて画

像処理をし，対象地下断面の速度構造を視覚的に表示

する．

最小2乗法については次節で詳しく述べることにす

る．

m最小2乗法（特異値分解法）

ここでの記述は，斎藤(1983a,1983b), 松浦(1991)に負

うところが大きい

3.1観測方程式

対象の地下断面をm個のセルに切り分け，それぞれ

セルの未知パラメータ（スローネス）を xj(I<j<m),

観測される波線を n本とし，その観測初動走時を y,

(1 < i< n)とするまた， i番目の波線がj番目のセル

を通過する距離をaijとすると， xjとYiは行列を用いて

以下のように表される．

y=Ax 

ただし，太字は行列を表しており，

y=[yぃY2,• • • ,YnY 

X = [X1 ,X2, ... ,xrn]T 

(Tは転置を表す）

(I) 

(2) 

(3) 
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いま， (8)式の正の固有値を

(4) 
il 1 > il 2 > ... il P > 0 (p > n,m) 

(1)式は観測方程式と呼ばれている．実際には観測走時

yと計算走時 Axとの差，すなわち走時残差 rを考え

なくてはならないので， (1)式は次のように表されるの

が相応しい．

y=Ax+r 

ここで

r=[r1, 乃，．．．むY

,
1
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(5)式において， rの2乗和 r牙が最小になるようなスロ

ーネス xを求める方法を最小2乗法というこのとき，

求められるスローネス xを最小2乗解という（補足参

照）．

スローネスの推定値，すなわち(1)式の最小2乗解 x

は観測値yに適当な逆演算行列 Atを作用させて，

x=Aty (7) 

と表せるこの最小2乗解を与えるAtは一般化逆行列

と呼ばれている. (7)式が最小2乗解になることについ

ては次の小節で述べる．

3.2特異値分解法

連立一次方程式の係数行列の行列式が0になると

き，その行列は特異であると言う．行列式が0になる

かどうかは，数値計算では明確ではなく，丸め誤差の

ために0になるべき値が計算しても正確には0になる

ことはない．つまりその行列が特異であるかどうかが

はっきりせず，特異であるにもかかわらず正則である

と思って得られた解では物理的には何の意味も持たな

い．そこで，行列の正則性をはかる尺度を与えるのが

行列の特異値である

ここで， Aに関する固有値問題を考える .Aに関す

る固有値は次の1組の固有値方程式によって定義され

る

とし，それに対応する（直交規格化されている）固有べ

クトルを

とする．係数行列Aはこれらの固有ベクトルから作ら

れる直交行列

U=[UplU。]

を用いて

=[u叫2,• • • ,uplup+1, ... , 馬］

V=[VplV。]

= [V1,Vあ...,vplvp+l, ... ,vrn] 

A=UAVT=Up心v;;

と表される．ここで

u1, u2, ... , uP 

Vr, V公..., VP 
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(13) 

(14) 

(15) 

この正の固有値入を特異値と呼び，このような行列の

分解を特異値分解と言うここで，

観測値 y→ U勺

スローネス x→ V汲

係数行列 A→ UTAV=A 

と変換すると，観測方程式(1)式は

ury=Avrx (16) 

Av= ;tu 

ATu= ;t v 
(8) 

となる．さらに，固有値が0の部分と， 0でない部分

とに分離すると，

U'{;y = 0 07) 
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U砂=APVJx (18) 

となる．ここで注意すべき点は，スローネスxのV。空

間への射影成分VJxは全く現れていないので，任意の

値を取り得るということである.Fig.4は，スローネス

xが存在するモデル空間と観測値yが存在するデータ空

間との関係を表している．

Model space Data space 

Fig. 4. Relation between model space and data space. 

(17)式の条件の下で，観測方程式(1)式の解は存在し，

形式的に

x=VpいUJ;y+V。VJx (19) 

と書ける．右辺第2項は，不定の部分である.p=mの

とき，この項はなくなるので解は一意に決まる．しか

し， p<mのときには解は無限に存在する．このとき

(19)式右辺第2項を無視した解がノルム（ベクトルの長

さ）最小の解となる．

一方， p=nのとき，すなわちu。空間が存在しない
場合，観測値を完全に説明するスローネスが存在す

るはずである．しかし， p<nのときは， (17)式が満た

されないとき観測値 yのU。空間への射影成分U訊yは，

スローネスxの値をどのようにとろうとも説明するこ

とができないので，観測値yをノルムの意味で最も良

く説明するスローネスxを，観測方程式の解とするこ

とにする．ここで(19)式は実際に最小2乗解であるの

かどうかということについてみる．観測値 yと(19)式

のスローネスxによる予測値Axとの差の2乗和をとる

と，

lly-Axll2=IIU"fiyll2 (20) 

となり， U?;yはどのように値をとろうとも説明のつか

ない部分なので， xは確かに最小2乗解である．そのと

きの残差2乗和 rrrが IIU?;yll2である．また，上で述べ

たように V?;xはどのようにしても観測値から決めるこ

とはできないので，最小2乗解は無限に存在すること

になるそこで，特に解ベクトル自身のノルムが最小

となる解，すなわち

文=vpAiu;y

を最適な解とするこのときの

At =vpA~u; 

(21) 

(22) 

が(7)式の一般化逆行列である. (21)式は，残差と自分

自身のノルムの両方の意味での最小2乗解になってい

る

以上のことから，特異値分解することによって一般

化逆行列をつくり，結果的に最小2乗解を求めること

ができることがわかる

次に，観測値が誤差eを含んでいる場合を考える．

この場合の観測方程式は，

y=Ax+e (23) 

簡単のために，すべての誤差は互いに統計的に独立で

あり，平均0のまわりに同じ分散びを持つものとす

る．このとき

x=VPA~ 几閂y (24) 

にも誤差が生じていることになる (18)式を書き換え

ると

X=言（閃:)vi (25) 

となり，観測値yに含まれる誤差の小さな特異値に対

応する成分が，誤差の伝播によってスローネスxの誤

差を大きくしてしまう．ことがわかるまた， xの誤

差の共分散行列 Cは

C=びVA-2VT p p p (26) 

これよりそれぞれのxの誤差分散を行列要素で表すと

叩=O噂（兄）2 (1 <i<m) (27) 

この(27)式から， Aが極めて 0に近い特異値を持つと

き，分散は非常に大きくなってしまう．従って， (18)
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式のような解は数学的には存在しても，物理的には全

く意味がないものであることがわかる．数値的に特異

値を求めた場合には，本来0であるべき固有値が計算

誤差のために極めて小さな特異値として現れてくるか

もしれないし，また，元来Aの特異値の中に小さなも

のがあるかもしれない．そこで， Aの特異値の中でO

に近いものは切り捨てるという操作を行うそれをふ

まえてAのp個の正の特異値の中から大きい順に選ん

だq個(q<p)の特異値と，それに対応する固有ベクト

ルを用いて

かなる検討ができるかを知ることを目的とし，雲仙火

山下の速度構造モデルを作成し，そのモデルをもとに

数値実験を行う

雲仙火山浅部におけるトモグラフィ探査のターゲッ

トを溶岩ド ームと火道にあて， Fig.5のような速度構造

モデルを考える（図中の各数字はP波スローネス）

w 
1500 
O[叫
「

E 
5QO[m] 

Aj=v A1ur (28) q q q 

を定義すると，そのときの最小2乗解は

」耳．工s翌a, ： し 1000 x=AJy 

= VqA~U砂

＝ 言 (u{~)vi (29) 

となる. Aqは有効一般化逆行列と呼ばれている

以上のことから， p個の正の特異値から大きい順にq個

だけ選ぶことによって数値的な誤差を小さくすること

が可能であることがわかる

N. 数値実験

4.1 速度構造モデル—雲仙科学掘削プロジ ェ クトより—

今回の研究では，長崎県の雲仙火山を一例にあげ，

計画が進行中の雲仙火山科学掘削プロジェクトに注目

した 雲仙火山の噴火現象は，地球物理学，地質学，

測地学等の分野からの様々な観測や研究が進められ，

マグマ上昇・噴火モデルに進歩をもたらした．さらな

る科学的発展のために，モデルの検証を経てよりレベ

ルの高いモデルを構築するための実証的研究が必要で

あるそこで，科学掘削を中心とした雲仙火山の実態

解明を目的としたプロジェクトが考案された（地震予

知総合研究振興会，1999).

固体地球科学において科学掘削は有力な手段である

が，実施するには，科学掘削による研究を効率良く進

めるための事前の検討が必要であるそこで，ボーリ

ング孔を利用したサイスミック・トモグラフィ探壺を

行った場合に，掘削位置や地震計・人工振源の配潰の

仕方によってどのような結果が予想されるかを検討す

る手段として特異値分解法をあげる．本研究では特異

値分解法で得られる特異値や固有ベクトルを用いてい

600, 

0.46 s/km 

Fig. 5. Velocity structure model of Unzen Volcano used as 
true velocity structure. 

4.2データ作成

発信点と受信点の位置データと各波線の観測走時

データを次のように作成する．

まず，位置データについて述べる．雲仙火山に東西方

向の測線を考え，地表に受信点を20点並べる．また，雲

ー
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[S] l
q
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B
!
g
H
 

600 

• Receiver 
*Source 

゜゚゚
ー

[m] iq~~gH 

(a) (b) 

Fig. 6. (a)Location of sources and receivers in a homogeneous 
initial model. (b)Schematic view of raypaths. 
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仙火山浅部にボーリング孔を想定し（地震予知総合研

究振興会，1999),ボーリング孔に発信点を14点並べる

Fig.6はボーリング孔と，発信点・受信点の配置，ならび

に全波線の様子を表している＊は発信点，▲は受信点

を表している．得られるべき観測走時の数は発信点と受

信点の数の積であるから， 14X20すなわち280個となる

次に観測走時データについて述べる．観測走時デー

タを得るため，作成したモデルをもとに，時間二次精

度，空間四次精度の二次元速度一応力型スタガード格

子差分法（林田•他，1999)を用いて計算を行うそこで

得られた理論波形からP波の初動走時を読みとり，そ

のデータを観測走時データとする .Fig.7は計算時に

実際使用した速度構造モデルで，ボックス内は今回の

トモグラフィ解析領域である 20 

゜1500-l 

0

0

 

0

0

 

0

5

 

ー百
l1q励
d
H

゜

Distance [ m] 
500 1000 1500 

Fig. 7. A model for the calculation of arival time using 2-D 
finite diffrence method. Star is hypocenter. The box 
shows are of anarysis 

今回のトモグラフィ解析ではP波の初動走時が必要

であるため，差分法の計算では計算領域全ての端に一

次の吸収境界条件(Claytonand Engquist,1977)を適用す

る．そのことにより境界条件による数値分散を軽減し，

P波の立ち上がりを明瞭にする．震源ば爆発震源であ

る. Fig.8はP波のスナップショットの例であり，火道

と山体，溶岩 ドームと山体の境界に即したパターンが

見られ，地形の効果が良く現れていることがわかる．

また， Fig.9は計算で得られた波形の例である

5
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1
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Fig. 9. Theoretical seismograms by 2-D finite different method. 
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Fig 8 P-wave snupshots Time is measured from the occurence of an event. 
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4.3初期モデル

初期モデルを作成するために，まず対象地下断面を

いくつかの矩形セルに分割する．セルの大きさは様々

に変えることができる例えば，雲仙火山浅部におけ

る火道のような低速度域が予想される場合，そこでは

セルの大きさを細かくすることもできる．しかし，そ

れでは波線が全く通過しないセルが増えてしまうとい

う問題も生じる．また，最小2乗法を用いる場合には，

方程式の数（データ数，あるいは波線の数）が未知パ

ラメータの数（セルの数）を上回っていることが必須

である．このようなことも含めてセルの大きさを考え

なくてはならない．本研究では， Fig.6(b)で示されるよ

うな波線の通過状況をふまえ，水平方向，深さ方向と

もに幅40mの計180個の正方形セルに分割する．

続いて，分割したそれぞれのセルに適当な初期値を

与え，初期モデルを作成する．簡単のために，初期値

は雲仙火山浅部の平均的速度2.3km/sをすべてのセル

に与え，Fig.6(a)に示すような均質な初期モデルを採用

する．

4.4結果

セルの中には波線が通過していないものもあるこ

のような場合には，係数行列の中から該当するセルに
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q
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u
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-160 
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(a) 

関する成分を抜いて計算することができる．つまり，

波線が通過していないセルのスローネスは求めること

ができないので，初めから抜いておくのである．そう

すると，特異値の数と固有ベクトルの数は抜いたセル

の分だけ減る．

Fig.lO(a)は波線が通過していないセルも含めて計算

した場合の特異値， Fig.IO(b)は波線が通過していない

セルは抜いて計算した場合の特異値を示している．

Fig.lO(a)を見ると，特異値は1番目から値の大きい順に

並んでいるが，途中で急に極端に値が小さくなってい

る．しかし， Fig.IO(b)では一部のセルの除くことによ

って極端に小さな特異値が現れなくなることがわか

る．そこで，今回は波線が全く通過していないセルは

抜いて考えることにし，計算上91個のセルを除いた．

次に， Figl1にそれぞれの特異値に対応する固有べ

クトルを示す．図に示されているように固有ベクトル

はいわゆる解のパターンで，解はそれらの線形結合に

よって表現される. (23)式からわかるように，得られ

る解は特異値をいくつまで選ぶかによって変化する．

選ぶ特異値の数を変えて得た速度構造をFig.12に示す．

図の空白箇所は波線が全く通過していない部分であ

り，また黒い箇所はセルの持つ解の値が極端に大きい

か，または小さい部分である
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Fig. 10. Distribution of Singular Values. Singular Value number(p) is numbered Singular Value in order of size. (a)included cells that 
ray don't pass.(b)except cells that ray don't pass. 
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Fig. 11. Spatial distribution of eigenvalues corresponded to Singular Value numbers. Small slowness is shown in yellow. Large 
slowness is shown in red. 
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Fig. 12. P-wave velocity tomograms deduced from the Singular Value Analysis. The tomograms depend on the number of Singular 
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Fig. 12. Continued 

又考察

特異値を考慮せずに求めた最小2乗解を画像表示す

ることによって得られた結果では，仮想モデルにある

ような火道や溶岩ドームがいずれもはっきりとは見ら

れないが，値を見ながら特異値の数を選べば，仮想モ

デルにより近い結果が得られる場合があることがわか

った固有ベクトルを具体的に見ていくと， p=lや

p=2の時は溶岩ドームや火道の様子が伺える．しかし，

特異値が小さくなるに従って認識し難くなる．前述の

(25)式からもわかるように，固有ベクトルを特異値の

逆数を重みとして重ねあわせていくことによって得ら

れるものなので，小さい特異値は誤差を増幅させると

いう影響をもたらし，誤差のせいで解が物理的に意味

を持たなくなることがある

今回求まった全ての固有ベクトルの特徴を述べる

と，右上から左下へ向かっているパターンを持ってい

るさらに， Fig.6(b)の波線の様子を見ると，ほとんど

の波線が西側から東側へ斜め上向きに走っている実

は，それぞれの固有ベクトルは，波線の走り方のパタ

ーンを反映しており，本研究で用いた特異値分解法に

おいて解は初期値には依存せず，そのパターンは波線

の走り方，すなわち発信点と受信点の位置関係で決ま

るものであることがわかる ．サイスミック・トモグラ

フィにおいて発信点と受信点の配置は解に大きな影響

を及ぼすのである

Fig.5の速度構造モデルと比較した結果、今回の数値

実験で溶岩ドームや火道の様子がわかるような比較的

良好な結果が得られたのには次の原因が考えられる

まず，溶岩ドームの部分では比較的様々な方向に波線

が走っていること，また，火道付近では波線の数は少

ないが火道とほぼ平行方向に走っていることである

もし，ボーリング孔が西側でなく東側にあったり，火

道が東に向かって傾斜しているとしたら，今回の発信

点ー受信点配置では得られる結果は仮想モデルとは全

く異なるものになることが予想される

従って，サイスミック・トモグラフィを実際の地盤

に適用する際には，対象断面を取り囲むような発信

点・受信点の配置が最も望ましいしかし，数値実験

で対象とした雲仙火山の溶岩ドームの上から実際にボ

ーリ ング孔を掘ることは実現性が低く，断面を取り囲

むような配置は難しいと言えるそれだけに対象部分

の地質構造や速度構造に関する情報を十分に得た上

で，発信点と受信点の配置を考えることが必要であ

る

VI. まとめ

今回は雲仙火山の速度構造モデルを作成し，特異値

分解法を用いてトモグラフィ解析の数値実験を行っ

た特異値分解法で得られる特異値と固有ベクトルの

特徴を考慮し，用いることによって，発信点や受信点

の配置の仕方という点からのトモグラフィ解析の結果

の検討が可能であることがわかった．
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補足

スローネスxが，

x=x゚＋△x (30) 

と与えられるとするここで，XOはスローネスの初期値，

/':,.xはスローネスである.(30)式に(1)式を代入すると，

y=Ax゚+A/':,.x (31) 

となる. Ax0は初期モデルにおける走時yoに等しい．

/",.yを走時残差とすると，

△ y=y-yo (32) 

という関係があることから， (8)式は

△ y=A△x (33) 

と書くことができ，最小2乗解 6.xを求めることがで

きる．




