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地震波散乱問題における積分方程式のウエーブレットを用いた

解法の検討：大規模積分作用素行列の圧縮

竹中博士＊・藤原広行＊＊

A wavelet-based approach for solving integral equations in seismic wave scattering 

problems: Compression of large kernel data matrices 

Hiroshi TAKENAKA* and Hiroyuki FUJIWARA** 

Abstract 

Wavelets can be an effective tool for compressing integral operator matrices arising from large-scale 

simulation of wave scattering problems. We propose an approach based on the Haar wavelets to 

compress the matrices in the standard collocation-type boundary element method for seismic wave 

problems. We describe the formulation and show some numerical examples. In the examples we confirm 

this approach can attain higher compressibility within small accuracy loss for larger problems. 
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I. はじめに

近年の計算科学技術の飛躍的な発展により，現実的

な地下構造モデルに対する地震波伝播の数値シミュレ

ーションが可能となりつつあり，高度な強震動予測手

法として期待されている。地震波伝播のシミュレーシ

ョン手法には，大きく有限要素法や差分法などの領域

法と境界要素法 (BEM) 等の境界法の2種類がある。

領域法は計算領域を有限化しその領域全体を離散化し

て解く手法で，境界法に比べて精度が劣る反面，複雑

な地下構造モデルにも対応できるという利点がある。

中でも有限要素法や差分法は既にある程度確立された

手法として用いられており，並列アルゴリズムの開発

等の研究が実施されている（例えば， FURUMURAet al., 

1998; 古村•他 2000; 林田•他 2001) 。一方境界法は，

境界積分方程式を構成してそれを離散化して解く手法

で，無限に広がった領域を簡単に扱えるという利点を

持っており（例えば，YOKOI and TAKENAKA, 1995)，例えば

地震発生場に特有の非常に多くのクッラクが分布した

ような媒質中での地震波の散乱問題等を解くのに適し

ている。しかし，この方法で現れる積分方程式を離散
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化した行列は密行列となるため，それを解くための計

算量は間接法でもN2(N：行数）に比例したオーダー

(O(Nりと表記）になり，それが大規模な問題を扱う際

のネックとなっていた。

最近，幾つかの分野でこの問題を克服するための研

究が盛んに行われており，「高速多重極展開法」と

「ウエーブレット法」の2つの解法が注目されている。

両者とも，原理的には計算量をNのオーダー (O(N))

まで減らすことが可能なことが証明されている

(AMARA TUN GA, 2000)。特に高速多重極展開法は実際の

問題を解くための研究が進んでおり，地震波の散乱問

題についても実用的な解法が提案されている

(FUJIWARA, 1998, 2000)。しかし，それに比べてウエー

ブレット法はまだ発展途上にある。ここでは，ウエー

ブレット法を地震波の散乱問題に適用するための検討

を行ったので報告する。

II. 問題設定

ここでは，特に2次元SH波のクラック散乱間題を

BEMで解く場合を例にして考える。地震波の散乱間題

では，一定要素を用いた選点法タイプのBEMが用いら
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れることが多い（例えば，FUJIWARAand TAKENAKA, 1994; 

YOKO! and TAKENAKA, 1995)。BEMの解法にウエーブレ

ット法を適用する研究ではガラーキン法タイプのBEM

を対象にすることがほとんどであったが（例えば，

BEYLKIN et al., 1991; von PETERSDORFF et al., 1997; LAGE and 

SCHWAB, 1999; AMARATUNGA, 2000)，ガラーキン法タイプ

のBEMが地震波の散乱問題に用いられることは稀なの

で，ここでは特に選点法タイプのBEMを検討対象に選

んだ。

周波数領域において2次元SH波のクラック散乱問題

に現れる積分方程式は，

jK(x,y)u(Y)dS(y) =t(x) 
s 

(1) 

と書くことができる。ここで， Sはクラック面， u(y）

はクラック面上の変位，t(x)はクラック面上に入射した

SH波による応力， K(x,y)は積分作用素の核関数で，時

間依存がexp(iwt)(wは角周波数， tは時間）のとき

K(x,y)＝一
iμ が

4枷 (y)dn(x) 
叩 (k13ly-xl) (2) 

となる(FUJIWARA,1998)。闊2)（x)は零次の第二種ハンケル

関数で， KBは波数 (=w//3,/3: S波速度）， a I a n(x)は
点xにおけるクラック面の法線方向の微分（方向微分）

である。 (1)式のタイプの方程式は，地震波散乱問題で

現れる最も典型的な積分方程式である。

一定要素を用いて積分方程式(1)の解u(y)を近似する

と，近似解（数値解） a(y)は

N-1 

u(y)＝こ u(Yj鳩(y) (3) 
J=O 

と表現できる。ここで， Nは要素の数，見 (y)はN個の

要素のうち j番目の要素でのみ 1の値をとりそれ以外

の要素ではゼロの値をとる（すなわち j番目の要素を

台とする）ボックス関数，ぁは j番目の要素の中点の

位置ベクトルである。この式を積分方程式 (1)に代入

し，選点法を用いて積分方程式を離散化すると，

u(yj)(j＝0,1,…， N-l)についての連立一次方程式

N-1 ta u(y) hsi K(xi,y)dS(y) = t（ふ）（4)

を得る。ここで， x/i=O,l,…， N-l)は積分方程式が成

立する選点で，一定要素では要素の中点を選ぶことが

多い。 ASj・ はj番目の要素で，この要素積分は解析的

またはガウス積分を用いて数値的に評価する。連立一

次方程式 (4)は，直接法あるいは間接法のルーチンを

用いて解くことができるが，一般に係数行列が密行列

なのでそのままでは直接法でO(N3)，間接法でもO(Nり
の計算量がかかってしまう。計算量を減らすためには

係数行列を疎行列化する必要がある。その一つの方法

がウエーブレットの利用である。積分方程式の解法に

ウエーブレットを利用する研究は，主にポテンシャル

や電磁波の分野で進められており （例えば， WAGNER

and CHEW,1995; AMARATUNGA, 2000)，地震波のような弾

性波の分野ではまだ皆無である。以下本諭文では(1)式

をもとに，ウエーブレットを利用するための準備とそ

の有効性を検討する。

m．シングル・スケールの式の導出

まずウエーブレットを用いた解法を導入する前準備

として，上記の選点法タイプのBEMをガラーキン法の

立場で捉え直し，シングル・スケールの式を導出する。

選点法はガラーキン法を用いて定式化することができ

る。これは本研究でわかったことのひとつである。

積分方程式 (1)をガラーキン法を用いて離散化する

場合，（3）式をu(y）の基底（試験関数）肌(y)(j=O,I,…, 

N-l)による展開式とみなし，（3）式を(1)式に代入した

後，財(x)(j＝0,1,… ,N-l)の双対基底肌(x)(i=O,l,…,

N-l)を両辺にかけてS上の積分を施すと連立一次方程式

N-l 

2叫）！！加(x)K(x,y)1/rJ(y)dS(y)dS(x) 
j=O 

S JS 

= JS面(x)t(x)dS(x) (5) 

が得られる。ただし，

J加(x)加(x)dS(x)＝伽 (6)
s 

ここで，釘はクロネッカーのデルタである。一定要

素の場合，逆基底況 (x)は基底肌 (x)と定数倍を除いて

全く同じ関数であり，（5）式の両辺の積分は選点法の(4)

式左辺と同様に実際には要素積分になる。

以上がガラーキン法による離散化である。ガラーキ

ン法による離散化は，選点法の場合に比べて積分の回

数が激増するので，要素積分を解析的に評価できる場

合を除いて，計算量が激増してしまう。このためガラ

ーキン法タイプのBEMが地震波の散乱問題に用いられ

ることはほとんどなかった。

解u(y）だけでなく，核関数K(x,y)と入力 t(x)につい

ても一定要素近似を用いると形式的にガラーキン法の

方程式から選点法の方程式を導くことができる。すな
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わち， K(x,y)とt(x)のところに，それぞれ

N-1 N-1 

k(x,y)＝L K(xk,Y)加(x), i(x)＝Lt（む）加(y) (7) 
k=O k=O 

を代入して，（6）式を用いてxについての積分を実行す

ると選点法の方程式(4)が得られる。

ガラーキン法の方程式(5)は，一定要素のサイズすな

わちひとつのスケールを表す空間関数放i(x)で離散化

されているので，いわば「シングル・スケール」の方程

式である。これをウェーブレットを用いて「マルチス

ケール」化することができる。次にそれを説明する。

w．マルチスケール化とウエーブレット

境界要素の数をN=N。性とする。一定要素を表すN個

のボックス関数 1/ri(x)(j＝0,I,…， N-l)を韮底とする関

数空間を祈とすると，方程式(4)の解はこの関数空間に

属する。 VLを最も細かいスケール（第Lレベル）の空

間と考え，以下のようにして順次より粗いスケールの

関数空間 V1(l=L-l,…， 0)を定義する。

V1 = span固(x)li= O,l,...,N1-l}, (8) 

c/)J(x)＝也(x)，叫(x)=cj)位l(x) + cp位土(x) (9) 

ただし， N1=N0iである。第lレベルの関数空間vりまl段

階細かい第l+Iレベルのスケールの空間Vl+lの部分空

間になっている。すなわち，

Vl C yl+l (10) 

ここで， Wの直交補空間wl

vl+1 =Vl 〶 Wl (11) 

を考え，この基底としてハール・ウエーブレット

wf(x) = ¢仇―l(X)-(p乱［占(x) (12) 

を採用する。ハール・ウエーブレットw[（i=0,l,…,NI―1) 

は初の直交基底になっている。このとき，解u(x)の一

定要素近似解a(x)は，次のようにマルチスケール表現

できる。

No-I L-1 Nz-1 

叩）＝ LsJ的(X）＋ここ d]叫(x) (13) 
j=O l=O j=O 

釦からウエーブレット係数翡， s~, …， S心0― J, d~, …, d姐
を求める操作

砂＝［Ct(x)盈(x)dS(x), dj = h Ci(x)吋(x)dS(x) (14) 

が，ウエーブレット変換で，逆にウエーブレット係数

からCt(x)を求める（すなわち(13)式）のが，逆変換であ

る。

ウェーブレット変換をWで表すと， Waの実際の計

算は， u(x)(i=O,l,…， N-1)に高速ウェーブレット変換

を適用して離散的に行うことができる。計算量はO(N)

である。ハール・ウエーブレットの場合，高速ウェー

ブレット変換は

砂＝（ Sし＋ S~j+J)／汲， dj = (sしー Sい）／⑫ （15) 

に従ってウエーブレット係数を求めていく。ここで，

右辺で辺で割っているのは，ウェーブレット変換を

ユニタリー変換にするためである。逆変換も同様のア

ルゴリズムで高速に実行できる。著者が作成したハー

ル・ウエーブレットの高速ウェーブレット変換（順変

換と逆変換）のFORTRANコードをAppendixに示す。

V.積分方程式への適用

解くべき積分方程式(1)を

Ku= t (16) 

と表示すると，ウエーブレットを試験関数とするガラ

ーキン法の方程式は

(WKW―1)(Wa) = Wi (17) 

となる。ただし，＾は一定要素近似を表している。 (17)

式は連立一次方程式で，その係数行列 k(WkW-1の行

列表現）と右辺のWiは，連立一次方程式(4)の係数行列

と右辺の項に高速ウエーブレット変換や高速逆ウエー

ブレット変換を施して計算することができる。 (17)式

の解Waからaを得る際にも高速逆ウエーブレット変換

を用いる。

方程式(17)の係数行列Kは，一般に密行列であるが，

閾値を設定し，それ以下の絶対値の成分をゼロに置き

換えることによって疎行列化することができる。この

ような疎行列化は，計算量をNのオーダーまで減らす

ものではないが，一種の行列の圧縮であり，共役勾配
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法等の疎行列用の解法を用いることによって，圧縮率

に応じてトータルの計算量を減らすことができる。た

だし，当然のことながら，圧縮率と解の精度との間に

はトレードオフがあり，圧縮率を高くすると誤差は増

える。誤差を許容量以下に保ったままで圧縮率を高く

できることが望ましい。以下，計算例によってその効

果を示す。

VI.計算例

ハール・ウエーブレットを用いた行列の疎行列化の

例をシングル・クラックの散乱間題とマルチ・クラッ

クによる散乱問題の2つのケースについて示す。

以下，閾値を方程式(17)の係数行列Kの要素の中で

絶対値が最大のものの 8倍と定義する。また，行列の

圧縮率を全要素数を非ゼロ要素の数で割った値で定義

する。解の精度は，通常の選点法によって得られた解

を真の解とみなして，ウエーブレット法で疎行列化し

たときの解と真の解の残差の絶対値を真の解の絶対値

で割った値の全要素にわたるRMS（相対誤差）で測る。

ここでは，解の誤差の許容量を相対誤差1.0％以下とし

た。

6.1.シングル・クラック

1個のクラックに平面波がクラック面に垂直に入射

する問題 (Fig.1) を解いた。

SH-Wave 

Fig.I. Configuration of a single-crack scattering problem. 

s波速度2.9km/s, クラックの長さ 19.2km, 入射平面

波の周期 8sのとき， 1個のクラックを64個の要素で離

散化(N=64)し， N。＝1, L=6, 閾値を 8=10―3とした。この

ときの(17)式の係数行列（サイズ： 64X64)の中身をグラ

フィカルに示したのがFig.2である。縦方向が行，横方

向が列で，絶対値が閾値より大きい要素のみを黒い四

角で表示している。疎行列化によって白い部分の要素

は全てゼロで置き換えられる。このときの非ゼロ要素

数は全体の26.9%，行列の圧縮率は3.7,解の相対誤差

は1.0％であった。

Fig.2. Compression of integral operator matrices arising from 
the application of a Haar wavelet representation to the 
single-crack scattering problem shown in Fig. 1. 64 

3 degrees of freedom, threshold = 10― .The wavelet-
transformed 64 X 64 matrix is represented graphically. In 
wavelet basis, the matrix can become sparse: Elements 
with the absolute values larger than 10―3 times the 
maximum absolute value of all elements are shown as 
black, and smaller-magnitude elements are white. Values 
of the white elements are replaced by zero. The matrix 
indices i andj number from the upper left. 

尚，この問題の場合，入射波による応力 tはクラッ

ク面上で一定なので，ウエーブレット変換すると翡成

分（すなわち，（17)式右辺のWiの第1成分）以外は全

てゼロである。

6.2.マルチ・クラック

l列に4個あるクラックが4列平行に並んでいる（ク

ラックの数は合計16個）。このクラック群に平面波が

クラック面に垂直に入射する問題 (Fig.3)を解いた。

I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 

Cracks 

SH-Wave 

Fig.3. Configuration of a multi-crack scattering problem. 

s波速度， 1個のクラックの長さ，入射平面波の周期

は，シングル・クラックのときと同じで，クラックの

横方向の間隔は25km, 縦方向の間隔はぴとつのクラ
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ックの上端からすぐ上または下のクラックの上端まで

の距離が25km （すなわちクラックの隙間は5.8km) 

とした。 1個のクラックを64個の要素で離散化し（す

なわちN=1024), N。=1, L=lO, 閾値を 8= 10-4とした。

このときの疎行列化後の行列をFig.4に示す。行列の

サイズは1024X 1024で，非ゼロ要素数は全体の5.9%,

このときの行列の圧縮率は17.0, 解の相対誤差は0.8%

であった。この結果とシングル・クラックの場合の結

果と比べると，解の相対誤差は同程度（むしろ若干良

い）であるが，圧縮率が5倍近く大きくなっている。

このことから，問題の規模が大きい程，係数行列の圧

縮率（疎行列化）を大幅に向上させることができるこ

とがわかる。

Fig.4. Compression of integral operator matrices arising from 
the application of a Haar wavelet representation to the 
multi-crack scattering problem shown in Fig. 3. 1024 
degrees of freedom, threshold = 1 o-4. The wavelet-
transformed 1024 X 1024 matrix is represented 
graphically. In wavelet basis, the matrix can become 
sparse: Elements with the absolute values larger than 10―4 
times the maximum absolute value of all elements are 
shown as black, and smaller-magnitude elements are 
white. Values of the white elements are replaced by zero. 
The matrix indices i and} number from the upper left. 

ちなみに，この計算では閾値をさらに緩めて 8=10―3

とすると，係数行列の圧縮率は47.8 （非ゼロ要素数は

全体の2.1%）にも向上するが，解の相対誤差が14.3%

となって，ここで決めた誤差の許容量を大きく越えて

しまう。このように達成できる係数行列の圧縮率と解

の精度（誤差の許容量）の間には大きなトレードオフ

がある。

VII.結論

クラックの散乱問題を通して，選点法タイプの

BEMの方程式をハール・ウエーブレットを用いて解

く方法を提示し，その効率について行列の疎行列化

という観点から検討した。その結果，問題の規模が

大きい程，係数行列の圧縮率（疎行列化）を飛躍的

に高くできることがわかった。このことは，大規模

な問題で扁い計算効率が得られることを意味してい

る。ただ，一般にBEMでは，行列要素の計算に必要

なグリーン関数の計算（核関数(2)式の計算に当たる）

にかなりの計算量を必要とすることが多いので，こ

の計算置の減少を伴うような方向に疎行列化の方法

を改善することができればさらに効率化が図れる。

これは今後の課題である。
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Appendix 

Fig.A-Iに高速ハール・ウェーブレット変換の順変

換， Fig.A-2に逆変換のFORTRANサブルーチンを示す。

いずれも倍精度複素数型データ用になっているが，

Y(NL), X(NL)の型宣言を変更すれば，実数データにも

そのまま適用できる。例えば，倍精度実数型に変更す

るためには，現在コメントになっているREAL*8の宣

言文を有効にし，次の行のCOMPLEX*l6の宣言文をコ

メントアウトするだけで利用できる。単精度実数型デ

ータであれば，さらにREAL喝をREALに変更すればよ

い。また，単精度複素数型データで使用したければ，

COMPLEX*l6をCOMPLEXにするだけである。

これらのサブルーチンはN。=1用に作られており，順

変換のサブルーチンでは，サイズNL(=2NP)の1次元配列

Yに格納されたデータを入力すると同じ配列Yにウエ

ーブレット係数が

(s~, d~, d6, dj,…， d戸，…， d翌ふ）
の順番で格納されるようになっている。
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SUBROUTINE HAART(Y, NL, NP, X) 

************************************************************* 

*

＊

＊

＊

 

FAST Haar wavelet transform 

--Normalized version --

Coded by H. Takenaka on 11 Sept. 2000. 

NL, NP: input: NL= 2**NP 

*

＊

*

＊

 

＊
 

＊
 

Y(NL): input & output: original & transformed signal * 

X (NL): work array * 

************************************************************* 

c REAL*8 Y (NL), X (NL) 

COMPLEX*16 Y(NL), X(NL) 

r2 = sqrt(2.0d0) 

IF(NL.NE. 2**NP) THEN 

WRITE(6,*)'Check NL and NP! NL should be 2**NP.' 

STOP 

END IF 

DO I=l,NL 

X(I) = Y(I) 

END DO 

N=NL 

DO 10 J=l, NP 

NH=N/2 

K=l 

DO I=l,N-1,2 

Y(K) = (X(I) + X(I+l)) / r2 

Y(NH+K) = (X(I) -X(I+l)) / r2 

K = K + 1 

END DO 

DO I=l,NH 

X(I) = Y(I) 

END DO 

N = NH 

10 CONTINUE 

RETURN 

END 

Fig. A-1 
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SUBROUTINE INVHAA(Y, NL, NP, X) 

************************************************************* 

*

＊

＊

＊

*

*

 

Inverse fast Haar wavelet transform 

--Normalized version --

Coded by H. Takenaka on 11 Sept. 2000. 

NL, NP: input: NL= 2**NP 

*

＊

*

＊

 

Y(NL): input & output: original & transformed signal * 

X (NL): work array * 

************************************************************* 

c REAL*8 Y (NL), X (NL) 

COMPLEX*l6 Y(NL), X(NL) 

r2 = sqrt(2.0DO) 

IF(NL.NE. 2**NP) THEN 

WRITE(6,*)'Check NL and NP! NL should be 2**NP.' 

STOP 

END IF 

DO I=l,NL 

X(I) = Y(I) 

END DO 

N=2 

DO 10 J=l, NP 

NH=N/2 

K=l 

DO I=l,NH 

Y(K) = (X(I) + X(NH+I)) / r2 

Y(K+l) = (X(I) -X(NH+I)) / r2 

K = K + 2 

END DO 

DO I=l,N 

X(I) = Y(I) 

END DO 

N = N*2 

10 CONTINUE 

RETURN 

END 

Fig. A-2 




