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同時系対逐次系
積分と最適化のために

岩 本 誠

1 • 概要

多変数実数値関数の領域上での最適化と積分の繰り返し計算について同時並行的に考えてみよう。

繰り返し最適化に対しては動的計画法があり，積分の繰り返し計算としては適当な変数変換を施して

ー変数の積分の積の型に導いたり，積分領域を縦線型で表現して累次積分に持ち込む方法がある。

動的計画法は，与えられた最適化問題に含まれる (i)目的式の単調性と再帰性および(ii)最適化領

域の逐次性の両方を繰り返し用いて， n変数同時最適化を n段の繰り返し最適化で解く方法である

[1,5,7,8]。他方，与えられた多重積分を計算する場合， (iii)積分領域の逐次性，に着目して n回の累

次積分で計算するのが実際的である。特に， (iv)被積分関数の加法性があるときは，対応する再帰式

（漸化式ともいう）を導いて，これを解くことによって，求める多重積分の値を計算することができる

[8]。すなわち，最適化と積分の繰り返し計算においては領域の逐次性(ii)'(iii)が共通に用いられて

いる。その上に，動的計画法においては(i)目的式の単調性と再帰性，重積分においては(iv)被積分

関数の加法性がそれぞれ前提とされているとき，両者の計算にはともに再帰式が用いられることにな

る。

ところが，領域の逐次性(ii)'(iii)については，直接これは仮定されていないのが現実である。むし

ろ，領域は等式および不等式の連立系で規定される同時性を帯びていると言ってよかろう。

本論文では，等式・不等式系で規定される同時性をもった領域を逐次性をもつ領域に同値表現する

ことに焦点をあてる。この表現が可能になれば，最適化（最大化• 最小化）については

Optf(x) = Opt Opt・ ・ ・Opt J(x) 
XED X1ED1 X2ED2(Xi) XnEDn(X1・・・Xn-1)

重積分については

/nl(x)dx = f f・ ・ ・f f(x)dxぃ・・dx2dx1 
D1 D2(X1) Dn(X1・・・Xn-1)

(1) 

X = (X1, X2, …， Xn) 

となり，両者ともに n変数同時作用を n回の（後向き）繰り返し作用に帰着できる [8,10,12]。しか

も，作用される式 f(x) = /(x1, xz, …， Xn)に(i)単調性と再帰性，または(iv)加法性があれば， Opt
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またはf必が事前に施されて，対応する再帰式が導けて，求める値が得られることになる。
第2節では同時系と逐次系の定義を与え，逐次系の特別な場合としてマルコフ系を導入する。第3

節では連立一次方程式系が定める同時系が逐次系になることを確かめる。第4節では，線形不等式系

に対しては逐次的であることと同時的であることは同値であることを証明する。さらに，マルコフ系

を含めて種々の例について同時系といくつかの逐次系を同値表現しておく。第5節ではある非線形単

調系が逐次的であることを証明して，若干の例を与える。

なお，個々の例に対応して最適化問題と重積分問題が考えられ，再帰式で解かれるが，本論文ではそ

こまで議論しない。これらは概[10-13]で解決されている。

2 • 同時系と逐次系

定義2.1 n次元ユークリッド空間Rnしこおける閉領域Rは，有限個の連立不等式系

/i(x)~C1, 互(x)~C2, …, fm(x)~Cm (2) 

で表されるとき，同（瞬）時的 simultaneousという。ただし，/;: Rn------. 化は連続関数とし， Ciは定数

である。この不等式系を同時系という。特に，最適化問題を意識しているときは同時制約系といい，積

分を考えているときは同時領域系という。

定義2.2 n次元ユークリッド空間Rnにおける閉領域Rは，有限個の連立不等式系

C1:;;; X1:;;; d1 

ez(x1):;;; X2:;;; 必（い

C3(X1, x2) :;;; Xs :;;; 必(x1,x2) 

Cn(X1, X2, …, Xn-1)~Xn~ 心(X1,X2, …， Xn-1) 

(3) 

で表されるとき，（順序x,→ X2→ …→ Xnに関して）逐次的 sequentialという。ただし， c/x,,…，X,-1), 

必(x,,…， X,-1): R'―1一[―co,co]は連続関数とする。この不等式系を逐次系という。特に，最適化

問題に対しては逐次制約系といい，重積分のときは逐次領域系という。

定義2.1, 2. 2では式にすべて等号も込めて閉領域を考えているが，三のいくつかが不等号くになっ

ている場合でも，同様に定義できることに注意しておこう。例えば，定義2.2において

c/x,, ・・ ・, x,-1) =ーco,d/x,, …, X,-1) = co 

のとき，

c;(x1, …, X;-1)~X, ・ ~d;(x1, …， Xt-1) 

は一OOくX;<00 を表すものとする。
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同時系対逐次系

われわれは領域R上での n重積分や n変数最適化を意識している。逐次系は明らかに同時系であ

る。したがって，本論文では同時系を同値な逐次系で表現することに焦点をあてる。もし，これが可

能ならば，次の 2点で有用である。

(i) n重積分は n回の繰り返し積分，すなわち累次積分で計算できる。

(ii) n変数最適化は n回の繰り返し最適化，すなわち動的計画法で計算できる。

本論文では逐次系のうち，特に，マルコフ系について詳しく調べる。

定義2.3 逐次系 (3) は，特に 2~i~n に対して

clx1, ・ ・ ・, Xi-1) = clxi-1) , dlx1, ・ ・ ・, Xi-1) = dlxi-1) 

のとき，マルコフ系Markoviansystemという。

3 • 線形等式系

連立一次方程式系 Ax=bすなわち

(I) 

a11x1 + a12邸＋…十a1nXn= bi 

a21x1 +a22ゅ十…十a2nXn= b2 

am1X1 +am2ゅ＋ ・・・ 十amnXn= bm 

を条件： rank(A) = rank(A, b) = rの下で考える。ここで

A=  (aij) mX n; b = (か） mXl; x=(ふ） nxl 

とすれば，系(I)は

flx) = (ai, x) Ci = bi 

fm+;(x) = -(a;, x) Cm+i = -b; 1~i~m 

なる同時系である。

行列Aのランクが rだから，適当に行と列を入れ替えて，小行列

A,~la;, ... a;,] 

ar1 ... arr 

を正則としてよい。したがって，系(I)は系

a11x1+… +a1rXr = bi-aげ+1幻 +1―… +a1nXn

(II) 

ar1功＋…十arrXr= br -arr+1Xr+1―… +amXn 
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と同値である。これは逐次系

-coくふ<co 

-coくXn-1< co 

(III) 
-co<店 +I<co 

cr+cが+1Xr+1+… +CrnXn~Xr~Cr+Crr+lふ·+1+ … +c元l:n

Cr-I+ Cr-lr+l幻 +1+…+Cr-lnXn~Xr-1~Cr-I+ Cr-lr+1Xr+I +… +cr-lnXn 

C1 + C1r+1Xr+1 +・.. + C1nXn~Xi~C1 + C1r+1店 +1+…+cinXn

に同値表現される。 (ill)の変数の順序を反転すると，

(IV) 

になる。

-00く X1< 00 

-00 <功く 00

-oo <xn-r< 00 

dn-r+I + dn-r+I必＋…十dn―r+ln—ぷn—r~Xn-r+I~dn-r+I+ dn-r+nX1 +… +dn-r+ln.-ぷn-r

必ーr+2+dn-r+叫:1+ …＋必—r+2n—ぷn-r~ゎ1-r+2~dn-r+2+dn-r+2の＋…十dn-r+2n-Xn-r

dn+dn1X1+…+dnn-r. ふ—r~ ふ ~dn+dn1X1+ … +dnn-rXn-r

次の例では行列Aのランクは2である。 4つの系はそれぞれ同値である。

例3.1 

(I) 

(II) 

x+2y+3z+4u = 0 

3x+y-z-3u = 0 

4x+3y+2z+u = 0 

7x+5y+3z+u =O 

3z+4u = -x-2y 

z+3u = 3x+y 
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(III) 

(IV) 

例3.2

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

4 • 線形不等式系

同時系対逐次系

-oo < X < oo 

-00くy< 00 

-3x-2y~z~ ー 3x-2y

2x+y~u~2x+y 

-00  < U < 00 

-00く Z< 00 

-3u-2z~y~ ー 3u-2z

2u+z~x~2u+z. 

x+2y+3z+4u = 2 

3x+y-z-3u = 1 

4x+3y+2z+u = 3 

7x+5y+3z+u =5 

3z+4u = 2-x-2y 

z+3u = -1+3x+y 

-00く X< 00 

-00  < y < 00 

2-3x-2y~z~2-3x-2y 

-l+2x+y~u~ ー l+2x+y

-CX) くu< CX) 

-CX) くz< CX) 

1-3u-2z~y~1-3u-2z 

2u+z~x~2u+z. 

以下，実数値の集合{a1,a2, ... , an}と{a,b}の最大値，最小値をそれぞれ次で表す。

n n 

v ai, av b; 八ai, al¥ b. 
i=l i=l 

この節では線形不等式系が逐次的であることを証明して，マルコフ系を含む種々の例を与える。
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4 .1 基本定理

定理 1 線形不等式系

Ax~b 

すなわち

(I) 

auxi + a12x2+…十ainXn;£bi 

a21功 +a2江2+…+a2nXn;£ ~ 

am1X1 + am2厄十…十amnXn~bm

は順序X1→幼→ …→心に関して逐次系

C1~X1~d1 

clx1)~x2~ 必(xi)

(II) cs(x1, x2)~X3~ 必(x1,ゅ）

Cn(X1, X2, …, Xn-1)~Xn~dn(x1, X2, …， Xn-1) 

に同値表現される。ただし，

q、
ci(x1, …， X1-1) = V釘(xi,…，功—1)

r=l 

打(xi,…, x1-1) = er+ er凶＋… +cT1-1ふ—1 r = I, …， Q; 
P, 

） di(功，…， X1-1= I¥ kf(xi, …， X1-1) 
S=l 

kf(x1, …，年-1)= dl+dl1功＋…十dli-lXi-1 s = 1, …， p;. 
q, 

ここに例えば， q1= 0のときは V釘(x1,…，ふ—1)= -coを意味する。したがって，このとき c;(x1,
r=l 

…, X;-1)~Xi は一oo< 必を表すとする。同様に，か =O のときは， X; く 00を意味することにな

る。

逆に，後者の型 (II) の逐次系は適当な線形不等式系 Ax~b に同値表現される。

証明 前半を詳しく証明しておこう。まず，不等式系 A冗 ~b を次のように表現しておく。
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同時系対逐次系

aux1 +a12邸＋…十a1nXn;;;:;; b1 

ap1X1 + ap2ゅ＋…十apnXn~bp

ap+11X1 + ap+12邸＋…十ap+1nXn~bP+I

(Pn) 

ap+q1X1 + ap+q2X2+ …十 ap+qnXn~bp+q

ap+q+llXI + ap+q+l2厄十…十 ap+q+InXn~bp+q+l

am1功 +am2X2+ …十 amnXn~bm.

ただし，すべての係数は添字 nに依存しているとする：

au= a'u, bi= bF 

しかし，以下簡略化のために右上添字 nは省略しておく。したがって，特に

{i Iain > 0} = { 1, 2, ・ ・ ・, P} 

{ilain < O} = {p+ 1, P+2, …, p+q} 

{ilain = O} = {p+q+ 1, P+q+2, …, m} 

としても一般性を失うことはない。このとき，不等式系 (Pn)は次の (Pn')に同値になる。

Xn~ 
bi _ au _ a12 _ . . . _ a1n-1 

Xi X2 Xn-1 
a1n a1n a1n a1n 

Xn ;£ 
bp ap1 ap2 

X1 X2ー・・・一
apn-1 

- - Xn-1 
apn apn apn apn 

(Pn') bp+1 ap+11 ap+12 
X1― X2ー・・・一 ap+ln-l - Xn-l~Xn 

ap+ln ap+ln ap+1n ap+1n 

bp+q ap+q1 ap+q2 
- X1 - X2ー・・・一

ap+qn-1 
Xn-1~Xn 

ap+qn ap+qn ap+qn ap+qn 

ap+q+11X1 + ap+q+12X2 +…十 ap+q+1nXn-1~bp+q+1

am1X1 + am2知＋…十 amn-lXn-l~bm.

ここで

叩 n= m, 加 =p, qn=q, rn=r-p-q 

とおくと

叩 n=加+qn+rn

となる。したがって，不等式系 (Pn')は
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cn(x1, X2, ・・・, Xn-1)~Xn~ 心(X1,X2, …， Xn-1) 

(Pn") 
Op+q+11X1 + Op+q+l2幼＋…十 Op+q+1nXn-l~bp+q+l

am1X1 + amz幼＋…十 amn-tXn-1~bm

に同値表現される。ただし

Cn(X1, ・ ・ ・, Xn-1) =〗瓜(x1, ・ ・ ・, Xn-1) 

瓜(X1,・.. , Xn-1) = bp+r llp+r1 llp+r2 
- X1 - Xz- ... 

llp+m-1 
- Xn-1 

llp+rn llp+rn llp+rn llp+rn 

r = 1, 2, ・・・, 釦

Pn 

） dn(x1, …， Xn-1 =八駐(x1,"', Xn-1) 
S=l 

bs as1 asz 
紺(xi,…, Xn-1) =―--xi--xzー・・・一 asn-1 Xn-1 

asn asn asn asn 

s = 1, 2, ・ ・ ・, Pn. 

さらに， (Pn")は次の (Pnm)に同値である。

Cnに，知，..., Xた1)~Xn~ 心(x1,X2, …, Xn-1) 

bp+1 ap+11 ap+12 
X1― X2ー・・・一

ap+ln-1 < b1 au a12 
Xn-l = - X1 - X2 -·•• -

a1n-I 
Xn-l 

ap+ln ap+ln ap+ln ap+1n a1n a1n a1n a1n 

bp+q _ ap+q1 ap+qz 
X1― X - ... -

ap+qn-1 < b1 an a12 
Xn-1 = - X1 - Xzー・・・一

a1n-l 

a 
2 Xn-1 

p+qn ap+qn ap+qn ap+qn Gin a1n Gin a1n 

bか 1 ap+n 
Xi― ap+12 X2 ap+lnー1 < bp ap1 ap2 

Xi― xz- .•. -
apn-1 

ー ・・・ Xn-1 = - - Xn-1 
ap+ln ap+ln ap+1n ap+1n apn apn apn apn 

(P詔')

bp+q _ ap+q1 ap+q2 ap+qn-1 
Xn-1ニbp ap1 ap2 

- X1― X2ー・・・一 apn-1 X1― X2ー・・・一
ap+qn ap+qn ap+qn ap+qn apn apn apn apn 

Xn-1 

ap+q+llXI + ap+q+12X2 + ・・・ 十 ap+q+ln-1Xn-l~ bp+q+I 

am1X1 + am2況十…十 amn-1Xn-l~bm.

(Pn"')の線形式の項を整理すると，同値な次の (Pn-1)が得られる。
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(Pた 1)

同時系対逐次系

Cn(X1, X2, …, Xn-1)~Xn~ 心(x1,X2, …， Xn-1) 

aux1 + a12X2 +…十 a1n-1Xn-l~b1

ap1X1 + ap2店＋…十 apn-IXn-1~bp

ap+nX1 + ap+12邸＋…十 ap+1n-1Xn-l~bp+I

ap+q1X1 + ap+q匹＋…十 ap+qn-lXn-l~bp+q

ap+q+ll功+ap+q+12厄十…十 ap+q+ln-1Xn-l~bp+q+l

am1X1 + am2邸＋…十 amn-IXn-1~bm.

ここでも係数 au,かはすべて n-1に依存しているので

aij = a炉， bi=bl―l 

と書くべきだが，以下簡略化のために右上添字 n-lは省略している。さて，この式では

m=m正 1= p叫n+rn,

この m = mn-1に対して(5)と同様に，不等式系 (Pn-1)において Pn-1,qn-1, Yn-1を定める。すなわち

mn-1 = Pn-1 + qn-1 + rn-1 

である。系 (Pn-1)においては Pn-1をP,qn-1をq,rn-1をrでそれぞれを表わしている。

さて，与えられた (Pn)から (Pn-1)を導いたのと同じ方法によれば，さらに同値な系 (Pn-2)

Cn(X1, X2, …,Xn-1)~Xn~dn(x1, X2, …， Xn-1) 

Cn-1(X1, X2, …,Xn-2)~Xn-1~dn-1(x1, X2, …， Xn-2) 

(P n-2) a11X1 + a辺 2+…+a1n-2Xn-2~b1 

am1功+am2ゅ十…十 amn-2Xn-2~bm

が得られる。ただし，ここでも

m=叩 n-2= Pn-2+ qn-2+ Yn-2. 

係数 aiiiかはすべて n-2に依存しているが，省略している。

したがって，この手続きを繰り返せば，同値系の列

(Pn)→ (P n-1)→ (Pn-2)→ …→  (P1) 

が得られて，最後の (P1)は
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加=Piq叶 r2

が3つに分割されて

か十q1+r1= mi 

となり，添字1を省略して加 =m,か=P, qi= q, れ =rで表わすと，

(Pr) 

Cn(X1, X2, …, Xn-1)~Xn~dn(x1, X2, …， Xn-1) 

Cn-1(X1, X2, …， Xn-2)~XnーI~dn―1(X1, X2, …， Xn-2) 

cix1)~x2~ 必(xi)

a11x1~b1 

ap1X1 ;;;; bp 

llp+11X1~bp+1 

ap+q1X1~bp+q 

ap+q+1江I~bp+q+I

am1冗1~bm

になる。これは同値な

C1~ 功 ~d1

ciれ）三幼ニ必(xi)

ca(功， x2)~Xa~ 必(x1,心

en(功，幼，…，知—1)~ ふ ~dn知，幼，…， Xn-1)

にまとめられる。ただし

後半は不等式

が不等式系

bq+r q, 

c1= V 
r=l ap+rl 
， 

q p 

Vkr~X~Aft 
r=l t=l 

bt 
p, 

d1 = I¥ 
t=l atl 

-x~ ー kr r = 1, ・・・, q 

X ;£ ん t= 1, …， p 
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同時系対逐次系

に同値であることに注意すれば十分である。これで証明を終る。

注1 定理の証明は連立一次方程式系のガウスの消去法を線形不等式系に一般化した Fourierの消

去法[2,p.84;3,14; 15,p.11]に基づいている。

系 線形不等式系 Ax~b は任意の順序に関して逐次的である。したがって，順序 X1 →幼→ …→ 

Xnに対してももちろん順序Xn→Xn-1→ …→功に対しても逐次的となり，反転的である。

4.2 マルコフ系

この節ではマルコフ系において互いに同値な例を 4つ示す。

例4.1 ([l,p.47,10]) aiER1 l~i~N-1,N~2 とする。

X1 + X2 

ゅ十 X3

(I) 

X1, X2, 

X1 + X2 

ゅ十 X3

(II) 

X1, X2, 

X1~0 

X2~(a戸X1)+

(III) X3~(a亡必）＋

XN~(aN-1 -XN-1)+ 

ただし

が=b V 0. 

~a1 

~a2 

XN-l + XN~aN-l 

XN-l, XN~0 

~at 
~at 

XN-l + XN~a丸ー 1

XN-l, XN~0 

XN~0 

XN-1~(a止1 一邸）＋

(IV) XN-2~(aN-2-XN-1)+ 

X1~(a1―xが．

-111-



経済学研究第 57 巻第 5• 6号

例4.2 ([10,12]) N~2 とする。

例4.3

Yi 

Yi + Y2 
Y2 +知

(I) 

Y1 Y2, 

〇 ~Y1~1

〇 ~Y2~l-y1

~l 

~l 

~l 

YN-2 + YN-1~1 

YN-1~1 

YN-2'YN-1~0 

〇 ~YN-1~1

〇 ~YN-2~1-YN-l

(II) 0~Ya~l-y2 (III) 0~YN-3~1-YN-2 

([10,12]) 

(I) 

(II) 

(III) 

〇 ~YN-l~1-YN-2 〇 ~Y1~l-y2.

a; ~0 1~i~N -1, N 戸とする。

ふ十ゎ ~a1 

ふ!+ Xs ~a2 

XN-l + XN~aN-l 

ふ， Xz, XN-1, 

〇 ~Xi~a1

〇 ~X2 ~. (a1一ふ） I¥ a2 

〇ニ必 ~(a2-x2) I¥ aa 

XN ;;;; 〇

〇 ~XN-1~(aN-2-XN-2) I¥ aN-1 

〇 ~XN~(aN-1-XN-1) 

〇ニ邸;;:;;aN-1 

〇 ~XN-1~(aN-1一知） I¥ aN-2 

〇;;:;;XN-2~(aN-2-XN-1) I¥ aN-3 

〇 ~X2~(a2-xa)A.a1

〇 ~Xi~(a1―X2).
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例4.4 ([10]) N~2 とする。

(I) 

(II) 

4.3 逐次系

Yi 

Yi + Y2 

Y2 + Y3 

Yi, Y2, 

Yi~1 

Y2~(l -y1)+ 

Ys~(1-yが

YN-2~(l -YN-3)+ 

YN-1~1 

~1 

~1 

~1 

YN-2 + Y炉1~1

YN-1~1 

YN-2'YN-1~0 

(III) 

YN-l~l 

YN-2~(l -YN-1)+ 

YN-3~(l -YN-z)+ 

Y2~(l -y3)+ 

Yi~l. 

この節ではマルコフ的でない逐次系の例を示しておこう。

例4. 5 ai~0 l~i~n, n~2 とする。

X1~a1 

X1 + X2~a2 

(I) 

X1 +知!+…+Xn~an 

X1, X2, Xn~0 

〇 ~X1~a1

(II) 
〇 ~Xz~az -X1 

〇 ~Xn~an -X1―知一…ー Xn-I
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〇 ~Xn~On

〇 ~Xn-1~On-I 八 (an-X砂

〇 ~Xn-z~On-z I¥ (an-1-Xn-1)八 (an-Xn-1-Xn)

〇 ~X3~as 八 (a4-X4) 八…八 (an-I ―ふ一…一Xn-1) 八 (an一ふ一…―x砂

〇 ~Xz~az 八 (a3―叫八・・・八 (an-I ―店一…ーXn-1) 八 (an-xs―… -x砂

〇 ~X1~a1 八 (a2ーゅ）八 (a3―店ー叫…八 (an-I―知一邸一…ーXn-1)

八(anー必一応一・・・一邸）．

例4.6 a;~ か 1~i~n, n;;:;; 2とする。

(II) 

(I) 

a1~x1~b1 

az~x1 + xz~b2 

伽；；； X1 + X2 +…＋知；；； bn 

a1~X1~b1 

a2-x1~x2~b2-x1 

伽一Xi-xz-... -xn-1 ;c:;; Xn乏加ーx1-x2―… -xn-1

an-bn-1~Xn~ 加ーan-1

(an-1-bn-2) V (an-bn-2-xn)~Xn-1~(bn-1-an-2) 八 (bn-an-z-xn)

(III) (a2-b1) V (as-b1―xs) V …:;;; x2 :;;; (bz -a1)八 (b3-a1―xs)八…

V (an-b1-X3… -xn-1-xn) 八 (bn-a1―応一...-xn-1―Xn) 

a1 V (az-xz) V (aa一功一xa)V~X1~b1 /¥ (bz-Xz)八(baー必ーxa)八

・・・V (an-Xz―店ー・・・-Xn-1-Xn) ・・・八 (bn-X2一底一...-xn-1―Xn). 
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例4. 7 ai~0 l~i~3 とする。

(II) 

(III) 

〇 ~x1+x2+x3~a1

(I) 0~x1 + x2-X3~a2 

〇 ~X1―x2-x3~a3

1 1 
〇 ~X1~戸 l十戸

(-xi) V (—長） ~X2~(½ca三）ーx1) /¥ (½ 叫
(-xi―X2) V (-a2+x1+x2) V (-{la+X1―X2)~X3~(a1― x1-x2) 八 (x1+ x2) /¥ (x1 -x2) 

1 1 1 万a2~X3~王＋万(a叶の））
(—長） v(一丑—X3)~X2~(長—X3) /¥ (½ 叫

(-X2 -X3) V (-X2 + X3) V (必+X3)~X1~(a1 -x2-X3)八 (a2-x2十邸）八 (a3十X2+X3). 

5 • 非線形不等式系

まず，乗加法型不等式は次のように逐次型になる[11]。

補題5.1 関数 g;:Ri—• Riは上への連続狭義増加で，関数仕,:Ri-Riは連続で，ふ(x;)> 0と

する。 c>Oのとき，次の(I), (II)は同値である。

(I) 
g1(x1) + /31(x1)gi(x2) +…+ /31(x1) …f3n-1(Xn-1)gn(Xn)~C 

X1 > 0, 厄>0, …， Xn > 0 

0 < X1 < g1-1(c) 

0 < Xz < g,. ご(/3iCxi)(c -g1 (xi))) 

(II) 

0 < Xn~g口(/3n-i(Xn-1)(… (/3i(xi) (c -g1(x1)) -g国）…）

-gn-lXn-2))-gn-1(Xn-1)). 

次に，加法型不等式系については次の補題にしめされる。

補題5.2 関数 Ii,gi: Ri―→ Ri は上への連続狭義増加とする。 a~0, b~0 のとき，

次の(i), (ii)はそれぞれ同値である。

(i) 
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八（叫＋ ・・・ 十 fn(ふ）~ a 

X1;;:;; 0, …, Xn~0 

(II) 

〇 ~Xi~f戸(a)

〇 ~X2~/2―1(a-/1(x1)) 

〇ニ心 ~f,ご(a-八（叫―…-/n-1(Xn-1)). 

(ii) 

/i(x1)+…+ In(ふ）；；；；； a 
(I) g1(x1)+…+gn(ふ）；；；；； b 

X1~0, …, Xn~0 

(II) 

〇 ~XI~j戸(a) I¥ g1-1(b) 

〇三ゅ ~!2―1(a-f1(叫） I¥ g2-1(b-g1(x1)) 

〇 ~Xn~fn-1(a-/i(x1)-…-fn-1(Xn-1)) I¥ gn→ (b -g1(x1) -…-gn-1(Xn-1)). 

次の例は2次の巡回不等式系が逐次的であることを示している。

例5.1 

2
3
 
x
 

＋
 

2

2

2

2

 

x

x

 

＋
 

2
1
 
x
 

~l 

~l 

(I) 

2 X1 

2 Xn-1 + 2< Xn = 1 

+ x~ ~1 

-1;;;; 珀；；；； 1 

-/1-xf;;;; 幼；；；；g

(II) 

-/Iご頑：印n-1~/Iニ冠二

-(/I二召八 J『二豆言） ~Xn~jIニ豆八 /1ニ冠［［．
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例5.2

功2＋ X2 2 ~1 

Xz 2 + X3 2 ~1 

(I) 
X~-1 + X~ ~1 

X1 2 + x~ ~l 

X1 , X2 , Xn-1 , Xn~0 

〇 ~X1~1

〇 ~X2~ ⑪＝詞

(II) 

〇 ~xた1~ れーX~-2

〇 ~Xn~ ~/\ ✓l-x~-1. 

最後に，除加法型と乗加法型の例を与える。以下， N~2, c > 0とする。

例5. 3 ([1, p. 7 4 : 4, p. 270 : 6, p .15 : 9, p. 380]) 

例5.4

＋ 
X2 邸 XN ~c X1 + +…＋ 

(I) X1 X凶 X江2…XN-1

(II) 

X1 > 0, X2 > 0, …，邸＞。

O<功く c

0 < X2 < Xi (C -Xi) 

O<店く x2(xi(c-xi)ーゅ）

O<x止 1< XN-2(XN-l…X2(x1(c - X1) - X2)…-XN-3) - XN-2) 

Q < XN~XN-1(XN-2(… X2(X1 (C -X1) - X2)…-XN-2) - XN-1). 

功＋
X2 
＋ 
X3 —+…+ XN ＋ 1 ~c 

(J) X1 Xば2 X叩…XN-1 X立2… XN

功>0, X2 >〇，…，邸＞〇
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0 <Xi< C 

0 < X2く Xi(C- Xi) 

O<店く xlxi(c- xi) -x2) 

(II) 0 < Xいく XN-z(XN-3い叫(c- x1) - xz)…-XN-3) - XN-2) 

0 < gぃ (c,X1, …, XN-1) < 2 

1 :(::~( ; :. … ， XN _ , )) ,; x, ,; k (gN _ , ( c , x, , … ， x, ,) )j; のNーと！（き:. x, , … ， x, _ , ) ;, 2 
のとき．

ただし

gN-1(C, X1, …， XN-1) = XN-1(XN-2(… x2(x1(c - xi) - xz)…-XN-2) - XN-1) 

を(g)=½cg-!i2=T) 

k(g) =~(g + /i2=T). 

例5.5

(I) 
ふ +x1邸 +x心2店＋…十 X1幼… XN~C

X1 > 0, 功>0, …，邸＞。

(II) 

0 < X1 < C 

〇＜ゅく _s;_-1 
X1 

O<店く
C 1 ---1 
X2X1 X2 

Q < XN-1 < 
XN-2XN-3 ... X2X1 
c
 

1 1 1 -・・・- - -1 
XN-2XN-3…X2 XN-2XN-3 XN-2 

0 < XN;:;,; 
XN-!XN-2 ... X2X1 
c
 

ー

XN-IXN-2…Xz 
1 1 

・・・- - -1. 
XN-lXN-2 XN-1 

ただし

C 

XN-!XN-2 "'X2X1 

1 
XN-IXN-2…X2 

1 1 -・・・- - -1 
XN-lXN-2 XN-1 

=~(X;-2(… i仕(c-x1))···-xN-2)-xN-1)
になっている。
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