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半順序サービス規律をもつ並列型待ち行列システム

児 玉 正 憲

はしがき

順序サービス規律 (1章(4)参照）の並列型待ち行列システムは， Disney(日〕，〔2〕）， Gupta(〔3〕），

Pritsker(〔む）， Elsayedet al. (〔5〕），およびMatsuiet al. (〔6〕）によって解析された。また， Linet 

al・（〔7〕，〔8〕）は，上記のモデルを待合所の大きさが窓口ごとに異なる場合に拡張し，定常解および過

渡解を数値的に求めた。

本論文は，順序サービス規律を半順序サービス規律 (1章， (4)参照）に修正し，並列型待ち行列シ

ステムを検討する。このシステムの定常解および過渡解が数値的に得られ， 2つのモデルの比較が行

われる。このモデルは閉ループコンベアをもつ生産システムの解析に利用される。

1 モデルの定義と記号

ここで取り上げるモデルの定義および解析に必要な記号を述べる。

(1) システムは m(~2) 個の窓口をもち，各窓口はそれぞれ 1 番窓口， 2 番窓口，

付けられる。 1,2, … m と略記する。

(2) 客は平均到着率Aのポアソン分布に従って，共通の一つの窓口に到着する。

(3) 各窓口の待合所の大きさはサービス中を含めてすべてN(~1) である。 i 番目の窓口のサービス

m番窓口と名

時間分布は，平均サービス率μiのポアソン分布である (i= 1, …, m)。各窓口のサービス時間は互い

に独立である。また，サービス時間は，前のすべての客のサービスの履歴，すべての客の占有時間お

よび待合所の大きさには依存しない。

(4) I 1) 順序サービス規律：共通の窓ロへ到着した客は， 1番目の窓口が塞がっていなければ，番

号1の窓口に入る。塞がっていれば，番号2の窓口に入る。そして 2番目の窓口が塞がっていれば番

号3の窓口に入る。以下同様のサービス規律で窓口に入る。

2) 半順序サービス規律：共通の窓ロへ到着した客は塞がっていない窓口の中で，待行列が最小な窓

口を探す (1個とは限らない）。そして客は探した窓口の中の最小の番号の窓口に入る。

2 もしすべての窓口の前の待合所が塞がっていれば退去する。

(5) 状態確率の定義：

P(t; a1, az, …， am) : 任意に与えられた時点 tで，番号1の窓口に客の数が a1,番号2の窓口に
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客の数が a2,…，番号 m の窓口に客が年いる状態確率 (0~a;~N, i = l, 2, …， m) 
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2 微分・差分方程式

状態確率P(t;a1, az, …, am)が与えられたとき， Sを次のように定義する。

s = Min{a1, az, …, am}, 0~s 幻N

上の Sとaiに対して， {ai,a2, …，年｝を a;=s, aべ a2< …＜知， l~k~m なるチャンネル番号（窓口

番号） iの集合とする。また｛虚品，…，出｝を化=s+l, l;e;j<a1なるチャンネル番号jの集合とす

る。例えば， a1= 2, a2 = 1, a3 = 3, …， am= mのときは， s= Min{2, 1, 3, 4, …, m} = 1, {m, a2, …， 

叫={2}, {瓜屈，…，ふ}= {l}となる。

ここで， A={a1, a2, …，叫， B= {ふ，瓜…，ふ｝とおく。

このモデルに対する微分・差分方程式を求めるために，まずN= 2, m = 3の特殊な場合に対する

微分・差分方程式の求め方を詳細に調べておく。この場合の可能な状態の数は 33= 27となる。これを

Sの値によって分類し，全確率の定理を適用し，状態確率を求める。状態方程式の右辺の項で不可能な

推移に対する確率の項は＼印， II印，／印およびX印をつけてある。この意味は，

＼：サービス中のものがないためサービス終了による推移が不可能

II : 待合所の制限のためサービス終了による推移が不可能

/: aiは非負の整数のため客の到着による推移が不可能

x: 半順序サービスのため客の到着による推移が不可能
である。

2.1 s = 0の場合
P(t+h;O, 0, 0) = 1つ(t;0, 0, O){l-11h-(A1+J伍+A3)h}+μ1hP(t; I, 0, O)+μ2hlコ(t;O,1, 0) 

+μ3hP(t; 0, 0, 1) +入hP(t;fl, 0, O)+入hP(t; 0, -/I, 0) 

噂 P(t;0, 0, チl)+O(h)= P(t; 0, 0, O)(l-11h―羞心＋言{1-o(2, a;)} 

・ μ;hP(t ; a1, a;+ 1, a3)+~tlhP(t ; a1, aJ-1, a3)+ O(h) 
}EB 

(": (0, 0, 0)⇒ s = 0, A = {l, 2, 3}, B =¢) 
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右辺の第1項は (t,t+ h)間，状態(0,0, 0)にとどまっている確率を表わす。この場合状態 (0,0, 0) 

は番号1'番号2および番号3のチャンネルに客がいないことを表わすので，サービスが完了するこ

とはないので＼印を付けてある。

右辺の第2項，第3項および第4項は (t,t+h)間にそれぞれ状態(1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)から

状態 (0,0, 0)に推移する確率を表わす。

右辺の第5項，第6項および第7項は a;が負の状態 (-1,0, 0), (0, -1, 0), (0, 0, -1)は存在しな

いので， (t,t+h)間に状態(0,0, 0)に推移することができない（もし (-1,0, 0), (0, -1, 0), (0, 0, 

-1)が存在すれば状態 (0,0, 0)に推移することができる）。したがって，／印が付けてある。

O(h)は(t,t+h)間に 2回以上の推移があって (0,0, 0)に推移する確率は hより高位の無限小であ

ることを意味している（例えば(t,t+h)間に (2,0, 0)→ (1, 0, 0)→ (0, 0, 0)の推移が起る確率は (μ1

・h)2(1-;¥h) = O(h)) 

記号A,Bを用いて書き直した式が第2番目の等号の右辺である。

以下の状態確率も同様にして得られる。

P(t+h; 0, 0, 1) = P(t; 0, 0, 1){1-Ah-(心+Pr+μ3)h}+μ1hP(t;1, 0, l)+μ2hP(t; 0, 1, 1) 
+μ3hP(t; 0, 0, 2)+AhP(t; -/1, 0, l)+AhP(t; 0, fl, l)+AhP(t; 0, o,Xo) 

3 

+O(h) = P(t; 0, 0, l)(l-,1h-, 苔Lih)+~{1-o(2, ai)}μihP(t ; a1, a, 
i=l 

+l, の）＋四hP(t;a1, ajー 1,a3)+0(h) jEB 

（・：(0, 0, 1)⇒ s = 0, A = {1, 2}, B =¢) 

P(t+h; 0, 0, 2) = P(t; 0, 0, 2){1-11h-(~1 十 ~+µ3)h}+µ1hP(t; 1, 0, 2)+μ2hP(t; 0, 1, 2) 

+μ3hP(t; 0, 0, ~)+11hP(t; -/1, 0, 2)+11hP(t; 0, -/1, 2)+11hP(t洵， 0,1) 
3 

+O(h) = P(t; 0, 0, 2)(1-tlh-~µih)+ 図 {1-o(2, ai)}μihP(t; a1, ai 
註¥:A i=l 

+1, の）＋幻hP(t;a1, ajー 1,a3) +O(h) jEB 

(・: (0, 0, 2)⇒ s = 0, A = {l, 2}, B = </J) 

P(t+h; 0, l, 0) = P(t; 0, l, 0){1 一入h一畑+µ2-~3)h}+µ1hP(t; 1, 1, 0)+μ2hP(t; 0, 2, 0) 

＋叫P(t;0, l, 1)+入hP(t;-/1, 1, 0)+入hP(t;0凶0,O)+入hP(t; 0, l, -/1) 
3 

+O(h) = P(t; 0, l, 0)(1 ー入h-~μ;h) +~{1-o(2, a;)}μihP(t; a1, ai 
藩A i=l 

+1, a3)+四 hP(t;a1, ajー 1,a3)+0(h) jEB 

(・: (0, 1, 0)⇒ s = 0, A=  {l, 3}, B = </J) 

P(t + h ; 0, l, 1) = P(t ; 0, l, 1){1一入h-(内+μ2+μ3)h}+μ1hP(t;1, 1, l)+μ2hP(t; 0, 2, 1) 

+μ3hP(t; 0, l, 2)+1thP(t; -/1, 1, l)+1thP(t; o,Xo, l)+1thP(t; 0, 1, ~)+O(h) 
3 

= P(t; 0, l, 1)(1 一入h-~ µ;h)+~{1-o(2, a;)}μ;hP(t; a1, 釦+1, a3) 
涛A i=l 
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+~tthP(t; a1, a; ー 1,の）+O(h) 
jeB 

（・・・(0,1, 1)⇒ s = 0, A = {l}, B = <P ) 

P(t+h; 0, 1, 2) = P(t; 0,-1, 2){1-.-th-(~+伶十µa)h}+µ1hP(t;1, 1, 2)+μ2hP(t; 0, 2, 2) 

+μahP(t; 0, 1, 因）+tthP(t; f 1, 1, 2)+.-thP(t; 0, 員，2)+.-thP(t;0, 1,X)+O(h) 

= P(t; 0, 1, 2)(1-,.lh-五μ;h)遠{1-8(2,a;)}μ;hP(t; a1, a叶 1,as) 
+~,.lhP(t ; a1, a; ー 1,as)+O(h) 
jeB 

（・・・(0,1, 2)⇒ s == 0, A = {1}, B = </>) 
P(t+h; 0, 2, 0) = P(t; 0, 2, O){l-,.lh-(A,1+µ2十~)h}+µ1hP(t; 1, 2, 0)+μ2hP(t; 0, bl, 0) 

+μshP(t; 0, 2, l)+,.lhP(t; -fl, 2, 0)+,.lhP(t; o,X, 0)+,.lhP(t; 0, 2, -fl) 

+O(h) = P(t; 0, 2, 0)(1-tlh一品叫）＋窟{1-8(2, a;)}μ;hP(t ; a1, a; 

+1, aa)+四 hP(t;・a1, a; ー 1,~s)+O(h) 
jeB 

（・・・(0,2, 0)⇒ s = 0, A = {1, 3}, B = <P ) 

P(t+ h; 0, 2, 1) = P(t; 0, 2, l){l-ilh-(t¥1 +μ2十μa)h}+μ1hP(t;1, 2, l)+μ2hP(t; 0, ~ ↓ 1) 

+μahP(t ; 0, 2, 2) +えhP(t;-/1, 2, l)+ilhP(t; o,'X, l)+ilhP(t; 0, 2, 煎）+O(h) 

= P(t; 0, 2, 1)(1-Ah—品砧）＋窟{1-8(2, a;)}μ;hP(t ;.a1, の+1, aa) 

+~AhP(t; a1, a; ー 1,as)+O(h) 
jeB 

（・・・(0,2, 1)⇒ s = 0, A = {1}, B = <P ) 

P(t+h; 0, 2, 2) = P(t; 0, 2, 2){1-Ah-(A叶μ叶μa)h}+μ1hP(t;1, 2, 2)+μ2hP(t; 0, I叶， 2)
叫 P(t;0, 2, 切+AhP(t;-/1, 2, 2)+AhP(t; 0,'j., 2)+AhP(t; 0, 2, j)+O(h) 

3 

= P(t; 0, 2, 2)(1-Ah一品叫）+~{1-8(2, む）}μ;hP(t ; a1, a叶1,aa) 
i=l 

＋四hP(t;a1, a; ー 1,aa)+O(h) 
jEB 

(・:(0,2,2)⇒ s = 0, A = {1}, B = <P) 

P(t+h; 1, 0, 0) = P(t; 1, 0, 0){1-Ah-(肛+~+ん）h}+μ1hP(t; 2, 0, 0)+四hP(t; 1, 1, 0) 

+μahP(t; 1, 0, l)+AhP(t; 0, 0, O)+AhP(t; 1, -fl, O)+AhP(t; 1, 0, -/1) 
3 

+O(h) = P(t; 1, 0, 0)(1-Ah一沿t;h)+~{1-8(2, a;)}μ;hP(t; a1, a; 
i=l 

+l, aa)+図 hP(t; a1, a; ー 1,aa)+O(h) 
JeB 

（・：(1, 0, 0)⇒ s = 0, A=  {2, 3}, B = {1}) 

P(t+h; 1, 0, 1) = P(t; 1, 0, l){l-Ah-(μ1十知十μa)h}+μ1hP(t;2, 0, l)+μ2hP(t; 1, 1, 1) 

+μahP(t; 1, 0, 2)+AhP(t; 0, 0, l)+AhP(t; 1, -fl, l)+AhP(t; 1, 0, 灼+O(h)
3 

= P(t; 1, 0, 1)(1-Ah―品ゆ+~{1-8(2, a;)}μ;hP(t; a1, a叶 1,as) 
i=l 
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＋四hP(t;a1, ajー 1,a3)+0(h) jEB 

（・：(1, 0, 1)⇒ s = 0, A = {2}, B = {1}) 

P(t+h; l, 0, 2) = P(t; l, 0, 2){l-1th-(μ 叶心十μ3)h}+μ1hP(t;2, 0, 2)+μ2hP(t; 1, 1, 2) 

+μ3hP(t; l, 0, 闘）+1thP(t; o, o, 2)+1thP(t; 1, -f1, 2)+1thP(t; 1, o,X)+o(h) 
3 

= P(t; l, 0, 2)(1-1th-i翠ぃh)+~{1-8(2, ai)}μihP(t; a1, a叶 1,a3) 
i=l 

+~1thP(t; a1, a叶 1,の）+O(h) jEB 

（・：(1, 0, 2)⇒ s = 0, A = {2}, B = {1}) 

P(t + h; l, 1, 0) = P(t; l, 1, O){l-1th-(μ1 +μ2+ A3)h}+μ1hP(t ; 2, 1, 0) +μ2hP(t ; l, 2, 0) 

+μ3hP(t; l, 1, l)+1thP(t; 0, 1, 0)+1thP(t; 1, 0, 0)+1thP(t; 1, 1, -/l)+O(h) 

3 

= P(t; l, 1, O)(l-11h-, 裟µih)+~{1-o(2, ai)}μihP(t; a1, ai+l, a3) 
i=l 

＋四hP(t;a1, aJー 1,a3) +O(h) 
JeB 

（・：(1, 1, 0)⇒ s = 0, A = {3}, B = {l, 2}) 

P(t+h; l, 2, 0) = P(t; l, 2, O){l-11h-(μ1+μ2十M_3)h}+μ1hP(t;2, 2, 0)+μ2hP(t; 1, 甘， 0)

＋叫P(t;l, 2, l)+11hP(t; 0, 2, 0)+11hP(t; 1, l,~)+11hP(t; 1, 2, +l)+O(h) 

= P(t; 1, 2, O)(l-11h―品µih)+~{1-o(2, ai)}μihP(t; a1, ai十1,a3) 
i=l 

＋四hP(t;a1, ajー 1,a3)+0(h) jEB 

(・: (1, 2, 0)⇒ s = 0, A = {3}, B = {1}) 

P(t+h; 2, 0, 0) = P(t; 2, 0, O){l-11h-(μ 叶ゃ+~3)h}+ぃhP(t;13↓ 0, O)+μzhP(t; 2, 1, 0) 

＋叫P(t;2, 0, l)+11hP(t; 1, ~'0)+11hP(t; 2, プ1,0)+11hP(t; 2, 0, -;・1) 

+O(h) = P(t; 2, 0, O)(l-11h-2苔µih)+~{1-o(2, ai)}μihP(t; a1, az 
i=l 

+1, a3)+幻 hP(t;a1, ajー 1,の）+O(h) jEB 

(・:(2, 0, 0)⇒ s = 0, A = {2, 3}, B =¢) 

P(t+h; 2, 0, 1) = P(t; 2, 0, l){l-11h-(μ 叶炉＋叫h}+μ1hP(td叫， 0,1)+μzhP(t; 2, 1, 1) 
玉 hP(t;2, 0, 2)+11hP(t; 1, 凶1)+麟 P(t;2, -1-1, 1)+ふhP(t;2, 凶0)

+O(h) = P(t; 2, 0, l)(l-11h—法Lih) +~{1-o(2, ai)}μihP(t ; a1, az 
・i=l 

+1, 叫＋四hP(t;a1, ajー 1,の)+O(h) jEB 

（・：(2, 0, 1)⇒ s = 0, A = {2}, B =¢) 

P(t+h; 2, 0, .2) = P(t; 2, 0, 2){1-11h-(μ 叶州+μ3)h}+ぃhP(t;~I, 0, 2) +μzhP(t; 2, 1, 2) 
+μ3hP(t; 2, 0, 砂+11hP(t;1渕， 2)+11-hP(t;2, --/1, 2)+11hP(t; 2汎1)+ O(h) 

= P(t; 2, 0, 2)(1-11hーぶ凸噂{1-o(2, ai)}μihP(t ; a1, ai十1,a3) 
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＋幻hP(t;a1, a; ー 1,の）+O(h) 
jeB 

（・：(2, 0, 2)⇒ s = 0, A=  {2}, B = <P) 

P(t+h;2, 1, 0) = P(t ;2, 1, O){l-ilh-(µ1十 µ2十 ~a)h}+µ1hP(t;料， 1,O)+μ2hP(t; 2, 2, 0) 

+μahP(t; 2, l, l)+ilhP(t; 1, 1, 紛+ilhP(t;2, 0, O)+ilhP(t; 2, l, fl)+O(h) 

= P(t; 2, 1, 0)(1-Ah-品叫）+~{1-8(2, a,)}μ;hP(t; a1, a叶 1,の）
i=l 

＋四hP(t;a1, a; ー 1,a3)+0(h) 
.iEB 

（・・・(2,1, 0)⇒ s = 0, A = {3}, B = {2}) 

P(t+h; 2, 2, 0) = P(t; 2, 2, 0){1-Ah-(山+μ叶~s)h}+µ1hP(t;J3し2,0)+μ2hP(t; 2, ~'0) 

+μshP(t; 2, 2, l)+AhP(t; 1, 2, ~)+AhP(t; 2, 1, ~)+AhP(t; 2, 2, -{l)+O(h) 

= P(t; 2, 2, 0)(1-Ah―品砧）+~{1-8(2, a;)}μ,hP(t; a1, a叶 1,a3) 
i=l 

+~AhP(t ; a1, a; 一1,aa)+O(h) 
jEB 

（・：(2, 2, 0)⇒ s = 0, {A}= {3}, B = </J) 

以上の諸関係式より微分差分方程式を求めるには，例えば最初の関係式より

P(t+h;O, 0, 0)-P(t;O, 0, 0) 
= -(A十品叫P(t;0, 0, O)+窟{1-8(2,の）｝

饂・ μ;P(t; a1, a叶 1,ag)+A~P(t; a1, a; ー 1,aa)+ 
jEB h 

となり，ここで K→0とすれば

dP(t; 0, 0, 0) 
dt = -(11十忍;)P(t;0, 0, O)+孟{1-8(2, a,)}μ;P(t ; a1, a叶 1,aa) 

+11EP(t;a1, a,-1, aa) 
JEB 

という微分差分方程式を得る。これを次のように表わす

｛羞＋入＋品吋P(t;0, 0, 0) 
3 

=~(1-8(2, の））μ;P(t;a1, a叶 1,as)+11~P(t; a1, a;-l, の），A={1, 2, 3}, B = </>, (a1, a2, as) 
i=l iEB 

= (0, 0, 0) (2.1) 

以下同様にして次の微分差分方程式を得る。

疇＋入＋品吋P(t;0, 0, 1) 

=±(1-8(2, む））μ;P(t;a1, a叶 1,as)+滋P(t;a1, a;-1, as), A = {1, 2}, B = </J, (a1, a2, の）
i=l 

= (0, 0, 1) (2.2) 

｛羞＋入＋品吋P(t;0, 0, 2) 
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=~(1-o(2, a;))μ;P(t; a1, a叶 1,a3) 十校~P(t; a1, ajー 1,a3), A = {l, 2}, B =¢, (a1, a2, a3) 
i=l jEB 

= (0, 0, 2) (2.3) 

豆`＋品吋P(t;0, l, 0) 

=~(1-o(2, a;))μ;P(t; a1, a; 十1,a3)+~11P(t; a1, ajー 1,a3), A = {l, 3}, B =¢, (a1, a2, a3) 
i=l jEB 

= (0, 1, 0) (2.4) 

｛羞＋え＋品吋P(t;0, l, 1) 

＝含(1-o(2, a;))μ;P(t ; a1, a叶 1,a3)+羞11P(t; a1, ajー 1,a3), A = {1}, B =¢, (a1, a2, a3) 
=(0,1,1) (2.5) 

｛羞+11+~吋P(t;0, 1, 2) 
消A

3 

=~(1-o(2, ai))μiP(t; a1, a叶 1,as)+幻 P(t;a1, ajー 1,as), A = {1}, B =¢, (a1, a2, as) 
i=l jEB 

= (0, 1, 2) (2.6) 

｛羞＋入＋氾吋P(t;0, 2, 0) 

=~(1-8(2, ai))μiP(t; a1, a叶 1,as)+ね2籾 (t;a1, ajー 1,as), A = {l, 3}, B =¢, (a1, a2, as) 
i=l jEB 

= (0, 2, 0) (2. 7) 

ば＋入＋氾吋P(t;0, 2, 1) 
3 

＝区(1-o(2, a;))μ;P(t; a1, a; 十1,a3)+心~P(t; a1, ajー 1,a3), A = {1}, B =¢, (a1, a2, a3) 
i=l jEB 

= (0, 2, 1) (2.8) 

疇＋入十2己吋P(t;0, 2, 2) 

＝含(1-8(2,a;))μ;P(t; a1, a; 十1,a3)+入羞P(t;a1, ajー 1,a3), A = {1}, B = ¢, (a1, a2, の）
= (0, 2, 2) (2. 9) 

｛羞＋入＋品吋P(t;l, 0, 0) 

＝含(1-a(2,叫）鱈(t;a1, a叶 1,a3) + ilJ苔P(t;a1, aJ―1, a3), A = {2, 3}, B = {1}, (a1, a2, a3) 
=(1,0,0) (2.10) 

旦`＋ぶ吋P(t;l, 0, 1) 

＝含(1-8(2, a;))μiP(t ; a1, ai十1,a3)+入品P(t;a1, ajー 1,a3), A = {2}, B = {1}, (a1, a2, a3) 
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= (1, 0, 1) (2 .11) 

｛羞＋入＋恥}P(t;1, 0, 2) 
3 

=~(1-8(2, a;)加P(t;a1, a叶 1,a3)+il~P(t; a1, a1-l, a3), A=  {2}, B = {1}, (a1, a2, a3) 
i=l }EB 

= (1, 0, 2) (2.12) 

け`＋品吋P(t;1, 1, 0) 

=~(1-8(2, a;))μ;P(t;a1, ai+l, a3)+心8P(t; a1, OJ―1, 03), A = {3}, B = {1, 2}, (a1, oz, 03) 
i=l jEB 

= (1, 1, 0) (2 .13) 

｛羞＋入＋品吋P(t;1, 2, 0) 

＝鸞(1-o(2, a;))μ;P(t; a1, a;+ 1, の）＋入羞P(t;a1, aJ―1, a3), A = {3}, B = {1}, (a1, a2, aa) 
= (1, 2, 0) (2.14) 

｛羞+A+母吋P(t;2,0, 0) 
3 

=~(l-o(2, a;))μ;P(t; a1, a;+l, a3)+心 P(t;a1, a; ー 1,as), A = {2, 3}, B =¢, (a1, a2, a3) 
i=l jEB 

= (2, 0, 0) (2.15) 

｛羞＋入十品叫P(t;2, 0, 1) 
3 

=~(1-8(2, a;))μ;P(t ; a1, a叶 1,a3)+ 註 ~P(t; a1, aJー 1,a3), A = {2}, B =¢, (a1, az, a3) 
i-1 JEB 

= (2, 0, 1) (2 .16) 

｛羞＋狂i~µ1}P(t;2, 0, 2) 

＝言(1-o(2, a;))μ;P(t ; a1, ai十1,a3)+入羞P(t;a1, aj―1, a3), A = {2}, B = rJ;, (a1, a2, as) 
= (2, 0, 2) (2.17) 

｛羞＋いz;μ;} P(t; 2, 1, 0) 
涛A

＝含(1-o(2, a;))μ;P(t ; a1, a叶 1,a3)+tlJ苔P(t;a1, aj一1,a3), A = {3}, B = {2}, (a1, a2, a3) 
= (2, 1, 0) (2.18) 

豆`＋品吋P(t;2, 2, 0) 
3 

=~(1-8(2, ai))μiP(t;a1, a, 十1,a3)+A~P(t;a1, aJ―1, a3), A=  {3}, B =¢,, (a1, a2, a3) i~l jEB 

=(2,2,0) (2.19) 
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式(3.1),..........,(3.19)は次のようにまとめられる。

{ft+11十土吋P(t; a1, a2, a3) i=l 
(i卓A)

3 

=~(1-o(2, ai))μiP(t ; a1, ai十1,a3)+応~P(t; a1, ajー 1,a3) 
i=l iEB 

(2.20) 

2. 2 O<sく2(s= 1)の場合
P(t+h; 1, 1, 1) = P(t; 1, 1, l){l-,1h-(μ1十知十μ3)h}+μ1hP(t; 2, 1, 1) +μ2hP(t; 1, 2, 1) 

+μ3hP(t; 1, 1, 2)+11hP(t; 0, 1, l)+11hP(t; 1, 0, l)+11hP(t; 1, 1, O)+O(h) 
＼
 

3 3 

= P(t; l, 1, 1)(1 一入h-~µih)+~{1-o(2, ai)}μihP(t; a1, ai十1,の）
i=l i=l 

＋幻hP(t;a1, aj―1, a3) 十 ~ilhP(t ; a1, aj―1, a3)+0(h) jEA jEB 

（・：(1, 1, 1)⇒ s = 1, A = {l, 2, 3}, B =¢) 

P(t + h ; l, 1, 2) = P(t ; l, 1, 2){1-ilh-(μ 叶知十μ3)h}+μ1hP(t;2, 1, 2)+μ2hP(t; 1, 2, 2) 

玉 hP(t;l, 1, 箇＋入hP(t;0, l, 2)+入hP(t;l, 0, 2)+入hP(t況， 1,1) +O(h) 
3 3 

= P(t; l, 1, 2)(1 一入h-~µih)+~{1-o(2, ai)}ぃhP(t;a1, aげ 1,a3) 
i=l i=l 

+~11hP(t; a1, aJ一1,a3) +~11hP(t; a1, aJ―1, の）+O(h) }EA }EB 

（・：(1, 1, 2)⇒ s = 1, A=  {l, 2}, B =¢) 

P(t+ h; l, 2, 1) = P(t; 1, 2, l){l -11h-(μ1 +μ2+μ3)h}+μ1hP(t; 2, 2, 1)+μ2hP(t; l, 目， 1)

+μ3hP(t; 1, 2, 2)+11hP(t; 0, 1, 2)+11hP(t ;l, 1, l)+11hP(t; 1, 2, O)+O(h) 

= P(t; 1, 2, l)(l -,1h—糾h)+言{1-o(2, ai)}μihP(t; a1, aげ 1,の）

+~11hP(t; a1, aj一1,a3)+~11hP(t; a1, aj一1,a3)+0(h) jEA jEB 

（・：(1, 2, 1)⇒ s = 1, A = {l, 3}, B =¢) 

P(t + h; l, 2, 2) = P(t; l, 2, 2){1-11h-(μ1 +μ2+μ3)h}+μ1hP(t; 2, 2, 2)+μ2hP(.:・; 1, /3↓ 2) 

+μ3hP(t; l, 2, 閻）+11hP(t; 0, 2, 2)+11hP(t ;;K, 1, 2)+AhP(t ;X, 2, l)+O(h) 
3 3 

= P(t; 1, 2, 2)(1-11h一 ~µih)+~{1-8(2, 叫}μihP(t;a1, a叶 1,の）
i=l i=l 

+~11hP(t; a1, ai-1, の）+~11hP(t; a1, aj―1, a3)+0(h) jEA jEB 

（・：(1, 2, 2)⇒ s = 1, A = {1}, B =¢) 

P(t+h;2, 1, l)=P(t;l, 1, l){l-11h-(μ1+μ2+μ3)h}+μ1hP(t; 図， 1,l)+μ2hP(t; 2, 2, 1) 

+μ3hP(t; 2, 1, 2)+11hP(t; 1, 1, l)+11hP(t; 2, 0, l)+11hP(t; 2, 1, O)+O(h) 

= P(t; l, 1, 1)(1-,-lhー tμ;h)+含{1-o(2, a;)}μ;hP(t ; a1, a; 十1,の）
+ I: 11hP(t; a1, aj―1, の）+ I: 11hP(t; a1, aj一1,の）+O(h) jEA jeB 

-93-



経済学研究第 57 巻第 5• 6号

（・：(2, 1, 1)⇒ s = 1, A=  {2, 3}, B = {1}) 

P(t+ h; 2, 1, 2) = P(t; 2, 1, 2){1-11h-(μ1+μ2+μ3)h}+μ1hP(t; ほ¥1, 2)+µ~hP(t; 2, 2, 2) 

+μ3hP(t ; 2, 1, 帥十11hP(t;1, 1, 2)+11hP(t; 2, 0, 2)+11hP(t; 2, :(, l)+O(h) 
3 3 

= P(t; 2, 1, 2)(1-tlh一区µ;h)+~{1-8(2, O)}μ;hP(t; a1, a叶 1,の）
i=l i=l 

+~JhP(t; a1, a; ―1, aa)+~AhP(t; a1, a; ―1, aa)+O(h) 
jeA jEB 

（・：(2, 1, 2)⇒ s = 1, A=  {2}, B = {1}) 

P(t+h; 2, 2, 1) = P(t; 2, 2, l){l-11h-(μ1+μ2+μ3)h}+μ1hP(t ;j3↓ 2, 1)+μ2hP(t; 2, j3↓ 1) 

+μahP(t; 2, 2, 2)+JhP(t; 1, 2, l)+JhP(t; 2, 1, l)+JhP(t; 2, 2, O)+O(h) 

= P(t; 2, 2, 1)(1-llh—糾h)噂{1-8(2, a1)}μ;hP(t; a1, aげ 1,aa) 

+~11hP(t; a1, aJ―1, as)+~11hP(t; a1, a1ー 1,as)+O(h) 
JeA jeB 

（・：(2, 2, 1)⇒ s = 1, A=  {3}, B = {1, 2}) 

峰＋入＋窟叫P(t;1, 1, 1) 
3 

=~(1 -8(2, a;))μ;P(t ; a1, a叶 1,a3)+心 P(t;a1, a;-I, aa)+心 P(t; a1, a;-I, aa) 
1=1 jEA jEB 

A=  {l, 2, 3}, B = </J, (a1, a2, a3) = (1, 1, 1) (2.21) 

｛羞+il+糾}P(t;1, 1, 2) 
3 

= Z::(1-8(2, a,))μ.P(t; a1, a叶 1,aa)+心 P(t;a1, aJ―1, aa)+心 P(t;a1, a; ー 1,aa) 
i=l jeA jeB 

A = {l, 2}, B =¢, (a1, a2, aa) = (1, 1, 2) (2 .22) 

｛羞＋入＋窟叫P(t;1, 2, 1) 
3 

=~(1-8(2, a;))μ;P(t; a1, aげ 1,の）+11~P(t; a1, a;-l, as)+心 P(t; a1, a;-I, as) 
i=l jeA ;eB 

A=  {l, 3}, B =¢, (a1, a2, as)= (1, 2, 1) (2.23) 

｛羞＋入＋窟叫P(t;l, 2, 2) 
3 

=~(1贅(2, の））μ;P(t;a1, a叶 I,aa)+A~P(t; a1, a;-l, aa)+A~P(t; a1, a;-l, aa) 
i=l jEA jEB 

A=  {1}, B = </J, (a1, a2, aa) = (1, 2, 2) (2.24) 

｛羞+A+窟叫P(t;2, 1, 1) 
3 

=~(1-8(2, a1))μ1P(t; a1, の+1,a3)+A~P(t; a1, a;-1, a3)+A~P(t; a1, a;-1, の）
i=l jEA jEB 

A=  {2, 3}, B = {1}, (a1, a2, aa) = (2, 1, 1) (2.25) 

｛羞＋入＋糾}P(t;2, 1, 2) 
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3 

=~(1-o(2, ai))μiP(t; a1, ai十1,の）＋入 ~P(t; a1, aj一1,as)+心 P(t;a1, ai―1, as) 
i=l jeA jeB 

A = {2}, B = {1}, (a1, a2, の） = (2, 1, 2) (2. 26) 

｛羞＋入＋糾}P(t;2,2, 1) 
3 

＝因(1-8(2,a;))μ;P(t; a1, aげ 1,a3)+11~P(t; a1, aj―1, a3)+心~P(t; a1, aj―1, a3) 
i=l jEA jEB 

A = {3}, B = {1, 2}, (a1, a2, の） = (2, 2, 1) (2. 27) 
式(2.20)---....., (2. 26)は次のようにまとめられる。

｛羞＋入＋糾}P(t ; a1, a2, aり

=~(1-8(2, a;))μ;P(t; a1, a叶 1,の）+11~P(t; a1, aj一1,の）＋心~P(t; a1, aj―1, a3) (2. 28) 
i=l jEA jEB 

2 .3 s = 2の場合
P(t + h; 2, 2, 2) = P(t; 2, 2, 2){1-;t~l-(µ1 +μ2+μ3)h} +μ1hP(t; 13↓ 2, 2) +μ2hP(t ; 2, 131, 2) 

+μ3hP(t; 2, 2, ~)+;thP(t; 1, 2, 2)+;thP(t; 2, 1, 2)+;thP(t; 2, 2, l)+O(h) 

3 

= P(t; 2, 2, 2)(1-~µih)+11h{P(t; 1, 2, 2)+ P(t; 2, 1, 2)+ P(t; 2, 2, l)}+O(h) 
i=l 

（・：(2, 2, 2)⇒ L1 = 2, A = {l, 2, 3}, B =¢) 

｛羞＋糾}P(t;2, 2, 2) 
= 11{P(t; 1, 2, 2)+ P(t; 2, 1, 2)+ P(t; 2, 2, 1)} (2. 29) 

3 一般的モデル

各チャンネルの待合所の広さがすべて同じで，サービス中を含めて自然数Nで表される場合を解析

する。

N = 2, m = 3の場合と同様な議論より次の状態方程式および微分差分方程式を得る。

3.1 s=Oの場合

m 

P(t + h ; a1, a2, …, am) = P(t; a1, a2, …， am){l -llh-~ μ;h} 
i=l 
（涛A)

m 

+~{1-o(N, ai)}μihP(t ; a1, a2, …， ai-1, aげ 1,ai+l, …， am) 
i=l 

+~11hP(t; a1, a2, …， aj-1, aj―1, aH1, …， am)+O(h) jEB 

ば+1t+fμi P(t; a1, a2, …， am) 
i=l 
(i申A)
｝ 
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m 

=~{1-o(N, a;)}μ,.P(t; a1, a2, ・・・, a;-1, a;+l, ai+l, …, am) 
i=l 

+A~P(t; a1, a2, …, ai-1, aiー 1,ai+1, …， am) 
jEB 

3.2 O<s<Nの場合

m 

P(t+ h; a1, a2, …, am) = P(t; a1, a2, …, am){l-tlh-~µ;h} 
i=l 

m 

+~{1-o(N, a;)}μ;hP(t ; a1, a2, …, a;-1, a叶 I,a;+1, …， am) 
i=l 

＋区入hP(t; a1, a2, …， aた1,a;-1, a;+1, …, am) 
jEA 

＋図tthP(t; a1, a2, …， ai-1, aj―1, am, ... , am)+O(h) 
jEB 

｛羞＋入＋含吋P(t; a1, a2, ・.. , am) 
m 

＝区{1-3(N,a;)}μ;P(t; a1, a2, …， a,-1, a;+ 1, aH1, …, am) i~l 

(3 .1) 

疇j~AP(t; a1, a2, …， a;-1, aj―1, ai+1, …, am)+ i~P(t ; a1, a2, …， aJ-1, a; 一1,a;+1, …, am)〕

(3.2) 

3.3 s = Nの場合

P(t+h;N, N, …， N) = P(t ;N, N, …， N)(1-f叫
i=I 

+〔tlhP(t; N-l, N, …, N)+tlhP(t ;N, N-l, ・・・, N)+・・・十tlhP(t;N, N, …, N-1)〕+O(h) 

｛羞＋言吋P(t;N, N, …， N) 
=..-l 〔P(t;N-1, N, …, N)+P(t; N, N-1, ・・・, N)+…+P(t;N, N, …， N-1)〕 (3. 3) 

システムを記述するために必要な方程式の数は (N+l戸である。一般のシステムは次のように記述

される。

dP(t) 
dt 
= AP(t) (3. 4) 

ここに Aは平方行列で，その要素は式(3.1)~(3.3)の定状確率の係数である。式(3.4)を用いて初期

条件，

P(O; 0, …， 0) = 1; 任意の aiに対して P(O;a1, …， am)= 0 

で解かれる。

いま
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となる。ここに Eは単位行列である。

次の節で特殊な場合について上記の数値解を求め順序サービス規律の場合と比較する。

4 数値例

この節ではLinet al. 〔8〕によって得られた結果と比較するために，論文〔8〕で使用されたデータを用

いる。すなわちサービス中を含む待合所の大きさ N= 2, 窓口の数m=3で，平均サービス率(μi,μj, 

μk) は (1.0,0.8, 0.6)である。ここに (i,j, k) は1,2, 3の任意の順列である。

図2と図 3はそれぞれシステムの空きおよび客が退去する確率に対するサービスエの配置の効果

（平均サービス率の配分の効果）を示している。これらの図から任意の時点 tにおける客の退去の確

率を減少さすことおよびサービスされた個数を増加させるためには，平均サービス率に関して減少順

伽=1.0→ μ2 = 0.8→ μ3 = 0.6)に配置すべきであることがわかる。この結論は，論文〔8〕の結果と同

じである。

図4と図 5は図 2と図 3に対応する順序サービス規律の場合である。これらの図から半順序サービ

ス規律の場合が順序サービス規律の場合よりも，任意時点 tにおけるサービスされた客の数を増加さ

せるためには効果的であることがわかる。また，平均サービス率の順列 (6個）に対して，得られる

客の退去の確率の範囲は，半順序サービス規律の場合が順序サービス規律の場合より小である。これ

は任意時点においてサービスされた客の数に対する各チャンネルの平均サービス率の違いによる影響

は，半順序サービス規律の場合が順序サービス規律の場合より小さいことを示している。

図6と図 7は，半順序サービス規律と順序サービス規律の場合について， i番目の窓口がサービス

中である確率，すなわち T/i=~P(t; a1, az, …， am)に対する平均サービス率の配置の効果を示して
a; キ0

いる。これらの図から平均サービス率に関して，減少順の配置が増加順の配置よりも 7/iが小さいこと

がわかる。半順序サービス規律の場合は，順序サービス規律の場合に比較して 7/iを一様化しているこ

とがわかる仇の変化の範囲が小さくなっている）。ある生産システムに適当なサービス規律を採用

し， 7/iを一様化することは望ましいことであり，その意味でも半順序サービス規律は有用である。
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表 1 遊休確率，退去確率および窓口利用率
（半順序サービス規律， N=2,m=3, 入=1.4, ( )内は順序サー
ビス規律の値）

平均サービス率 確 率 窓口利用率

μ, μ. μ3 遊休確率 退去確率 窓口 1 窓口 2 窓口 3

1.0 0.8 0.6 0.169 0.032 0.660 0.542 0.437 
(0.137) (0. 043) (0. 771) (0.512) (0.265) 

1.0 0.6 0.8 0.156 0.033 0.662 0.616 0.402 
(0.121) (0.049) (0. 771) (0.600) (0.252) 

0.8 1.0 0.6 〇.153 0.033 0. 715 0.513 0.447 
(0 .109) (0. 047) (0.828) (0. 502) (0. 284) 

0.8 0.6 1 0 0.131 0.037 0.720 0.645 0.386 
(0. 086) (0.058) (0.828) (0. 657) (0.262) 

0.6 1.0 0.8 0.124 0.036 0.782 0.546 0.418 
(0. 072) (0.055) (0.886) (0.565) (0.283) 

0.6 0.8 1.0 0.116 0.038 0.784 0.604 0.393 
(0.065) (0.061) (0.886) (0.633) (0.276) 

退

去

確

率

.01 

0 5 10 15 20 25 30 

時間

図2 客の退去確率に対する平均サービ

ス率の配分の効果

（半順序サービス規律，N=2,m=3)

.25 

⑳
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U
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休

確

率

μlμ, μ3 
1.0 0.8 0.6 
j._Q 0.6 0.8 

0 5 10 15 20 25 30 

時間

図3 システムの遊休確率に対する平均

サービスの配分の効果

（半順序サービス規律，N=2,m=3)
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図4 客の退去確率に対する平均サービ

ス率の配分の効果

（順序サービス規律， N=2,m=3) 
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時間

図5 システムの遊休確率に対する平均

サービス率の配分の効果

（順序サービス規律， N=2,m=3) 

0.8 叫

0".9 f ／ 列

0.7 1/1 1/1 

T/2 列0.6 
1/2 窓 00..76 

窓。.5 1'/2 
口 1/3 ロ0.5
利 0.4 利

用
11; 用 0.4

率 0.3 率 0.3~f 1/; 

0.2 0.2~ 1/3 

0.1 0.1 

し

゜
5 10 15 20 25 30 

゜
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図6 窓口利用率に対する平均サービス 図7 窓口利用率に対する平均サービス

率の配分の効果 率の配分の効果

（半順序サービス規律，N=2,m=3) （順序サービス規律， N=2,m=3) 

'1'/i : μ1 = 1. 0, μ2 = 0. 8, μ3 = 0. 6の場 r;; : μ1 = 1. 0, μ2 =O .8, μa =O. 6の場

合の窓口 iの利用率 合の窓口 iの利用率
兄： μ1=0.6, μ2=0.8, μa=l.Oの 兄： μ1=O .6, μ2=0 .8, μ 戸 1.0の
場合の窓口 iの利用率 場合の窓口 iの利用率

む す び

第4節の数値例から半順序サービス規律をもつ待ち行列システムは順序サービス規律をもつ待ち行

列システムよりシステムの効率上のぞましい性質をもっていると結論づけられる。

待合所の大きさが窓口ごとに異なる場合の解析は次稿で検討したい。
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