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尤度比を用いた二つの順序と

不完備情報の多段決定間題の性質について

中 井 達

1 序

多段決定問題には，最適停止問題・逐次割当問題など多くの問題を含んでおり，部分観測が可能な

場合すなわち不完備情報の決定問題について，最適政策，および最適政策のもとで最適に振る舞った

ときに得られる値と，学習の関係について考えることは重要であり，また特に最適政策との関係につ

いて考えておくことが必要である。特に，不完備情報のマルコフ決定過程における多段決定問題につ

いてこれらの問題を考えることは重要である。ここではマルコフ連鎖の状態に関して不完備な情報し

か与えられておらず，事前情報はマルコフ連鎖の状態空間の上に定義された確率ベクトルとして表さ

れるものと考え，マルコフ連鎖の状態と情報過程から観測できる値を表す確率変数との関係は既知で

あるものとする。マルコフ連鎖の状態に関する学習はベイズの方法に従って行う場合について考える。

ここで扱う多段決定問題については第 2節で説明をする。

そこでまず始めに，ここで考えるマルコフ連鎖の状態に関する情報全体，すなわち状態空間上の確

率ベクトル全体に尤度比 (likelihoodratio)の考えを用いて順序を導入することを考える。この順序

は尤度比順序と呼ばれ，それらの性質と上に述べたような多段決定問題の最適政策およびその最適政

策のもとでの値の関係を考えていく。このとき，尤度比順序に関して第 3節において，いくつかの仮

定を設ける。特にベイズの定理を用いて学習を行うために，学習法則の性質についていろいろ複雑な

状況が起こることがよく知られており，その為に第 3節で与える仮定のもとで考える必要があり，こ

れらの仮定のもとでマルコフ連鎖の状態に関する学習の性質について考える。第 3節で与えた仮定の

もとで，事前分布と事後分布の間に，いくつかの基本的な関係があり，特にそれらの性質は多段決定

問題を考える上で基本的なものであり，いくつかの性質について考える。また，この順序に関連する

最適停止問題・逐次割り当て問題等の問題については， Nakai[ 9] • [10] • [11]においても述べられ

ている。

つぎに，第 3節で考えたものとは異なるが，やはり尤度比を用いたもう一つの順序について考える。

この順序は， shiftedlikelihood ratio orderingと呼ばれ，尤度比順序の場合と同様にいくつかの仮定

のもとで考える。この順序は，尤度比順序に比べてより強いものであるが，尤度比順序では得られな

い性質がなりたつ。また，この順序に関して必要となる仮定も異なるが，第 3節で与えた仮定とそれ

ぞれ対応するものである。この順序に関しても，尤度比順序の場合と同じように，事前情報と事後情
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報の間にいくつかの基本的な関係が成り立ち，これらについては，第4節において示される。

第 5 節および第 6 節では，第 3 節•第 4 節で議論した二つの順序のもとで，これらの順序と多段決

定問題の解との関係について考える。特にここでは，複数回停止することができる最適停止問題につ

いて考え，この場合の最適政策とその最適政策のもとで最適に振る舞って得られる値と，事前情報と

の関係について議論する。この節で考えた問題の特別な場合については Nakai[ 9]・[10]においても

述べられている。

2 問題の定式化

以下の議論においては，情報過程の任意の観測値と事前情報に対して，事後情報が存在するものと

仮定し，それはベイズの定理によって求められるものとする。

ここで考える情報過程とは，つぎのようなものであるとする。いま，｛Yt;t= 1, 2,・・・・｝を状態空間

が{1,2, 3, …•}であるマルコフ連鎖とし，マルコフ連鎖の遷移確率は既知であるとし，それを P=

（加），｛i,j = 1, 2,・・・・｝であるとする。いま Sを

8 = {PIP = (Pi, P2, ・・・・）， p心 0，均＝ l}

によって定義されているものとする。すなわち {l,2, 3,・・・・｝上の確率ベクトル全体を表すものとす

る。このとき，このマルコフ連鎖の状態がどのようなものであるかについての情報は，全て Sに含ま

れる確率分布 Pによって表されるものと考える。ここでは，状態空間が可算集合である場合について

扱うが，有限の場合にも以下で得られる性質は全て成立する。

マルコフ連鎖の状態に関する情報は，情報過程{X叫， t= 1,2,• …}を通して得られるものと考え

る。ここで X;tは時点 tでのマルコフ連鎖の状態に依存した値をとる実数値確率変数であり，その確

率分布関数は決定者に対し既知であるものと考える。これらの部分観測可能なマルコフ連鎖と情報過

程の間の関係は，既知の確率分布関数によって定義されており，それはつぎのようなものである。す

なわち

Pr{X;ぷ xiYt = k} = F.心）， xER,kE{l, 2, ・・・・｝， （1) 

ここで， i,t = 1, 2, …•とする。逐次に観測することのできる確率変数は X1, X2,• …であるとし，

これらの条件付き確率分布は(1)式の確率分布関数によって規定されているものとする。

この部分観測が可能なマルコフ連鎖の上での決定問題を考えるために，多段決定問題の中からつぎ

のような最適停止問題を取り上げ，その最適政策と求めた最適政策に従って得られる値と学習の過程

との関係について考える。この問題はつぎのようなものである。決定期間は有限期間である場合を考

ぇ，その期間をN期間とする。一方，決定者は情報過程をN期間にわたって観測することができ，そ

れらN期の中でK回停止することができるものとし，総期待利得を最大にすることを目的とする。各

期の状態は，上に述べたようなマルコフ連鎖に従って変化するが，決定者はマルコフ連鎖の状態がど

のようなものか直接に知ることはできず，情報過程を通して知ることができるものと考える。ただ，
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あらかじめ事前知識として状態空間の上での確率分布として状態に関する情報を持っているとする。

各期の始めに決定者はマルコフ連鎖の状態に依存する確率変数の実現値を情報過程から観測し，その

実現値をもとにしてその期に停止するかそれとも見送って次の期に進むかを決定することができる。

もし決定者がこの期において停止することに決定すれば，この期に観測しだ情報過程の観測値に依存

した利得を得ることができ，その後この情報過程で観測した実現値をもとにしてマルコフ連鎖の状態

についての情報をベイズの方法に従って改善し，次の期に進む。一方，そうでなければ単に情報過程

の実現値を観測してベイズの方法に従って学習を行い，次の期に進むことになる。もし， k=Nであ

るならば，決定者は常に停止し，各期ごとに得られる情報過程の観測値に依存した利得を得ることに

なる。このとき，決定者は総期待利得を最大にすることを目的とし，そのための最適政策とその最適

政策に従って得られる値を求める。以下の議論では，この問題をもとにして，情報過程を通した学習

のプロセスが最適政策にどう関係するかについていくつかの仮定のもとで考える。この問題について

は第 5節および第 6節において考える。

つぎに，マルコフ連鎖の状態に関する事前の情報がこのマルコフ連鎖の状態空間上の確率分布

P(ES)によって表され，残りの決定期間がNであり，そのうち k回停止することができるという状態

を，ここで考える最適停止問題の状態と言い，（P,k,N)により表す。つぎに，この問題の状態が (P,

k,N)であるとき，この問題を P点(P)であらわし，この問題 P点(P)において最適に振る舞って得られ

る総期待利得を成(P)とする。

ここで考える問題は，つぎのように行われる。この問題の状態が (P, k, N)であるとき，決定者

(decision-maker) はマルコフ連鎖の状態に依存する確率変数 {Xt}の実現値 X を情報過程より観測

する。この観測値xをもとにして，決定者はこの値に依存した利得 u(P,x)を得てこの値を取り，認

められた停止する権利を行使するか，それともこの値を見逃して次の期に進むか決定を行う。もし，

値 Xを観測したこの期で停止することが決定すれば，決定者は利得 u(P,x)を得，次の期に進む。そ

して次の期の状態は残りの決定期間がN-lであり，取り得る決定の数が k-lとなるから (T(P,x), 

k-l, N-l)と表される。ここで T(P,X)は，情報過程の確率変数｛ふ｝の実現値Xを観測したとき，

その値をもとにしてマルコフ連鎖の状態についてベイズの定理に従って学習を行ったときの事後分布

を表し，つぎに述べる (2)式と (3)式で求められる。もし，観測値Xに対して，この期で停止せずにこ

の値を見送り次の期に進むことにすれば，この期では，利得を得ることはなく，停止した場合と同じ

ようにマルコフ連鎖の状態に関して学習を行い次の期に進み，問題の状態は (T(P,x), k, N)となる。

N=kならば，常に停止し出現した値 X に依存した利得 u(P,x)を各期毎に得ることになる。

このとき，マルコフ連鎖の状態に関して，情報過程から観測値 Xを得たときの事後分布は，ベイズ

の定理に従って学習を行う。従って，まず情報過程からの観測値 xER= (-0, oo)に対してマルコフ

連鎖の状態に関する事後確率分布が全ての j= l, 2,．．．．に対して，つぎのように求められる。
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lTj(P,x)＝ニ
T(P, x) = (T1(P, x), T2(P, x), ・・・・）

(2) 

さらに，ここで考えられているマルコフ連鎖は，あらかじめ与えられた遷移行列 Pに従って状態が遷

移するから，次の期の始めのマルコフ連鎖の状態に関する事前情報 T(P,X)は，全ての PESに対し

て

[TJ(P, x) ＝釘(P,x)pij, 

T(P, x) = (T1(P, x), T/P, x), ..・・）
(3) 

のように求められる。

ここで考える問題においては決定者は総期待利得を最大にするような最適政策を求めることを目的

とする。また，利得関数 u(P,x)は，与えられた関数であり，マルコフ連鎖の状態に関する情報 Pに

依存した関数であると考える。 このような関数としては，例えば

n 

u(P, x) =（〗砂）x
i=I 

のような関数を考えれば良い。ただし，

期待利得と考え，

a;, i = 1, 2, ・・・・ は， マルコフ連鎖の状態が iであるときの

a1 ~ a2 :2: as :2:……こ〇

であるとする。

多段決定問題における最適停止問題は決定者が2回のみ停止することができる場合，すなわち k=2

の場合について Haggstrom[5]において考えられている。しかし，最終利得関数は全ての停止の決定

に依存した関数である場合である。また，もう一つ別の多段決定問題における最適停止問題は， Miller

[7]においても扱われている。ここで扱われているものは，再生過程の上での問題として考えられてい

この問題で考えられている過程が初期状態に戻る。すなわち，決定者が停止することを決めたとき，

る場合を扱っている。

れている。

さらに，決定者は考えている過程の状態について正確に知っている場合が扱わ

3
 

Sにおける尤度比JI厠亨 (LikelihoodRatio Ordering) 

この節では，

ratio) 

定義 1

Sに含まれるマルコフ連鎖の状態空間上の確率分布に対して，尤度比 (Likelihood

を用いてつぎのような順序を導入することを考える。

Sに含まれる任意の PとQに対して， P>lQであるとは，全ての iとj(jsi,i, j = l, 2, 

．．．．．．）に対して，

qt 
P必 :,;p年，すなわち

pt ;:1 ~o 
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が成立し，少なくとも一つの iとjの組み合わせに対して，

P心 <pjqz,

が成り立つ場合を言う。もし， Pi=qiが任意の i= l, 2,……に対して成り立つとき P=lQである

とする。また， p>lQであるとは， P＝lQかつ， P＞lQが成り立つことを言う。

上で定義した順序を尤度比順序と呼び，この順序に関して以下のような性質が成り立つ。

補題 1 定義 1において定義した， Sにおける順序は半順序である。

補題 2 Sに含まれる任意の P とQに対して， pこlQであるならば，つぎの不等式を満足するよう

なl<kが存在する。

血->1こPK+1
qk qk+l 

証明．定義 1より，つぎのような不等式が得られる。

必こ卑こ…四->…
q1 q2 釦

ただし，ここで

舟＝ oo,aER 

であるものと考える。このとき，もし

舟<1

または，

信＞1

がすべての n<Oに対して成り立つならば， P とQは，ふに含まれる確率分布関数であることから

00 00 

2か＝ ~qi= l 
i=l i=l 

を満足することに反する。従ってこの補題は成立する。

補題 3 Sに含まれる任意の Pに対して，（1,0,…， 0)こlPである。また状態空間が有限集合であれ

ばp::;;:l(0,…0, 1)である。

つぎに，この節で定義した尤度比による順序すなわち尤度比順序 (likelihoodratio ordering)のも

とでの決定問題を考えるために，ここで確率分布関数と確率遷移行列 Pに関して，つぎのような 4つ

の仮定を設ける。

仮定 1 マルコフ連鎖の状態がKであるとき，この状態Kに依存した確率変数の条件付き期待値は有

界であり，それを肛で表す。また，確率分布関数 Fパx)は確率密度関数fk(X)を持つとし，

d凡(x)= fk(x)dx 

とする。

仮定 2 もし， j~i(i, j = l, 2, …， n) であれば x~y に対して
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（ 
応） i（y) 

応）fi(y)豆 y)ft(x)すなわちI I >O 
fj(x) 力(y)

を満足する。すなわち，

燃
は，が三{x¥f;(x)キ0}の範囲でXの非減少関数であ9る。

仮定 3 l~m<k，であれば，

X叩＝ sup{xlfm(x)~jk(X)}, 

となる Xmkで，つぎの条件を満足するものが存在する。

(1) X >Xmkならばfm(k)＞ん(x)＞fK+1(x)>……

(2) X~Xmk ならば fk(X)Zfm(X) とfm-1(x)> …… ?::./i(x)

例えば，正規分布の確率密度関数

応）＝益xp｛ーに屁似~}, μ1忍μ2?::.μ3?::.……，

(5) 

を考えれば，これらの確率密度関数は，上の三つの条件を満足することは簡単な計算から明かである。

仮定 2はi,j(i>j, i, j = 1, 2,…， n)であるとき，兄はふより尤度比 (likelihoodratio) の意味

で大きいことを表している。このことから，兄は， iに関して故障率 (failurerate)の意味での増加

確率変数であるといえる。これらのことは， Ross[17]に詳しい。また，尤度比による順序については

Brown and Solomon [2]においても述べられており， failurerate orderingについては Pinedoand 

Ross [13]においても述べられている。さて，ここでは遷移確率行列 Pに関してつぎのような仮定を設

ける。

仮定 4 任意の i,j(i?::.j, i, j ~ 1, 2,……）に対して，

Pni Pn1 
Pm,・Pn;?::.p叫加すなわち ?::.0 (6) 

Pmi Pm; 

がm::,;;n(m,n = 1, 2,……）を満足する全てのmとnに対して成り立つ。もし，状態空間が {1,2}の

2状態空間であればこの仮定は，不等式

P112加，

と同じである。この仮定は Ross[16］および Monahan[18]においても述べられているよく知られた

仮定である。仮定 4はこれらの一般化であると考えられる。

つぎに Sの上の関数 u(P)に対して，この関数が Pに関して増加関数であるとは， pこlQとなる

PとQに関して u(P)zu(Q)を満足することを言う。

ここでは，利得関数 u(P,x)は， Pに関して非減少，とつな関数であり非負で有限な値を取る関数

とする。また， Xに関して可測であり増加関数であるとする。このような関数は，例えば

、n

u(P, x) = (l:a;か）x,a12a2~ …… ~an20 
i=l 

の様な関数を考えれば，上に述べた条件を満足することは明かである。また， u(P,x)＝かと言う関
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数を考えればやはり上に述べた条件を満足する。この場合は， n個の箱の中に一つの目的物が隠されて

いるとき第一番目の箱にその目的物がいる確率を最大にするような部分観測が可能なマルコフ連鎖の

上での探索問題と考えることができ， Pollok[14]において考えられているものである。

ここで，（2）式および(3)式で与えられた事後情報の性質を，仮定 1から仮定 4のもとで考えてみる。

まずつぎのような性質が成り立つことがわかる。

補題 4 xsyを満たす任意の Xとyに対して

T(P, x)s1T(P, y) 

が全てのPESに対して成り立つ

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j<i(i,j=l,2,…， n)に対して

冗(P,X)冗(P,y)s TlP, x)T/P, y) 

であることが示されれば，この補題に述べられた性質が成り立つことが示される。従ってそのために，

冗(P,X)冗(P,y)-TJP, x) T/P, y) 

を考える。この式の分母を払えば，

Pi:l(x)pJJy)-pJJx)Pん(y)

= Pjpt(fj(x)f2•(y)-fi(x)fj(y)) so 

となる。ここで，最後の不等式は確率密度関数に関する仮定 2より求められる。

定理 1 xsyを満たす任意の Xとyに対して

T(P, x)s1T(P, y) 

が全ての PESに対して成り立つ

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j<i(i,j=l,2,…,n)に対して

冗(P,X)冗(P,y)三冗(P,X)冗(P,y) 

であることが示されれば，この定理に述べられた性質が成り立つことが示される。従ってそのために，

冗(P,x) TJP, y)-TJP, x)冗(P,y) 

を考える。この値は

n n n n 

(~ Tz(P, x)加）（~ TiP, y)如）一(~ Tz(P, x)加）（~ TiP, y)加）
l=l k=1 l=l k=1 

＝含自Tz(P,x) Tk(P, y)（加如ー加加）

＝合虐1（冗（P,X)九(P,y)-Tk(P, X)冗(P,y))(Pzj加ー加如）三〇

となり，補題 4とマルコフ連鎖の遷移確率行列に関する仮定 4より，この定理は成り立つ。

補題 5 Sに含まれる任意の P, Qに対して， pこlQであるならば，

T(P, X)~1T(Q, x) 

が全ての xERに対して成り立つ。

証明． Sにおける順序の定義から，任意の}<i (i, j = I, 2,…, n)に対して

TlP, X)冗(Q,x)三冗(P,x) Tl Q, x) 
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であることが示されれば良いから，補題4と同じように

双P,x)T;(Q, x)一冗・(P,x)冗(Q,x) 

を考える。この分母を払えば，

P;/;(x)q;f;(x)-P;/1(x)q;/;(x) 

= Ij(x)Ii(x)（P俎i-PiqJ)>O

となる。ここで，最後の不等式は確率分布の尤度比順序に関する定義 1より求められる。ロ

定理 2 Sに含まれる任意の P, Q に対して， P~1Q であるならば，

T(P, X)~1T(Q, x) 

が全ての xERに対して成り立つ。

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j<i(i,j = I, 2,…， n)に対して

冗(P,x) T,(Q, x):;:;; T1(P, x)双Q,x) 

であることが示されれば良いから，定理1と同じように

T;(P, x) T;(Q, x)-T;(P, x) T;(Q, x) 

を考える。このとき補題5より，定理 1と同様にして求められる。ロ

つぎの補題は，多段決定問題において，最適政策のもとでの総期待利得を最大にしたときの値に関

する性質を求めるときに必要な性質である。

補題6 今，｛fし）｝i=l,2,•·•,n を，仮定 3 の性質を満足するような，確率密度関数の有限列と考える。た

だし， n~2 とする。つぎに{a;} i=l,2,・・・,nを，実数の列とし，

を満足するものとする。

このとき，適当な l~k<n が存在し，

年;= 0 
i=l 

a;~O, j~k, 

a;~O, j>k 

であるとする。以上の仮定のもとで，いま

” g(x) = ~aふ(x)
i=1 

とおけば，

!om h(x)g(x)dx⑳ 

゜が成り立つ。

証明．ここでは， nに関する帰納法を用いる。まず， n=2ときは，仮定から

g(x) = a1(/1(x)-fix)) 

である。従って，適当な X1220が存在して

l1(x)sfix), xsx12, 

/1(x)>fix), x>x12 
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であるから

/o00 h(x)g(x)dx = /ox12 h(x)g(x)dx + 1: h(x)g(x)dx 
0.IX12  

~ h(x12) /ox12g(x)dx+ h(x12) 1:g(x)dx = 0 
X12 

となる。ここで不等式は h(x)がXに関して増加関数であることから得られる。

つぎに一般の場合について考えてみる。まず， aj==/=-O(l~j~n) の場合を考えればよい。もしそうで

なければ，帰納法の仮定からこの補題は明らかである。まず， k~2 の場合を考える。関数 g(x) に対し

て二つの関数 g1(x)および g2(x)をつぎのように定義する。すなわち，

k-1 n 
g2(x) ＝こ aJZ•(x)＋区 (ai• 十 Ei-k)flx),

i=l i=k+l 

かつ

叫）＝ g(x)-gi{x)= aふ(x)-i＝合＋/i-kflx)

とする。ここに

i-1 
Ei = min{co-Li Ei, -aぃ｝， 1：：：：i：：：：n-k

j=l 

co = ak ::2: Q, 

とおく。このとき，構成方法から

ei>O 

であることも明らかである。さらにこれらの関数 g1(x)および g2(x）はこの補題の条件を満足すること

は明らかである。従って，

g(x) = g1(x)+g2(x) 

であることから

』00h(x)g(x)dx = 100 h(x)gi(x)dx + 100 h(x)g氏x)dx~O

は，帰納法の仮定より導かれる。

k~2 である場合と同じように， k=l のときは関数 g1(x) および g氏x) をつぎのように定義する。す

なわち，

n 

叫）＝ （ a叶 a昴(x)＋苫砧•(x),

g1(x) = g(x)-g氏x)= -az/1(x)+az/2(x) 

とする。このとき

n 

a2<0 かつ a1 =一 ~a,,
i=2 

であるから， g1(x)および g2(x)はこの補題の条件を満足する。従って上に述べたと同じような議論を

この場合もすることができる。従って，どちらの場合にもこの補題が成り立つ。ロ

系 1 今，｛/lx)}i=1,2,……を，仮定 3の性質を満足するような，確率密度関数の列と考える。つぎに，
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{adM,2,．．．．．．を，実数の列とし，

00 

~a;= 0 
i=I 

を満足するものとする。

このとき，適当な l~k<n が存在し，

a;2:0, j~k, 

a;~O, j>k 

であるとする。以上の仮定のもとで，いま

00 

g(x) = ~ad;(x) 
i=l 

とおけば，

100 h(x)g(x)dx ~O 

゜が成り立つ。

証明．｛a,}1=1,2,．．．．．．が有限個の値を除いて全て 0であれば，補題6より明らかである。そうでなければ，

数列 {a;}i=l,2,．．．．．．に対して n>kとなる nに対して，新しい数列 {bi}l=l,2,．．．．．．をつぎのように構成する。

a;= b;(i<n)，および如＝―孟aj

とすれば，この数列{b;} i=l,2,•·•,n は，補題 6 の条件を満足することは明らかである。いま

” gn(x) ＝2bJi(x) 
i=l 

とおけば， n→00 とするとき

iOOh(x)gn(x)dx→100 h(x)g(x)dx 
゜となり

fOOh(x)gn(x)dx⑳ 

であるから，この性質は成り立つ。ロ

補題 7 関数 u(P)がPに関して増加かつ生な関数であれば

u*（P) ＝ JOOu(T(P, x)）dFp(x) 

もまた Pに関して増加かつとつな関数である。

証明．とつ性はAstrclm[l]において用いられたと同じ方法により求められる。ここでは，この補題の

残りの部分について証明する。

P, QESで， P21Qを満足するものに対して

u*(P)-v*(Q) =』゚ u(T(P,x)）d凡 (x)-f゚u(T(Q,x)d氏 (x)

ヅ00u(nii:x))d(Fp (x)-FQ (x)) 

゜
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= JOOu(T(Q, x)心（か一q;)dF;(x)
0 i=l 

である。ここで不等式は，定理 2により得られる。つぎに補題 2から不等式

加 >1~ 加＋1

qk qk+1 

を満足するような l<k<nが存在する。従って仮定 3より

dFlx) = flx)dx 

となるから，いま，

00 

g(x) =〗伽ー q;)f;(x)
i=l 

と置く。すると定理 1より T(Q,x)はXに関して増加する関数であり， u(P,x)はPに関する増加関

数であるから，補題 6の系 1により不等式

100 u(n<i:xf)g(x)dx ~O 

が成り立つ。従ってこの補題が成立する。ロ

4 Shifted Likelihood Ratio Ordering 

この節では，状態空間上の確率ベクトル全体 Sに，第 3節で定義した尤度比順序とは異なる新しい

順序を導入し，第 3節で考えた問題を改めて考える。また，この順序に関しても第 3節で考えた尤度

比順序の場合と同じようにベイズの定理に従って学習を行うことを考えるから第 3節で仮定したと同

様の仮定が必要になる。そこでまず，つぎの順序を考える。

定義 2 Sに含まれる二つの確率ベクトル PとQに対して， P>sQであるとは，任意の整数 iと

j(i~j) に対して， a~〇ならば

麟 ＋a叫 j+aすなわち iqi+a 約＋a 凶0
Pi qj 

(7) 

が成り立ち，少なくとも一つの iとjの組に対して， PjQi+a> P心＋aが成り立つことをいう。また，全

ての iに対して，か＝ q2・ であるとき P=sQということにする。つぎに， PzsQであるとは，

P>s Qまたは， p=s Qが成り立つ場合をいう。最後に，全ての PESに対して， PzsPであると

する。

この定義 2によって定められた順序を， shiftedlikelihood ratio orderingという。また， k=Oな

らば，この定義は尤度比順序 (likelihoodratio ordering)に等しく，ここで定義した順序は尤度比順

序の条件を満足する。この順序については， Shanthikumarand Yao [18]およびKeilsonand Sumita 

[6]において，いろいろな性質が調べられている。この節では，この順序に対しても第 3節で考えたも

のと同様の問題を改めて考える。第 3節で考えたようないくつかの仮定のもとで，この順序の性質に

関して考える。また，ここでは，仮定 1と仮定 3は，先の尤度比順序と同様に成り立つものと考える。
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また， pら Pであることを仮定したことから， PがPFz(Polya frequency of order 2)である。こ

こに， P凡であるとは，この場合では

Pi-1 
Pi 

が iに関して増加する関数であることを表す。この P凡については， Shanthikumarand Yao [18]等

・にも述べられている。

仮定 5 もし， j<i(i,j = 1, 2,……）であればxs;:yに対して， a20ならば

瓜y)fi+a(
f;+a(x) fHa(x) 

;+a(x) 2f;(y)f;+a(x)すなわち こ〇
fi(y) fj(y) 

を満足する。

仮定 6 任意の i,j(i2j, i, j = 1, 2,……)に対して， k20ならば

加 i+k 加 j+K
加i+kPmjこpnj+kPmt・ すなわち こ〇

Pmi Pmj 

が m:S::n(m,n = 1, 2,……)を満足する全てのmとnに対して成り立つ。

仮定 7 任意の i,j(i2j, i, j = 1, 2,……)に対して， a2〇ならば

加 i+a Pn J+a I = _ I Pm i+a Pm J+a 

伽恥加i PnJ I :2'.0 

が msn(m,n = l, 2,……)を満足する全てのmとnに対して成り立つ。

(8) 

(9) 

(10) 

注 1 仮定 5および仮定 6において， a=Oの場合には，尤度比順序における仮定 2および仮定 3にそ

れぞれ対応する。従って， shiftedlikelihood ratio orderingは尤度比順序に比べてより強い順序とな

っている。また，仮定 7においても同じ様に a=Oとすれば，この仮定は当たり前の等式となり，こ

の仮定はこの常識的な性質の一般化と考えることができる。

注 2 確率変数 {X1・}の確率密度関数に関して，これらの確率変数に shiftedlikelihood ratio ordering 

を導入すれば，もし， j<i(i,j = l, 2,……)と xsyに対して， azOならば

瓜x+a) fh+a) 
瓜x)f;(y+ a) sf;(y)f;(x + a)すなわち zO 

ん(x) f,(y) 
(11) 

としなければならないが，ここでは事後分布の性質を考える上で仮定 5を用いる。

注 3 shifted likelihood ratio orderingは尤度比順序とは異なり，たたみ込みに対しても順序を保存

することが知られている。すなわち， Yiiと兄iを(i= 1, 2)独立な確率変数の組とするとき，

YJ12sY9(j = 1, 2）ならば汀＋四ら叩＋戸(j= 1, 2) 

が成り立つ。 (Shanthikumarand Yao [18]) 

ここで定義した shiftedlikelihood ratio orderingについても仮定 3が成り立つことを仮定したこ

とにより尤度比順序の場合に成立した期待値に関する基本的な二つの補題，すなわち補題 6と補題 7

が，この場合にも成り立つ。従って， shiftedlikelihood ratio orderingに関しても尤度比順序の場合

と同じように補題 6と補題 7を用いることができる。
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補題 8 定義 1において定義した， Sにおける順序は半順序である。

補題 9 shifted likelihood ratio orderingに対して，つぎのような性質を持つ。 Sに含まれる任意の

PとQに対して， PzsQが成り立つならば，つぎの不等式を満足するような l<kが存在する。

血->lz恥 1.

qk qK+1 

証明． shiftedlikelihood ratio orderingの定義 2より， shiftedlikelihood ratio orderingは，尤度比

順序である。すなわち， PzsQならば P>lQとなる。従って shiftedlikelihood ratio orderingに

対しても補題 2と同様の性質を持つ。ロ

P上の関数 u(P)が， shiftedlikelihood ratio orderingに関して増加関数であるとは，尤度比順序

の場合と同じように， PzsQとなる PとQに関して u(P)zu(Q)を満足するときを言うことにす

る。

ここでは，尤度比順序の場合と同じように利得関数 u(P,x)は， Pに関して非減少，とつな関数で

あり非負で有限な値を取る関数とする。また， Xに関して増加関数であるとする。

補題10 x~y を満たす任意の x と y に対して

T(P, X)今 T(P,y) 

が全ての PESに対して成り立つ

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j<i(i,j=l,2,……)組に対して

Tj+a(P, X)冗(P,Y) ~ Ti+a(P, X)冗(P,y) 

であることが，全ての a(zO)に対して成り立つことが示されれば，この定理に述べられた性質が成り

立つことが示される。従ってそのために，

THa(P, x) T/P, y)-Ti+a(P, X)冗(P,y) 

を考える。この式の分母を払えば，

PHafHa(X) PJ/y)-Pi+afi+a(X) Pifi(y) 

= (PHaPi-Pi+aPJfi(Y)fHa(X) + PiPi+a(fHa(X)j/y)-fi+a(X)ん(y)）三〇

となる。ここで，最後の不等式は確率分布に関しての shiftedlikelihood ratio orderingの定義 2と確

率密度関数に関する仮定 5より求められる。ロ

定理 3 x~y を満たす任意の x と y に対して

T(P, X)~sT(P, y) 

が全ての PESに対して成り立つ

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j< i(i, j = l, 2,……)に対して

~+a(P, x) T/P, y)~ Ti+a(P, X)冗(P,y) 

であることが示されれば，この定理に述べられた性質が成り立つことが示される。従ってそのために，

½+a(P, X)冗(.P,y) -Ti+a(P, X)冗(P,y) 

を考える。この値は
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n n n n 

(~ Ti(P, x)p□+a)(~ Tk(P, Y)如）ー（~ Tt(P, x)P1 Ha)(~ Tk(P, Y)匹）
!=l k=l l=l -.  k=l 

＝言iJ1Tz(P, x)T/P, y)(Pu+aPk;-Pz i+aPk;) 

n n 

＝苔苫Ti(P,X)Tk(P, y)(pい＋a加ーPl2+a加）
l>k 

n n 

＋呂苫Tk(P,X)冗(P,y)（加加 j+a-Pぃ加 i+a)
lcek 

＝合喜1(Tl(P,x)九（P,y)-Tk(P, x)Tz(P, y))(Pu+a加ーPzi+a匹）三〇

となる。ここで， 3番目の等式は仮定 7により導かれ，最後の不等式は仮定 3とマルコフ連鎖の遷移

確率行列に関する仮定 6により求められる。従って，この定理は成り立つ。

補題11 Sに含まれる任意の P, Qに対して P2sQであるならば，

T(P,x)zs T(Q, x) 

が全ての xERに対して成り立つ。

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j<i(i,j = 1, 2,．り…）に対して

T;(P, x)Ti+a(Q, x)こ冗(P,x)T;+a(Q, x) 

であることが示されれば良いから，補題 4と同じように

冗(P,x)Ti+a(Q, x)-T;(P, x)T;+a(Q, x) 

を考える。この分母を払えば，

九fい）qi+Ji+a(x)ーかfJx)q;+af;+a(x)

= (f;(x)fi+a(x)-/J+a(x)JJx))p;qi+a+ f;+a(X)介(x)(p;q;+aーかqi+a)20

となる。ここで，最後の不等式は仮定 5と，確率分布の shiftedlikelihood ratio orderingに関する定

義 2より求められる。ロ

定理 4 Sに含まれる任意の P, Qに対して， P2sQであるならば，

T(P, x)入 T(Q,x>

が全ての xERに対して成り立つ。

証明． Sにおける順序の定義から，任意の j<i(i,j = 1, 2,……)に対して

冗(P,x)Ti+a(Q,x)::;;T;(P,x) T;+a(Q,x) 

であることが示されれば良いから，定理 1と同じように

冗(P,x) Ti+a(Q, x)-T;(P, x) T;+a(Q, x) 

を考える。このとき補題11より，定理 3と同様にして求められる。ロ

この節でみたきたように shiftedlikelihood ratio orderingにおいても，尤度比順序の場合と同様に

適当な仮定を設ければ，定理 3および定理 4という事後確率分布に関する基本的な性質が成り立つか

ら，この場合においても尤度比順序の場合と同様に多段決定問題に応用することができる。
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5 部分観測可能な最適停止問題

以下では不完備情報の多段決定問題の中で，最適停止問題 P!J(P)について考える。第 4節において

述べたように第 3節で得られた尤度比順序に関する結果は，第 4節で述べた適当な仮定のもとで

shifted likelihood ratio orderingにおいても同じように得られるから，この節で述べる問題に関する

性質はそれぞれの順序に対応する仮定のもとで，同じように求めることができる。従って，この問題

は第 3節で考えた条件のもとで考えられると同様に， shiftedlikelihood ratio orderingのもとでも成

り立つ。必要な性質は，第 3節で述べられているものであり，それらの性質が成り立てば，この節で

の結果は全て成り立つ。従って以下では，尤度比順序の場合に関した結果について述べ，第 3節で求

めた結果を引用することにする。求度比順序の場合に関する多段決定問題については， Nakai[ 9]お

よび [10]において特別な場合について述べられている。

この問題は Ross[15]で扱われている問題と同様に定式化でき，最適政策のもとで最適に振る舞っ

て得られる値成(P)は，つぎの再帰方程式を満足する。

成(P)= EP［成（PIX)]

= 100v妖Plx)dFP(x)

゜
成(PIx) = max{u(P, x) + vい（ T（P,x)）， vい (T(P,x)）} 

また，境界条件はつぎの式で表される。

vt(P) = EP[u(P, X)]+ 100 vい(T万打）dFP(x),

゜vl(P) = EP[u(P, X)], v奴P)= 0 

(12) 

(13) 

ここで， FP(x)= ~piF;(x) とする。この関数は weighted distribution functionとして知られている
i=l 

ものである。 (deVylder [ 4]) 

まず始めに， k= lの場合を考える。このとき，再帰方程式(13)は，

viv(P) = J00 viv(Plx)dFP(x), 

゜
成(Pix)= max{u(P, x), vい(T(P,x)）｝ 

(14) 

(15) 

となる。ここでは，まず k= lの場合の性質について述べた後，証明をまとめて述べることにする。

補題12 成（P)は， Pに関して増加かつとつな関数である。成(Pix)は， X に関して増加な関数であ

る。

補題13 N = l, 3, 4, …に対して成(P)~v1-1(P) である。

つぎに Sの互いに素な二つの部分集合 S1ョ(P)とC1+1CP)を，つぎのように定義する。
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Sい(P)= {xi u(P, x)こvMT(P,x)）｝， 

Cい(P)= {xlu(P, x)＜成(T(P,x))｝ 

このとき集合 SJ「+1(P)は停止領域に当たり， Cん＋1（P)は継続領域に当たるものである。ここでさらに

つぎの性質が得られる。また， Sh1(P)U Ck+i(P) = R十である。

補題14 任意の N2lに対して SJ,(P)つSい（P)である。

補題15 関数 u(P,x)が Pに関して独立である，すなわち u(P,x) = u(x)と表されたとき，任意の

PこlQに対して P21Qであれば SJ,ョ(P)CSk+1CQ)である。

これらの補題を N に関する帰納法によって証明する。 N=lのときは，これらの補題は明らかで

ある。従って N-1より小さい値に対してこれらの補題が成り立つと考え， Nの場合について，補題

12から補題15をまとめて示す。

補題12の証明．帰納法の仮定及び補題 7の結果を用いて，

砂ー1(T(P,x)） 

は， Pに関して増加かつ，とつな関数であることがわかる。一方，関数 u(P,x)が， Pに関して増加

かつとつな関数であるから，この性質が成り立つ。また， xについては明らかである。ロ

補題13の証明．帰納法の仮定より

VFi-i(T(P, x))2v1-/T(P, x)) 

が全ての PESおよび， xERに対して成り立つ。従って，（15)式よりこの補題が示される。ロ

補題14の証明．もし，氏ES1+1(P)であれば，

u(P, x)2v},(T(P, x)) 

が成り立つ。一方，補題13より

vk(T(P, x)）：：：：：： vい(T(P,x)） 

である。従って，

xES,l.,(P) 

が示される。ロ

補題15の証明．もし， xES}/P)であれば，

u(P, x) = u(x)こ袖(T(P,x)） 

が成り立つ。一方，補題12より
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成(T(P,x)）こvk-1(T(Q,x)） 

である。従って，

xESJ.(Q) 

が示される。ロ

つぎに，複数回停止可能な最適停止問題の最適政策，及び最適政策に従ったとき得られる総期待利

得の性質について考える。以下の定理にこれらの性質が述べられており，これらの結果は Kに関する

帰納法によって証明することができる。すなわち，すべての N に対して， Kー 1およびそれ以下の値

に対して，つぎの 4つの定理が成り立つことを仮定し， Kの場合に N に関する帰納法によってつぎに

述べる 4つの定理を証明する。補題12より補題15によって，帰納法の初期状態に関してはすでに示さ

れているので，一般の Kについて示すことにする。

いま，ここで，全ての k= l, 2,…, Nに対して，関数 w妖P)を

疇 P)=成（P）-v炉 (P)

w妖P)= EP[W妖PIX)]

w妖Pix)＝成(Plx)-v炉 (Pix)

w妖Pix)＝成(Pix),wUP) =砂（P)

によって定義する。このときつぎの性質が成り立つ。

(16) 

(17) 

定理 5 関数成(P)はPに関して増加かつとつな関数であり， W妖P)はPに関して非負かつ増加な

関数である。また，関数成(Pix)および， W妖Pix)は， X に関して非負かつ増加な関数である。

定理 6 N>lかつ， Nzkzlであれば

成(P)2vい(P),w妖P)2Wい(P)

成(Plx)2vい(P/x),w妖P|x)2Wい(P|x)

が全ての Pに対して成立する。

定理 7 N2lかつ， n2k2lであれば

w妖P)swい(P)< …•sw妖P) 三成(P)

w妖Plx)sw炉(Plx)s …•sw妖Pix) 三袖(Pix)

が全ての Pに対して成立する。

まず始めに二つの集合

｛幻(P)＝｛x|u(P, x)>麟 P|x)}

ClS+i(P) = {xlu(P, x)こ初妖Pix)}
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を，上のように定義する。ただし， N2lおよびN>K>1に対して

茄妖Pix)=w妖T(P,x)） 

とする。このとき，集合 S§+1(P)は，問題 P§+1(P)に対する停止領域を表し， CK+1(P)は継続領域を

表している。従って，（13)式はつぎのように書き改めることができる。

v妖Pix)= (u(P, x)＋万§二1(Plx))Is叙p)十万i-1(Plx)Ic点P), (21) 

ここで，関数IAは，集合AESの指示関数 (Indicatorfunction)であるとし，全ての N2:Iおよび

N2:k戸に対して

睛(Pix)=成（ T（P|x)）

とおく。

定理 B N;;c: 1および， N以;;::1であれば

(a) St+1(P)cS妖P),

(b) St+1(P)つSt計(P)

が成り立つ。

(22) 

定理 9 関数 u(P,x)がPに関して独立である，すなわち u(P,x) = u.(x)と表されるとき，任意の

P, Q に対して P~1Q であれば S!S+i(P)cSfr+1(Q) である。

定理 5の証明．まず，成(Pix)に関する性質を考える。帰納法の仮定より， v!Sニ¥(Pix)およびv§-1(P|x)

は， Pに関して増加かつとつ関数であり， xに関して増加する関数である。従って，補題 7と， u(P,

x)に関する仮定から，（13)式より成(Pix)は， Pに関して増加関数であり， xに関して増加する関数

である。一方，成(Pix)のPに関するとつ性は婦納法の仮定と (13)式より補題7から求められる。ま

た，補題7より成(P)も， Pに関するとつ性が示される。

つぎに，帰納法の仮定と (21)式より

S妖P)つs1S-1(P)

であることから

w妖Pix)=v妖Plx)-v炉 (Pix)

＝元§-1(P|x)Ic点PJ+u(P, • x)Ic/S-1cPJns叙m＋面§ニ½(Plx)ls計(P) (23) 

が示される。一方，帰納法の仮定と (23)式より

w妖P|x)>O

となる。また，帰納法の仮定と補題7より，関数切§オ(Pix)とwt-1(Plx)はPに関して増加関数で

ある。また， xに関して増加関数である。従って， P,Q(ES, P21 Q)であれば， st→(P)cs妖Q)の
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とき，つぎの 6つの場合について関数 w妖Plx)-w妖Qlx)が非負な関数であることがわかる。

(a) xESに(Q)

(b) か三 ct-1(Q)nst→(P)

(c) xES妖Q)ncに(P)

(d) xE C妖Q)ns妖P)

(e) xE C妖P)

例えば，（b）の場合についてみてみよう。このとき，

w妖Plx)-w妖Qlx)＝初い(Plx)-u(Q,x) 

となり， xECJ.i-1(Q)であることと帰納法の仮定から

叫ー1(Plx)>初い(Qlx)?.:u(Q,x) 

が成り立ち，従って求める不等式から得られる。つぎに(d)の場合を考えてみる。このとき，

w妖Plx)-w妖Qlx)= u(P, x)一初い(Qlx)

であり，一方， xES妖P)であることと帰納法の仮定から

u(P, x）2: w!S-1(Plx)こ砿い(Qlx)

が成り立ち，求める不等式が成り立つ。 St→(P)つS妖Q)のときにも，つぎの 6つの場合について関数

疇 Plx)-w妖Qlx)が非負な関数であることが同様にして求められる。

(a'） が三st-1(Q)

(b') xE Cに(Q)ns妖Q)

(c') xESい(P)nc妖Q)

(d') xE Ct―1(P)ns妖P)

(e') xE C妖P)

また， W妖P)がPに関して増加関数であることは，以上の結果と補題 7より求められる。

最後に，仮定より w!S-1(Plx)は非負かつ X に関して増加する関数であるから，（23)式より W妖Pix)

もまた，非負かつ X に関して増加する関数である。ロ

定理 6の証明．帰納法の仮定より，

vい(Pix)2: vt-lPlx), vい(Pix)2:vt二~(Pix)

であるから，（13)式より成(Pix)に関する不等式(19)が成り立ち，従って求める成(P)に関して不等

式(18)が成立する。

つぎに， S妖P)コst叶(P)の場合に，関数 W妖Plx)-w!S-1(Plx)について，

(a) xES炉 (P)

-269-



経済学研究 第 57巻第3• 4号

(b) か三C§-1(P)ns§オ(P)

(c) xES妖P)nc§-_i(P)

(d) xE C妖P)nst-1CP)

(e) xE Ctr-1(P) 

の5つの場合に分けて考える。例えば，（b）の場合を考えてみると，

w妖Plx)-wtr-1(Plx)= u(P, x) 一面点=~(Pix)

であり，この場合にはか三S!Sニl.(P)であるから

u(P, x) ミ初/s:::~(Plx)

となり， W妖Plx)-w!S-iCPlx)20が成り立つ。また，（d)の場合には，

w妖Plx)-wfS_i(Pix)＝切1S-1(Plx)-u(P,x) 

となり，このときか三C妖P)であるから，

u(P, x)三面い(Pix)

となり， W妖Pix)-w!S-1(Plx) 2 0が成り立つ。残りの場合も同様にして W妖Pix)に関する不等式

(19)が成り立ち，従って求める w妖P)に関しても不等式(18)が成立する。

また， S妖P)cSい(P)の場合についても，同様に関数 w妖Plx)-w!S-1(Plx)について，

(a') xES炉 (P)

(b'） が三ct-1(P)ns妖P)

(c') xES/sこl.(P)nc妖P)

(d') xECい(P)nst-iCP)

(e') xE Cい(P)

の5つの場合に分けて考えば，同様にして求める結果が得られる。ロ

定理 7の証明． w妖Plx)-w1S-1(Plx)についても同様に

(a) xESい(P)

(b) xE cts-2(P)nst-1(P) 

(c) xES妖P)nct-1(P)

(d) か三C妖P)

の4つの場合に分けて考える。例えば，（b）の場合を考えてみると，

w妖Pix)-w1S-1(Plx)＝面い(Plx)-u(P,x) 

となり， xES点―l(p)であるから，帰納法の仮定より
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u(P, x)こ初l:J(Plx)

が成り立ち，従って不等式 w妖Plx)-w!S→(Plx)S:0が成り立つ。また，（C）の場合を考えると，

w妖Plx)-w!S→(Pix)= u(P, x)一切い(Pix)

であり，この場合は xEC§-1(P)であるから， u(P,x)<面§二l(Plx)となり， W妖Plx)-w!S→(Plx)S:

0が成り立つ。残りの場合も同様にして求められる。ロ

定理 8の証明．もし， xeS§+1(P)であれば，

u(P, x)>元妖Pix)

であり，一方，定理 6と補題 7より，

初妖Pix)こ切Is-1(Plx)

であるから

S!S+i(P)cS妖P)c…cSf(P)

となり， a）が得られる。つぎに， xES]S叶(P)であれば，

u(P, x)こ切に(Pix)

であり，一方，定理 7より，

初妖Pix)<元Js-1(Plx)

であるから，補題 7より

S!S+1(P)つS!S叶(P)つ…つSK+1(P)

が成り立ち， b）が得られる。ロ

定理 9 の証明．この定理は，定理 5 と補題 7 より， p~l Qであれば，

初妖Pix)こ初妖Qlx)

である。一方 xES妖P)であれば，

u(P, x) = u(x)こ初妖P,x)) 

となる。従って，定理 8と同様にしてこの定理が求められる。ロ

-271-



経済学研究第 57巻第3• 4号

6 最適政策およぴ最適値

第 5節では，複数回停止することのできる最適停止問題の最適政策を決定づける二つの集合すなわ

ち，停止領域 S妖P)および継続領域 C妖P)の性質について考えた。すなわち定理8および定理9であ

る。この節では，前節で求めた最適政策の性質を別の角度から考え，さらに求められた最適政策のも

とで最適に振る舞ったときに得られる総期待利得の値について考える。

そのために始めにつぎのような二つの非負な可測関数 u(x)および v(x)に対して，二つの関数

砧 (u(x),g(x)）および VF(u(x),g(x))をつぎのように定義する。

応 (u(x),g(x)) = £00(u(x)-g(x))+dF(x) 

゜
VF(u(x), g(x)) = £00 g(x)dF(x)＋店(u(x),g(x)) 

゜

(24) 

(25) 

ただし， h(x)+= max{h(x), 0}とする。これらの関数は DeGroot[3]などで定義されたよく知られ

た関数

叫）＝ f玉—z)dF(x), および S心）＝ z+TF(z) 

の一般化と考えることができるものである。すなわち，もし u(x)= xおよびg(x)= zとすれば，

広 (u(x),g(x))＝乃(z)かつ VF(u(x),g(x)) = S心）

となる。

これらの関数を用いて，非負関数の列 {gN,;(P)}(PEsかつ 1::5:i::5:N)をつぎのように帰納的に定義

する。

gN,,(P) = VF/u(P, x), gN-1,{TTP-:xY)-U序(u(P,x), gN-1,;-1~) (26) 

gN,o(P) = ooかつgN,N+i(P)= 0 (N~ 0) 

ここで，つぎのような集合を考える。

SN,,(P) ~ {xjgN-1,;("TW,x))~u(P, x)<gN-1,;-1("TW,x))} (27) 

i-1 
uN.i<P) = usN,j(P)かつLN.i(P)=凡ー U心＋1(P)

J=I 

ただし，ここに U凡1(P)= LN,N(P) = <pかつ UN,N+1(P)＝凡とする。

一方

g1,1(P)＝和』00u(P)dF:紅）

であるから，（26)式によって生成した関数列は定義できる。この関数列に関してつぎのような性質が

成り立つ。

定理10 関数gN,;(P)は，任意の整数Nおよび iに対して， Pに関して増加する関数である。
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定理11 関数gN,lP)は，任意の PESおよび整数N に対して， iに関して減少する関数である。

定理12 関数gN,/P)は，任意の PESおよび整数 iに対して， N に関して増加する関数である。

系 2 三 つ の 集合 SN+1,/P), UN+1,/P)お よ び LN+I,i(P)は，互いに素であり，また

SN+liP)U UN+1iP)ULN+1iP) = R+である。

系 3 いま，関数 hN+1iPlx)を，つぎのように定義する。

hN+1,i(P|x) ＝ gN,i-1(T(P, x)）IuN+1,i(P)(x)+u(P, x)IsN+1,i(（P)（x) 

+gN,2•(T(P, x)）I紐 ＋1,i((Pi(X)

このとき，関数 gN+1,2•(P) は，つぎのように表せる。

gN+iiP) = fo00hN+1iPlx)d凡 (x)

すなわち，関数 hN+1,t•(P|x) は，関数 gN+ljP) の被積分関数である。

定理13 任意の PESとi(l2i2N)に対して

UN+iiP)c UN,lP) 

である。

(28) 

(29) 

定理14 u(P, x) = u(x)である，すなわち関数 u(P,x) が P に依存しないとき，もし， p~l Q(P, 

QES)であり， 1 ~i~N+ 1であれば，

UN+1iP)c UN+ii Q) 

である。

ここで， N に関する帰納法を用いて，まずこれらの性質を証明する。 N=lの場合は

g1,1(P)＝芦Pi100 u(P, x)dFix) 

であり， g1,o(P)= 00 となる。一方，関数

vlP) = 100 u(P, x)dFlx) 

は， Pに関して増加する関数であり， vj(P）こ防(P)(j~iかつ i, j = 1, 2, 3,…..)であるから定理10

が示される。 N=lのときの残りの性質については定義より明らかである。

定理10の証明．補題 2と帰納法の仮定より，関数gN-1,i-1(T(P,x)）およびgN-1,i(T(P,x))はP

に関して増加関数である。ここで，二つの関数 gN,i(P)とgNiQ)を比較することにする。 (P>lQ) 

もし，

hNiPlx)2 hNi Qlx) (30) 
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が凡に含まれる任意の X に対して成り立てば， N-1に対する系 3からこの定理は求められる。い

まN-1に対する定理3より，二つの関数 hN,;(Plx)とhN,;(Qlx)を，つぎの 9つの場合に分けて考え

る。

(a) UN,1(P)n UN,i(Q) 

(b) uN,;(P)nsN,;(Q) 

(c) UN,;(P)nLN,;(Q) 

(d) sN.lP)n uN,i< Q) 

(e) SN,;(P)nsN,;(Q) 

(f) sN,1(P)nLN,i< Q) 

(g) LN,i(P)n uN.;(Q) 

(h) LN.;(P)nsN,i<Q) 

o) LN.i<P)nLN,i< Q) 

これらの集合は明らかに互いに素であり，（30)式は簡単に示すことができる。例えば，（d）の場合を考

えると，ぉESN,;(P)nuN.;(Q)であるから，

gN-1,i(T(P, x)）三u(P,x)＜gN-1,i-1(T(P, x)） 

であり，かつ

gN-1,1-1~~u(Q, x) 

となる。一方， xESN,;(P)n UN,;(Q)だから，

hN,1(Plx) = u(P, x)かつ hN,;(Qlx)= gN-1,;-1~ 

となる。従って， u(P,x)はPに関して増加関数であるから，

hN,;(Plx) = u(P, x)2u(Q, x)2gN-1,;-i(~) = hN,1(Qlx) 

となる。

つぎに，（h）の場合を考えると， LN..―(P)nsN.i<Q)だから，

u(P, x)<gN-1,l~)) かつ gN-1,i(T(Q, x)）<u(Q, x)＜gN-1,i-1(T(P, x)） 

となる。さらに，

hN,1(Plx) = gN-1,1~ および hN,1(Qlx) = u(Q, x) 

である。仮定より u(P,x)2u(Q, x)だから，

hN,1(Plx) = gN-d~))2u(P, x)2u(Q, x) = hN,;(Qlx) 
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が示される。残りの場合も同様にして導かれる。ロ

定理11の証明．定理10の場合と同様に， sN,i(P)nsN,i-1(P)= ¢であるから，二つの関数 hN,;(Plx)

とhN,;-1(Plx)をつぎの 4つの場合に分けて比較する。 (PES)

(a) LN,;(P) 

(b) SN,;(P) 

(c) SN,;-1(P) 

(d) 応，i-1(P)

これらの集合は互いに素であり，これら 4つの集合の和集合は R十となる。

(c)の場合について考える。 xESNふ 1(P)であるから，

gN-1,i-1(T(P, x)）:s;:u(P, x)<gN-1,;-2(~) 

となる。一方， SN,i-1(P)cUNiP)より

加，i-1(Plx)= u(P, x)かつhNiPlx)= g炉l,i-1(~)

となる。従って，不等式 hN,lPlx)::;;:hN,i-1(Plx)が求められ，残りの場合にも同様にして得られる。

定理12の証明．前の二つの定理と同様に，二つの関数 hNiPlx)とhN-1iPlx)を，つぎの 5つの領

域に分けて比較してみる。すなわち，

(a) LN-1,lP) 

(b) S正 1,lP)nLNAP)

(c) (SN-1,lP)USN,i(P))n([]_止 l,i(P)nLN,i(P))

(d) UN-1,i(P)nsN,t•(P) 

(e) UN,lP) 

である。一方

gN-l,i-1(T(P, x)）>gN-2,i-1(T(P, x)）かつgN,i(T(P,x) )~gN-l,i(~) 

であるから，不等式加，;(Pix)~hN-1,;(Plx) は，前の定理と同様にして求められる。例えば，（b）の場合

を考えてみる。このとき xESN-1,;(P)nLN,;(P)だから

gN_z,;(T(P, x))~u(P, x) 三 gN-1,t•(T(P, x)） 

である。一方，

hN,;(Plx) = gN-1,;(~) ）かつ hN-1,;(Plx) = u(P, x) 

であることから，この定理の性質が成り立ち，（C）の場合にはさらに 4つの場合に分けそれぞれについ

て同様になり，残りの場合も同じように求められる。ロ

系 3の証明．定理10,定理12と(26)式からつぎのことがわかる。もし， xESN+1iP)であれば，

-275-



経済学研究第 57巻第3• 4号

gN,，(T(P, x)）＋（u(P, x)-gN,，（ T(P, x)））＋ー(u(P,x)-gN,;-1(~))+ 

= u(P, x) 

であり， X巴 U正 1,;(P)であれば

gN,,（T(P, x)）＋（u(P, x)-gN,i(T(P, x)））二(u(P,x)-gN,i-1(~))+ 

= gN,i-1(T(P, x)） 

となる。また， xELN+i,;(P)のときは

gN,i(T(P, x)）＋（U(P, x)-gN,i(T(P, x)））＋ー(u(P,x)-g心—1(~))+

= gN,i(T(P, x)） 

であるから，この系は成り立つ。ロ

定理11 と (27) 式より系 2 が導かれる。また，（29) 式より， gN+1,2•(T(P, x) ） ~o となる。

定理13の証明．始めに

i-1 
UN,/P) = USN,;(P) = {xlgN-1,i-1(~) ) ~u(P)} 

j=l 

であることに注意する。もし， xEUN+1,;(P)であれば， gN,i-I (rr:F:x) ） ~u(P) となり。

また，定理12と定理 2から，

gN,i-I(~) ）こ gN-1,i-1(T(P, x)） 

が示され，従って， gN-1,i-I(~) ） ~u(P, x)すなわち xEUN,;(P)がしめされる。ロ

定理14の証明． u(P,x) = u(x) であるから， xEUN+1,;(P) のとき， g釦—l(T(P, x) ） ~u(x) とな

る。一方，定理10と定理 2より

gN,i-1(rr:F:x) ）こ g心—1(T(Q, x)） 

となる。従って， g凡9-1(T(Q,x) ） ~u(x) が成り立ち， xEuN+1,,(T(Q, x))となる。ロ

定理15 問題の状態が (N,k, P)である複数回停止が可能な最適停止問題 PJJ(P)で，最適政策およ

び最適政策のもとで最適に振る舞って得られる期待利得成(P)は，つぎのように示される。

k’ 

(1) 成(P)= ~gN,;(P) 
i=l 

(2) もし，情報過程から得られる観測値の値 Xが， xESN,;(P)であれば，最適政策は，この期に停

止して値 X を採用し次の期に進むことであり，そうでなければ，この値を見送り次の期に進むことで

ある。

証明．この定理を Nに関する帰納法を用いて証明する。 N=lの場合は，問題 P妖P)において，

g1,1(P) = ~かE;u(P, ふ）であるから，この定理は明らかである。
2. ＝ 1 

この定理が， N以下の全ての値に対して成り立つとする。帰納法の仮定より，（13)式はつぎのよう

に表せる。
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叔P)= max{u(P, x)＋苫gN-1,j(Tびて砂），哀gN-1,j(T⑰□0)}

ここで， もし xEUN,k+1(P)であれば

gN-1,K(T(P, x)）<u(P, x) 

だから，

k-1 
v妖P)= u(P, x) ＋芦邸—1,j(Tび~)

となり， xELN,k(P)であれば

k 

成(P)＝ 2gN-1,j(T(P,x)） 
j=l 

と表されるから，

叔P)=f広，k+1P{u(P,x)＋苫g応 1,j(T0て）｝dF(P)（x)

+ f LN,k(P)~gN-1.i1TP:xY)dFP(x) LN,k(P)~ 

＝窟fふ，i(P>u(P,x)dFP(X)＋合苫fふ，i(P)gN-1.iro戸）dFP(X)

遠fい，K（P)gN-1,K(Tびて可）dFP(X)

＝孟fふ，i(P)u(P,x)dFP(x) 

k-1 j 

＋苫苫fふ，i(P)gN-1,i~□け）dFP(x)

＋虚fふ，i（P)gN-1,j(Tびて万）dFP(X)

+fLN,K(P)gN-1,j(Tび「可）dFP(x)}

+fLN,K(P)gN-1,K(Tびて打）dFP(X)

＝含fsN,i(P)u(P, x)dFP(x) 

k-1 
図f応．j＋1(P)gN-1,j(Tげ~)dFP(x)

+fLN,i(P)gN-1,j(Tびて可）dFP(x)}

+ f LN,k(PlN-l,iT[P,り）dFP(X)

＝含fふ，i(P)u(P,x)dFP(x) 
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心f 邸—1,i-1(T冗叩Fp(x)i=1 UN,i(P) 

＋幻•L 邸 1，げ吃叩'FP(X)i~l.f LN,i(P) 

＝合{fふ．i(Plu(P,x)dFP(x) 

+f広，i（P)gN-1,i-1(Tバ）dFP(X)

+f 邸—l,i（冗パ）dFP(x)}LN,i(P〉

となり，（1）が成り立つ。また， Uい＋1(P)が，停止領域であり， LN,k(P)が継続領域であることは，上

のことから明らかであるから従って（2)も成り立つ。ロ

注 4 第 5節で考えた二つの領域 S妖P)とC妖P)は，この節で考えた領域 Uい＋1(P)とLN,iP)に

それぞれ対応し，停止領域および継続領域となる。従って，第 5節で考えた領域を関数列 {gN,;(P,x)} 

で，表すことができる。

注 5 定理15で，問題 P/J(P)において，最適政策に従ったときに得られる総期待利得が，成(P)= 

窟邸，i(P)で表されることから， gN,;(P)は問題 P炉 (P)で，停止することができる機会が 1回増える

ことによって決定者の最適に振る舞ったときの期待利得の増加分を表していると考えられる。すなわ

ち，問題 P点(P)における，最後につけ加えた停止する機会の寄与を表すと考えることもできる。

注 6 第 5節で用いた二つの関数 w妖P)および w妖Pix)と，この節で用いた関数gN,k(P)および

い (Pix)の関係は定義および上の定理15よりつぎのことがわかる。すなわち，

峡 P)=成（P)-vに(P)= gぃ (P)

gN,K(P) ＝ JOO恥 (Plx)dFP(x)

w妖Pix)＝畷Plx)-vに(Pix)=hN,iPlx) 

である。また，このことから，定理15の（ 2)は，つぎのように表すことができる。

k 

成(Pix)=~hN,i(Plx) 
i=l 

注 7 二つの領域 UN,k+I(P)とLN,k(P)は，一般には連結な区間となることはないが，具体的な例は

Nakai [10]・[11]において求められている。このように，最適政策を定める集合が連結でなく複数の

区間に分割される場合は，取り替え問題などでよく現れることが知られている。また，取り替え問題

においても，同様の不完備情報のマルコフ連鎖の上での問題が研究されており， Ohnishi,Kawai, Mine 

[12] に基本的な結果が述べられている。
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