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最短ルート間題のその後について

岩 本 誠

1.概要

いわゆる最短ルート問題はあらかじめ指定された始点から特定の終点に至るまでのルートの中から

距離の総和を最小にするルートを求める問題である。この場合，点は実際的には節，都市，局，工場，

支店など種々考えられる。距離はまた所要時間，必要経費，効用などに読み替えてもよい。いずれに

しても，現実の多くの最短ルート問題は始点と終点の二点間の数値の“和”を最小にする問題である。

これを本論文では加法型問題という。

最短ルート問題の解法としては動的計画法がよく知られている ([1]）。本論文では，動的計画論の立

場からいかに多くの型の目的関数が動的計画法の再帰式によって解かれるかを論じる。既に加法型，

乗法型，最大型，最小型などの単一評価関数を目的関数にもつグラフ上の最短ルート問題は筆者によ

って解決されている ([7;p.9]）。したがって，ここでは加法型問題などの単一評価関数以外の問題と

して，次の二つの問題を考える。

第2節では，単一評価に対するものとして複合評価を目的関数にもつ問題を考える。この問題は同

ーの動的システム上の複数の（単一）評価の合成関数を最適にする問題である。これを複合型問題とい

う。これを動的計画の平行合成という概念を導入して解決する。特に，有限グラフ上での最小範囲問

題，最小分散問題，最小比問題については個々に動的計画法の再帰式を解いて最短ルートを求める。

第3節ではグラフ上の隣接する二点間の数値に負の値がある場合の‘‘乗加法型’'問題を考える。こ

の問題は従来の動的計画法の枠組みに納まらないので，最近筆者が提唱している“両的計画法”([8])

によってこれを解決する。両的計画法は，その最大化問題群と最小化問題群とが（もちろん分離独立

していてもよいのだが）相互に関連しあっている問題を動的計画法流の連立再帰式（これを両帰式とい

う）で解く逐次最適化法である。特に，グラフ上の乗法型，乗加法型の二問題について両的計画法の両

帰式を解いて最短ルートと最長）レートを同時に求める。

2. グラフ上での複合関数の最適化

この節では動的計画 (DP)の平行合成の例として，有限グラフ上での複合関数の最適値を再帰式を

解いて求める。一般に， N段DP!≫ は最適化問題
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Opt彰(sn,an)Rk(SN+1) 
s.t. (i) Tn(Sn, an) = Sn+! 

(ii) an EA心）

(1) 

1~”~N 

を表現している([1-6,10, 11]）。ここで，二項演算⑭が特に＋， X, V, /¥のときは，この最適化問

題の目的関数はそれぞれ

加法型 孟fn(Sn,an)+k(SN+1) 
N 

乗法型 IIfn(sn, an) X k(SN+1) ただし fnCsn, an)~o. k(sN+l)凶〇
n=l 
N 

最大型 Vfn(sn, an)vk(sN+1) 
n=l 
N 

最小型 /¥fn(sn, an)/¥k(SN+1) 
n=l 

になる([7,p. 15]）。ここでは，これらの目的関数を含む(1)を単一問題という。これに対して， hで合

成された最適化問題

N 

Opt h（鉱（Sn,an)Rk(SN+1),各gn(sn,an)釘 (SN+1))
n=l た 1 (2) 

s.t. (i) Tn(sn, an) = Sn+1 (ii) an E A心） 1印n印N

を2つの評価関数の合成問題という ([8]）。一般に， n個の評価関数の合成問題は n個のN段DPの

n変数関数
n 

h: R1x応・て言志一 R1

による平行合成で表される。ただし， n個のDPの状態空間列，決定空間列，状態変換列はそれぞれ共

通であるとする。

2.1 最小範囲問題

図1において点Aから出発して左＿右の方向に進んで点Nで終わるとする。このとき，いわゆ

る最短ルート問題 [9;p.77]やこれを広義化した単一最適化問題 [7; p.2, p.15, p.20]が自然に考えら

れる。

5 5 

ここでは， 2つの評価関数最大型関数X= V_gn（石，Xn+l)と最小型関数y=/¥gn(x”'Xn+1)との差
”=1”=1  

h=x-yによって合成された複合関数を，統計学におけるデータのバラツキを表す範囲rangeとし

て考える。例えば，図 1のルート A-B―→E-I一→L-Nの範囲は最大値ー最小値＝

11-2=9である。特に，部分ルート B―→ E-Iを含むルートの範囲は9である。
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図1

このように各ルートに範囲を対応させる。

適化問題

このとき，範囲が最小になるルートを求めよう。

Min 

s.t. 

Max gn(xn, Xn+1) - min gn(xn, Xn+1) 
l:.n:lii5 ・ l:!iin:.5 

これは最

(i) Xn+1eAn(Xn) 
(3) 

l~n~5 

全体とし，

で表される。ただし，図 1で示した時刻 n,状態Xnに対して An(Xn)は点知から直接行ける点 Xn+1の

gn(Xn, Xn+1)は辺XnXn+l上の実数値とする。時刻 nにおける状態Xnの全体をふとする。

この最適化問題を新しく実パラメータ b,Cを導入した問題群

Min 

s.t. 

5 5 

bV V gk（ふ，Xぃ）Vk(x6) - c/¥I¥ giXk, Xぃ）八f(x6)
k=n k=n 

(i) Xk+1EAい） n~k~5 

Xn E Sn, b, c E {l, 2,…， 12}, 

(4) 

l~n~5 

に埋め込む。ここで，図 1での最大値が11,最小値が2に注意すれば， b,Cを有限集合{1,2,…， 12} 

内を動かせば十分であることがわかる。問題(4)の最小値を u6-n(b,Xn, C)とすると，再帰式
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が成り立つ。簡単のために，終端利得関数はそれぞれ

k(N) = 1, f(N) = 12 

とすることができる。このとき，与えられた問題の最小値は n=l,x1 = A, c=l2のときの us-n(b,

X1, C)の値 u兄l,A, 12)で与えられる。

さて，上述の再帰式を解くと，次のようになる。

u0(b, N, c) = b-c 

が(b,L, c) = bV4-c八4, 冗l(b,L,c)=N

が(b,M, c) = bV3-c八3,対（b,L,c)=N

u2(b, H, c) = bV9-c八4, が（b,H,c)=L

訊b,I, c) = bV4-c/¥3, 念（b,I, c) = {~ or M 
L 

忙(b,J,c) = bV7~cA4, が（b,J, c) = {~ or M 
L 

u2(b, K, c) = bV5-c八3, が（b,K,c) = M 

Hor I 

か(b,E, c) ~ bV4-c八2, 合（b，E,C) ＝ l 
I 

u3(b, F, c) = bV7-cA4, 

｛廷6 のとき
l~b~5 

｛麟8,Cニ3 のとき
その他

l:(：［ご3)のとき
その他
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したがって，求める最小値は

訊l,A, 12) = 3 

であり，初期状態 S1= (1, A, 12)からの最適政策｛叶｝fによる最適行動は

S1 = (1, A, 12)』し品＝（3,D,3)五〉品＝（6,G, 3) 

」し品＝（6,K,3)』L品＝（6,M,3)立 s6= (6, N, 3) 

となる。ゆえに，この範囲最小値問題は最南端ルートA
） 
D G 
））  
K M Nで最小
））  

値3が達成されることになる。

注意 図1では gi(A,D)= 3であるが，これを g1(A,D) = 4に変更し，他のデータはそのままにす

ると，再帰式の解としてはか(b,A,C)とが(b,A, C)のみが変化して，次のようになる。
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したがって，このときの求める最小値は

訊1,A, 12) = (1 V7-12八4)八(1V6-12八3)

=3 

になり， S1= (1, A, 12)からの最適政策による最適行動は途中の品から 2つに分岐して

S1 = (1, A, 12)」し品＝（4,D, 4) 

上品＝（6,F,4)上品＝（6,],4)上品＝（7,L,4)工い (7,N,4)
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土し品＝（6,G,4)五→忌＝（6,K,4)亙→屈＝（6,M,4)△い（6,N,3) 

になる。ゆえに， gi(A,D)= 4に変更した最小範囲問題は 2つのルート A D 
））  
F J 
））  

L N とA D G K M 
`‘)）））  

N上で最小値3をとる。

2.2 最小分散問題

同じく図1において，ルート上の5つの値を統計的データと解釈して，その分散を最小にするルー

トを求めることを考える ([12]）。この問題は

Minじ恥(xn,Xn+i)-½gn(xn, X叫）2

S.t. (i) Xn+1 E ふ（ふ） l~n~5

で表される。以下では分数計算より簡単な整数計算を行うために，この目的関数を25倍した

1 5 1 5 
25•了ごに(Xn,Xn+I)ー百斗島(Xn,Xn+1))2 

5 5 

=5~g氣Xn,Xn+1) - (~gn(Xn, Xn+1))2 
1 1 

を目的関数にもつ最小値問題

5 5 

Min 5~姦(Xn,X叫— (~gn(xn,Xn+1))2 
l l 

s.t. (i) Xn+I Eふ (xn) 1臼；；；；；5

を解こう。

さて，新しい非負パラメータbを含む問題

5 5 

Min ~ gl(xk, Xk+1)＋孔（店）一 (b+~gパXk,Xk+1) + k(x6))2 
k=n k=n 
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が成り立つ。ここで，終端利得を
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f(N) = k(N) = 0 

とすれば，問題(6)の最小値は，この再帰式を解いて，か(O,A)で与えられる。

さて，再帰式を解くと，次のようになる。

v0(b, N) = -b2 

が(b,L) = 5・16-(b+4)汽

が(b,M) = 5•9-(b+3)月

炉(b,H) = 5・97-(b+13)円

炉(b,I)~ { 
5 ・ 25 -(b + 7)2 

5・45-(b+9)叫

炉(b,J) = 5 ・ 65 -(b + ll)月

炉(b,K) = 5・34-(b+S)月

沢(b,E) ~ { 5 ・ 29-(b +9)2 
5・106-(b+16)月

5・90-(b+ 16)2 
沢(b,F) = { 

5・161-(b+21)叫

沢(b,G) = 5・50-(b+12)月

み(b,L) = N 

み(b,M) = N 

ぬ(b,H) = L 

以b,I) = {: ot:1~17 のとき
M b~l7 

ぬ(b,J)= L 

叫 K)=M

ぁ(b,E) = {;L)b:~b;'el5 のとき
H b~l5 

ぁ(b,F)＝『 三゚bニ17のとき
H b~l7 

ぁ(b,G) = K 

{5・150~(b+20)2 {E(IL) o;::;b舌4
v4(b,B)＝ 狐b,B)＝ のとき

5・227-(b +27)叫 E(H) b~4 

v4(b, C) = 
{5・106-(b+20)2 

5・ 227-(b + 27)2 
あ(b,C)＝ のとき

{F(J) 0ニb三13
F(H) b~l3 

r86-(b+ 18)2 「゚;,;b;,;5
v4(b, D) = 5・ 126-(b +22)2 み(b,D) = F(J) 5~ b~ll のとき

5・197-(b+27)2, F(H) b~ll 

5・95-(b+21)2 

炉(b,A)~ l:：：：ロニ
5・252-(b+32)叫

D(G) 0~廷 2

あ(b,A)= !~；：;ロニ853/2 のとき。
B(EH) b~53/2 

したがって，問題(6)は最小値

炉(0,A)= 5・95-212 = 34 

-205-



経 済 学 研 究 第 57巻 第3• 4号

をもつ。初期状態 s,= (0, A)からの最適政策｛和｝fによる最適行動は

s, = (0, A)』し品＝（3,D)」乙品＝（9,K) _l£ 

ふ＝（13,K)」L品＝（18,M)］立ぬ＝（21,N) 

になる。 したがって，最南端）レートA D G 
）））  

K M 
））  

Nが問題(6)の最小値

研(0,A) = 5(32十舒十42十乎＋3りー(3+6+4+5+3)2

= 5・95-212 

= 34 

を与える

ゆえに，最初に与えられた最小分散問題(5)は最南端ルート A D G 
))‘  

K M 
））  

N 

上で最小値 34/25= 1.36をもつ。

2.3 最小比問題

図2においても点Aから出発して左-------,右の方向に進んで点Nで終わるとする。

上の右端の和に対する左端のそれの比を最小にする問題を考える。

これは最小化問題として

このとき，ルート

f1 和
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左の数字が gn（知ふ＋1)

An/B 

~5 
， 
＇ 

右の数字が加(xn,Xn+1)
， ， ， 
， 
， ， ， 
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D: 
l 

＇ ＇ 
＇ ＇ =2 

例えばg1(A,B)= 5 
h1(A,D)= 1 
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5 5 

Min (~gn(xn, Xn+1)）／（四加(xn,Xn+1)) 
1 1 (8) 

s.t. (i) Xn+l E ふ（い 1 印 n~5

で表される ([13]）。のこの問題を，終端利得関数を組み込んで新しい実パラメータ b,Cを導入した問

題群

5 5 

Min (b 十 ~gk(Xk,Xk+l) + k（叫）／（C＋四加(Xk,Xぃ）＋l（叫）
n n 

s.t. (i) Xk+1 E Ak+1い） n 臼 k~5, l~n~5 b~O, Xn E Sn, c~O 

に埋め込む。 (9)の最小値を， v6-n(b,Xn, c)とすると，次の再帰式が得られる。

[研-n(b,Xn, c) ＝ Xn+Mi>Xn)V5-n(b+gn(Xn,Xn+1)，Xn+1, C十加(Xn,Xn+1)） 

b~O, xnESn, c~O, l~n~5 

v0(b,x6, c) = (b+k(x6))/(c+l(x6)) b~O, X6 E S6, c~O. 

特に，終端利得を

k(N) = f (N) = 0 

とすると，炉(0,A, 0)が求める最小値になっている。この再帰式を解くと，次のようになる。

v0(b,N,c)=b/c b~O, c>O 

が(b,L, c) = (b+4)/(c+3), 

が(b,M, c) = (b+3)/(c+5), 

炉(b,H, c) = (b+13)/(c+7), 

炉(b,I, c) = (b+7)/(c+ll), 

炉(b,J,c) = (b+ll)/(c+8), 

炉(b,K, c) = (b+8)/(c+9), 

沢(b,E, c) = (b+9)/(c+16), 

沢(b,F,C) ＝{ (b + 18) /(c + 15) 
(b+16)/(c+13), 

（以下 b, c~O とする。）

み(b,L, c) = N 

み(b,M, c) = N 

和(b,H, c) = L 

邸b,I, c) = L 

邸b,J,c) = M 

邸b,K,c) = M 

ぁ(b,E, c) = I 

I 
あ(b,F, c) = { 

J 

c~b+3 

c~b+3 

沢(b,G, c) = (b+l2)/(c+l6)，和(b,G, c) = K 

v4(b, B, c) = (b+20)/(c+ 18)，あ(b,B, c) = E 
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炉(b,C,c) ＝{（b+17)I(c+20) 
(b+22)/(c+22), 

V4(b,D, C) ＝｛（b+18)I(c+19) 
(b+24)/(c+20), 

炉(b,A,C) ＝｛（b+19)I(c+22) 
(b+24)/(c+24), 

鴫 C,C) ＝ ｛E 2b-5心 66
(I) 2b-5c~66 

のとき

ぁ(b,D, c) = { 
G b-6c~96 

のとき
F(I) b-6c~96 
‘ 

鴫 A,c) = { 
C(E) 2b-5c~72 

のとき。
C(FI) 2b-5c~72 

したがって，初期状態s1= (O,A,O)からの最適政策｛む｝fによる最適行動は

(O,A, 0)撃 (2,C,2)誓 (10,E, 6)撃（12,I, 11) 

位 (15,L, 19)止並
L N 

(19, N, 22) 

となる。したがって，この最小比問題はルートA C E I 
)）））  

L 
） 
N上で最小値v5(0,

A, 0) = 19/22を持つ。

2.4 その他の複合最適化問題

例1 図1において最小化問題

Min ±品(xn,Xn+1) + Max gn（ふ，Xn+1)
n=1 1ニn三5

s.t. (i) x;,+1 E A凸） 1釦 n~5 (11) 

の最適ルートはA 2 C 8 E 2 I 3 L 4 N及びA 3 D 6 G 4 K 5 M 3 N 
)）））））））））  

で，最小値は27になる。

例2 図2において最小化問題

Min （孟gn(xn,Xn+1))噌1加(Xn,Xn+1) 
s.t. (i) Xn+1 E A凸） l~n~5 (12) 
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最短ルート問題のその後について

は最北端ルート A~盆 B旦上幻 E~軌 H~以 L~趾 N上で最小値 32・ 144 = 4608をもつ。

例3 同じく図2において最小化問題

Min 

s.t. 

(min_ gn(xn, Xn+1)) / (Ma~ 加(Xn,Xn+1)) 
1ニn二5 1ニnニ5

(i) Xn+1 E AnCxn) l~n~5 (13) 

は， 3つの最適ルート上で最小値 2/8=0.25をもつ。

3. 負の値を含むグラフ上の最適化

この節では，従来の動的計画法に当てはまらない例として，アーク上に負の値を含む乗法型および

乗加法型目的関数の最大•最小の両最適化を同時に考える ([8] ）。

3. 1 乗法型関数の最適化

図3において， まずルート上の値の積が最大になるルートを求めるとしよう。 これは最大化問題

Max 

s.t. 

5 

IT gn(Xn, Xn+1) 
n=l 

(i) Xn+1 EA凸）

(14) 

l~n~5 

表される。 この最大値問題を解くために， これまでの動的計画法では部分最大化問題群

U6-n(xn) = Max [gn(xn, Xn+1)'gn+1(Xn+1, Xn+2)…gs(xs, X6) • k(x6) 

I Xm+l E Am(Xm) n~m~5] (15) 

Xn E Sn, l~n~5 

X1 X4 屯6

A
 

n=l =2 

5

5

 

a_IIIIIIIIII••IIIIIIIIII••IIIIIIIIII-

— 

z
 

n=6 

図3
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だけを考えてきた。ただし，

k(xs) = k(N) = 1 

とする。しかし， gn(Xn,Xn+1)が負になる場合には更に，部分最小化問題群

u6―”(xn) = min [gn(Xn, Xn+1) • gn+1(Xn+1, Xn+2)…g引(X5,X6)•K(X6) 

lxm+l EA,,,(;む） n印心5]

Xn E Sn, I~n~5 

をも考える必要がある。実際，両部分問題群には

びに） ＝u0(xs) = kに） ＝k(N) = I 

とすることによって，はじめて両者互いに関連し合う再帰式（両帰式）

(16) 

(17) 

(18) 

lぴ亭）＝虚恥。[gn(Xn,Xn+1)・U5-”（ふ）］ V 孟牲芦。[g凸， Xn+1)•U5-n（ふ）］
(19) 

u6―”（ふ） ＝ min. [gn（知， Xn+1)•U5-”（ふ）］＾ min [gn(Xn，ふ＋1)・u5-”（ふ）］
X1+1EAn（エ”） X +IEAn(工n)
gnエか和1)か gふ正cml)>O

Xn E Sn, l~n~5 

が成立する。

さて，再帰式(18),(19)を解くと，次の計算結果を得る。

U0(N) = 1 u0(N) = 1 

び(L)= -1 麻＊（L)=N が(L)= -1 み(L)=N  

び(M)= 2 冗s*(M)= N が(M)= 2 み(M)=N

ぴ(H)= -2 が(H)= L が(H)= -2 ぁ(H)= L 

ぴ(I)＝ 3 が（I)=L u2(I) = -2 あ（I)=M  

ぴ(J)= 0 が(J)=M u2(J) = -2 84(I) ＝ L 

ぴ(K)= -2 冗".t*(K)= M u2(K) = -2 み(K)=M

ぴ(E)= 2 対(E)= I か(E)= -4 ぁ(E)= I 

ぴ(F)= 4 合(F)= I が(F)= -8 み(F)=K  

ぴ(G)= -2 m*(G) = K が（G)＝9-2 あ(G)=K  

ぴ(B)= 12 が（B)=E  が(B)= -6 み(B)= E 

ぴ(C)= 16 が（C)=F  が(C)= -8 み(C)= E or F 

ぴ(D)= 8 冗z*(D)= F が(D)=-4 ぁ(D)= F 

ぴ(A)=24 冗i*(A)= D 炉(A)=-32 ぁ(A)=C. 

したがって，ルート A~→ D二lF--1→ k二ょ M』→ N 上で乗法型目的関数が最大
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最短Jレート問題のその後について

ぴ(A)= 3(-1)4(-1)2 = 24 

になる。他方，この意味での最短ルートは A -2 C -2 F 4 k -1 M 2 
)））））  

N で，その（最小）

値は

u5(A) = (-2)(-2)4(-1)2 = -32 

である。

3.2 乗加法型関数の最適化(1)

前3.1節の図 3において，ここでは積和が最大になるルートを求めよう。これは最大値問題

5 n 

Max ~ II gパXk,Xぃ）
n=lk=l 

s.t. (i) Xn+I E An(xn) 1 印 n~5

で表される。この最大値問題を解くために， 3.1節と同じく，最大•最小の両部分問題群

U0(x6) = u0(x5) = k(x6) = k(N) = 0 

U6-n(xn) = Max [gn + g遥n+1+…+g返n+l噂＋g函＋1…g5k

(20) 

lxm+l Eふ (xm) n 印 m~5] (21) 

u6-nい）＝ min[g叶 g返n+1+…＋g如＋1...&i叶 g逗n+1…g5k

I Xm+1 E Am(Xm) n印店5]

Xn E Sn, 1~ n~5 

に埋め込む。ただし

gn = gn(xn, Xn+1), k = k(x6). 

このとき，互いに関連し合う再帰式（両帰式）

u6-n（ふ） ＝ Max. [gn(xn, Xn+1)噂 (Xn,Xn+1) U5-n(Xn+1)] 
g忠訊緊忠塁。

V Max. [gn(Xn, Xn+1) + gn(xn, Xn+1) U5-n(Xn+1)] 
Xn+rEAn（エn)gn(Xn,Xn+r)>O 

U6-n(xn) = m~n. [gn(Xn, Xn+1) + gn(Xn, Xn+1) U5-n(Xn+1)] 
Xn+rEAn(Xn) gn(Xn,Xn+I)迎

八 min.[gn(Xn, Xn+1) + gn(xn, Xn+1) U5-n(Xn+1)] 
Xn+rEAn(Xn) gn(Xn,Xn+r)>O 

XnESn, l~n~5 

が成立する。これを解くと，次の結果が得られる。

U0(N) = 0 u0(N) = 0 
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U1(L) = -1 念(L)= N が(L)= -1 み(L)= N 

び(M)= 2 志(M)=N  が(M)= 2 和(M)=N  

ぴ(H)= 0 が（H)=L  u2(H) = 0 和(H)= L 

ぴ(I)=0 冗4*（I)＝ L u刊I)=-3 和(I)=M 

ぴ(J)= 0 冗4*（J)＝ L or M 炉(])= 0 和(J)=Lor M 

ぴ(K)= -3 冗l(K)= M u2(K) = -3 釦(K)=M  

ぴ(E)= 2 冗"J*(E)=Hor I u3(E) = -1 あ(E)= I 

ぴ(F)= 4 冗l(F)= J か(F)= -2 あ(F)= K 

ぴ(G)= -2 冠(G)= K か(G)= -2 ゐ(G)= K 

ぴ(B)= 0 冠(B)= E u4(B) = -9 和(B)= E 

ぴ(C)= 14 冗2*(C)= F が(C)=-10 B2(C) ＝ F 

ぴ(D)= 7 合(D)= F u4(D) = -5 和(D)= F 

ぴ(A)=24 冗「(A)=D u5(A) = -30 免(A)=C. 

したがって，この問題でもルート A 3 D-1 F 4 k -
））））  

1 M 2 N 上で乗加法型目的関数
） 

が最大

ぴ(A)= 3 + 3(-1) + 3(-1)4 + 3(-1)4(-1) + 3(-1)4(-1)2 

= 3-3-12+ 12+24 

= 24 

になる。他方，この意味での最短ルートは A---=-1. C ---=-1. F ___!___. K --=-1 M __1,____. N で，その（最小）

値は

である。

u5(A) = (-2)+(-2)(-2)+(-2)(-2)4+(-2)(-2)4(-1)+(-2)(-2)4(-1)2 

= -2+4+ 16-16-32 

= -30 

-212-

library
ノート注釈
library : None

library
ノート注釈
library : MigrationNone

library
ノート注釈
library : Unmarked



最短ルート問題のその後について

3.3 乗加法型関数の最適化(2)

まず，図4においていわゆる最短ルート問題

mm  
5 

~ gn(xn, Xn+1) 
n=l (23) 

s.t. (i) Xn+1 EA凸） l~n~6 

を考えよう。ただし

gn(Xn, Xn+1) = ［ j1 JrXn+l Xnご
亙み Xn+1 

のとき。

この（いわゆる）最短ルート問題では明かにすべてのルートが最短ルートであり， その値は 0である。

一般に， 8つの（単一）最適ルート問題
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アークは左ー→右

上方は＋1

下方は一1

たとえば

g1(A, B)=+l 
g2(C, F)=-1 

g6(O, P)＝＋1 

Max (or min) 

Max (or min) 

Max (or min) 

Max (or min) 

5 

~ gn(xn, Xn+1) 
n=l 

5 

II gn(xn, Xn+1) 
n=l 

5 

V gn(xn, Xn+1) 
n=l 

5 

八 gn(xn,Xn+1) 
n=l 

s.t. 

s.t. 

s.t. 

s.t. 
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ではすべてのルートが最適ルートであり， その最適値はそれぞれ
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ぴ(A)=か（A)=0 (24)' 

ぴ(A)=か（A)=-1 (25)' 

ぴ（A)=か（A)=I (26)' 

ぴ(A)=炉（A)=-1 (27)' 

である。

つぎに，図4において，積和の値を最小にする問題

min g叶 glg叶…十g逗2...g丘 g心…g6k

s.t. (i) Xn+1 E Aい） 1 印 n~6
(28) 

を考えよう。これを後向きの両帰式で解くために

U0(x7) = u0(x7) = k(x7) = k(N) = 0 

u7-nい）＝ Max[g□g逗n+1+…＋gn島＋r澤＋g函＋1...g,成
I Xm+1 E Am(Xm) n 印 m~6] (29) 

u7-nい）＝ min[gn+g逗n+1+…＋g函＋r睾＋g逗n+1…g成

I Xm+1 E Am(Xm) n印玉6]

Xn E Sn, 1~ n~6 

とすると，両帰式

u7-nい）＝ Max.[gn(Xn, Xn+1)+ gn(xn, Xn+1)U6-n(Xn+1)] 
Xn+iEAn（エn)gn(Xn,Xn+1),sO 

V Max [gn(Xn, Xn+1) + gn(Xn, Xn+1) ue-n(、い）］
Xn+1EAn(Xn) gn(Xn;X力十1)>0

u7-n（邸） ＝ min [gn(Xn, Xn+1)＋gふ'.n,Xn+1) us-n（ふ1+1)]
Xn+LEAn（エn)gn(Xn,Xn+1溢0

八 min [g;,（邸，Xn+i)+gn（知，知＋1)u炉 n（知1)]
Xn+1EAn(Xn) gn(Xn，工n+1)>0

は
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(30) 

(31) 

になる。ただしXn+l,Xいは知からの直後のアークの上下対応

―-214-

library
ノート注釈
library : None

library
ノート注釈
library : MigrationNone

library
ノート注釈
library : Unmarked



最短ルート問題のその後について
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によってそれぞれ一意に定まる。特に， gn(Xn,Xn+i) = + 1, gn(xn, X~+i) = -lだから，（31)は更に

｛い(Xn)＝ ［（-1)（1+u6-n（邸＋1)）〕 V〔1+U6-n(Xn+1)］ 
U ?-n(Xn) = [ (-1)(1 + U6-n(Xn+l)）〕八〔1+ U6-n(Xn+1)] 

(32) 

になる。両帰式(32)を終端条件

U0(P) = u0(P) = 0 

の下で解くと，次の結果が得られる。

U0(P) = 0 u0(P) = 0 

び(N)= -1 奇(N)= p が(N)= -1 

び(0)= 1 奇(0)= p が(0)= 1 

ぴ(K)= 0 念(K)=N  u2(K) = 0 

ぴ(L)= 0 念(L)=N  u2(L) = -2 

ぴ(M)= 2 念(J)= 0 u2(M) = 2 

ぴ(G)= -1 が（G)=K  か(G)= -1 

ぴ(G)= -2 冗l(G)=Kor L か(H)= -1 

ぴ(I)=1 が（I)=L か(I)=-3 

ぴ(J)= 3 冗l(J)= M か(J)= 3 

ぴ(D)= 0 合（D)= G or H が(D)= -2 

ぴ(E)= 2 が（E)=Hor I が(E)= -2 

ぴ(F)= 2 冗3*（F)=I が(F)= -4 

ぴ(B)= 1 が（B)=Dor E u5(B) = -3 

ぴ(C)= 3 が（C)= E or F か(C)= -3 

ぴ(A)=2 冗i.*(A)= B or C u6(A) = -4 

和(N)= p 

ぬ(0)= p 

和(K)= N 

和(L)= 0 

和(M)= 0 

和(G)= K 

ぬ(H)= L 

和(I)=M 

ぬ(J)= M 

あ(D)= H 

ぁ(E)= I 

み(F)= J 

邸B)=E  

み(C)= F 

あ(A)=C. 

したがって，最大値はぴ（A)=2,最小値は u6(A)= -4で，この問題（積和を最適にするという

意味での）最大ルート群，最小ルート群はそれぞれ図5'図6のゴチック体で示されるルートである。
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図5 最大ルート群 図6 最小ルート群

たとえば，ルート A」→B」→D二ょH二lL」→N二lPは最大値

1+1・1+1・1(-1)+1・1(-1)（-1)＋1・1(-1)(-1)1+ 1・1(-1)（-1)1(-1)

= 1+1-1+1+1-1 

=2 

に達し，ルート A二1c」→E二い二ょM」,._.0」→P は逆に最小値

になる。

(-1)+(-1)1 +(-1)1(-1)+(-1)1(-1)(-1)+(-1)1(-1)(-1)1 +(-1)1(-1) 

・(-1)1・1

= -1-1+1-1-1-1 

= -4 
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