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返却および追加注文を許す多期間

確率的在庫モデル

児 玉 正 憲

本論文では，需要量が連続的な多期間在庫モデルについて，返却および追加注文を考慮し，過剰需

要が後期需要として取扱われる場合の最適政策を動的計画法を援用して検討する。記号と前提条件を

以下のように設定する。

(i) 各期の正規発注（発注間隔は t)は期首に行われ，ただちに入荷し（単価 c1),単価 r1(r1> c1)で

販売する。正規発注前の初期在庫量を x(以後は初期在庫量という）とし， yだけ正規発注した後の期

首在庫量を zとする。

z=x+y 

(ii) 余剰品に対しては単位当り hの在庫コスト，品切れに対しては単位当り Pの品切コストがかか

るものとする (c1<P,・ 注 1参照）

(iiり任意に定められた時点 t。(o<to< t, ti。は各期で一定）で売れ残りがあると，供給者はあるきめ

られた許容範囲凡以内で引きとる（単価 r2,o~r2~c1) to時点で品切れがあると，ある許容範囲 R2

以内であれば，ただちに単価 c2(c1~c2) で追加発注し，即時に入荷できるものとする。ただし， c2>r1

+(1-_Q_)pのときは追加注文せず (R2= 0)品切を起したほうが有利となり，これはモデルの仮定に反

するので， C2~Y1+(1-『沙とする（注 2参照）

利益とコストのパラメータ間の関係を整理すると，次のようになる。

｛゚,;;;r,,;;; C心凸+(1-今）p

O< h, c1 < min(r1, p) 

(1) 

伽） 各期の需要量を表わす確率変数は互いに独立で同じ分布をに従うものとする。需要量 Bの確率

密度関数を ¢(b),累積分布関数を <!J(b),平均値を mとする。
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lb @(b) = P{B~b} =¢(u)du, m = b¢(b)db 1 
(v) 需要の発生は一般的な関数に従うものとする。つまり，各期の需要量 Bの実現値 bが与えられ

だとき，期における需要の発生は

bg(T/t) (0~T~t) (2) 

に従うものとする。ここに

g(x)はg(O)= 0, g(l) = 1 となる dg(x)/dx>O なる関数 (O~x~l)。時点 T における在庫量を

Q(T)とすると，

Q(T)=z-g(T/t)b,O~T~t (3) 

である。 s= g(T/t)b をみたす T/t は b~s のとき唯一存在し，これを Tit·= g-1(s/b)で表す。このと

き， T= tg→ (s/b) 

.a : 割引率 (O<a<l) 

瓜x): 初期在庫量を X としたとき， n期間にわたる期待割引費用を最小にするという意味での最適

発注政策をとったときの費用関数

過剰需要が後期需要として取扱われるので zが負の値も考える必要がある。まず，一期間モデルを

考察しよう。

1 • 一期間モデル

需要量 Bは仮定によって確定的でない，このため需要量 Bの実現値を b'期首在庫量zおよびモデ

ルの仮定によって種々の在庫状態が得られる。（図 1,.....,図4)。したがって期平均在庫量，不足する期

平均在庫不足量，期平均費用，期待期平均費用をそれぞれ I1(b,z), lz(b, z), C(b, z), E{ C(B, z)}と

すれば次のようになる。

(1) z<-R2の場合 （図 1参照）

このとき， b-z(~凡）は在庫不足量となり，ただちに凡単位だけ発注，即時に納入され，在庫水

準は z十凡ーg(t。/t)b(<O)となる。

I1(b, z) = 0 

I,(b, z) =+{1'゚[bg(T/t)-z]dT+J'[bg(T/t)-(z+ R,)]dT} = -zー (1-瓢+G(l)b 
to 

= -zー (1-今）R叶 G(l)b

ここに

G(y) = fy g(t)dt, 

゜
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C(b, z) = c1(z-x)+p{-zー (1-加）凡+G(叫＋疇疇

= (ci-P)z+ pG(l)b+[c2-r2-P(l—知]R亡 C1X

(4) 

ところが需要量 Bは連続確率変数であるので期待期平均費用 E{C(B,z)}は次式で与えられる。

E{C(B, z)} =』00C(b, z)¢(b)db = -cix鳴 (z) (5) 

叫）・=(c1 -p)z+ pG(l)叩十[c仁れ一(1-今）p]R1 

dH1(z)/dz =凡(z)'=c1-P<O, d2凡(z)/d牙=O

(2) -R2;£z<Oの場合 （図 2参照）

t 
(i) 0豆く(z十凡）jg巳）

t 

この場合 i) 0;£b <z十凡（このとき， to<b ;£tg-1((z十凡）/b)) ii) z+ R2紅 く(z十凡）jg(か
（このとき to<tg―l((z十凡）/b) ;£t)の2つの場合が考えられるが， I1(b,z) = 0で， Ii(b,z), C(b, z) 

(6) 

(7) 

は同一の式で表現でき，異るのは bの範囲だけである。したがって， bは(i)の範囲で考えればよい。

I1(b, z) = O, 

Jib, z) = -1t{1t゚[g(-f)b-z]dT+1。t[g(-f)-g(今）]bdT} 

=—争+[ G(l)ー (1-り）g(が]b

上

在
庫
量

Rl

-゚-----------------------------------------i 
I 
•z+R2 

-R叶ー--- I I ； 

T--------ゴz+R2-b
z f.-. 1 z+R2-g(一）b, t。 ~T~t:

t I 
I 

: ―---- i T• ----
z-g(-)b, O~T~t。一、一—

ー～、：
t I ------- l 

I 

t。一
---: z-b 

時間

図1 z~ ー R2,b;;;;。
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図2
t -R2<z~O, b~(z+R2)/g(__g_) 
t 

C(b, z) = c1(z-x)+ P{—知+[G(l) 一 (1-今）g(1)]b }+c2[g(今）b-z]-r1[g(1)b-z] 

= (c1 ― c2+ri—加）z+{pG(l)+[c2一 れ 一(1-加]g(今）}b-c1x 

(ii) 
t b以z十凡）jg(_Q__) (このとき， t>t。 ~tg-l((z十凡）/b)) 
t 
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返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

z-g(ti。It)麟 z-g(ti。It)・(z+R蒻（今）＝一凡となり，ただちに凡だけ発注，即納される。

Ii(b, z) = 0 

叩， z)= -t{1t゚[g(-f)b-z]dT+』。t[g(-f)bー (z十凡）]dT} 

t = -[z+(l-___Q_逸]+ G(l)b 
t 

C(b, z) = c1(z-x)+p[ -zー(1-今）R叶 G(l)b]+c逸ーr渇

= (c1-P)z+pG(l)b+[c2-r1ー (1-加]R2-C1X

以上を整理すると C(b,z)は，

C(b, z)~{ (c← c2+r1―峠）z+{pG(l)+[c2-r1 -p(l―今）]g(今）}b-c1x 

(c1 -p)z+ pG(l)b+ [c2-r1-P(lーが]R亡 C1X

となる。

したがって

E{ C(B, z)} = /00 C(b, z)¢(b)db = f (z+Rz)/g(与）C(b, z)¢(b)db 
0 0 

+ /00 t C(b, z)¢(b)db = -c1x+H心）
(z+R2)/g己）t 

比(z)= (c,-p)z-[c亡れ一(1-今）p](z十凡）の(:;;;)

t 
鰭 bく(z十凡）jg(判

t 

t b~(z十凡）/g(___Q_) 
t 

(8) 

(9) 

+[c仁れー(1-一
t。) p]g( 

t。ほ＋幻）/g(乎）

t t 0 
-)j 励(b)db+ pG(l)m+[c2-r1―(1--

t 
t 
0)p]R2 (10) 

となる。また，

dHd~z) = c1-P+[r叶 (1-今）p-c2]の(z十戸），
g(→ t 

叫z+R2
t 

d'誓=[r1十(I-'-今）p-c,] ;~))~o. 
t 

H;(-R2) = C1―P, 

犀） = c,-p+[rげ (1-今）p-遁(g~)い-p = H,_(-R,) 

となる。
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返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

注意 1 c1> pのときは H{(z)>O, H~(z) >Oとなり，ー00くz<Oに対して凡(z)(i = I, 2)は狭義増

加関数となるので， c1<Pを仮定した。

(3) O~z<R1の場合 （図 3参照）

t 
(i) O~b<z/g巳）

t 

この場合 i) 0豆 <z(このとき， tg-1(z/b)> t > to) ii) z~b < z/g(I -『）（このとき， to<

tg-1(z/b)印）の 2つの場合が考えられるが， bの範囲が異るだけでIi(b,z), Ji(b, z), C(b, z)は同

じである。

犀， z)=げ゚ [z-g(エ）b]dT =ら-G(l一均b
t O t t t 

叩， z)=げ。tb[g(『）-g噂）]dT = [G(l)-G(州）一(1-今）g(が ]b

C(b, z) = c1(z-x)+崎 z—碍）b]+p[G(I)-G(今）一(1-が疇）]b-r2[z-g叶）b] 

-rig(-,)b = (c1玉＋吟）z+{pG(I)-(h+ p)G叶）＋［乃一乃ー(1-加]g(-1)}b-c1x 

t t 
(ii) z/g巳） ~bく (z十凡）/g(_Q_) 

t t 

この場合， i) z/g吟）豆<z十凡（このとき， tg→(z/b)< to< t< tg→ (z十凡）/b) ii) z+ R心 b<

t (z十凡）/g(_Q_) (このとき， tg-1(z/b)<to< tg→ ((z十凡）/b)~t) の 2 つの場合が考えられるが， bの範
t 

囲が異るだけで， I1(b,z), Ii(b, z), C(b, z)は同じである。

庫， z)=+』tg-i(ztb)[z-g(平b]dT= zg―碍）ーG(g→C1))b 

I t。 T
Ilb, z) =叶1g-1(z/b)[bg(了)-z]dT+b 1。 [g(凸—g吟）]dT} 

=[g峠）―今]z+{ [ G(l)-G(g賛））］一(1-知尋）}b 

C(b, z) = c1(z-x)+h[zg-1⑰) -G(g―碍））b]+P{ [g賛）―今]z

+[G(I)-G(g→（斎））ー(1-り）g(今）]b }+ c2[bg(『)-z]-rig(-,)b 

= (c1-c2—加）z+ (h + p)[zg-1⑰) -G(g一号））b]+{ [c2-r1ー(1-知]g惰）

+ pG(l) }b-C1X 

t (iiり b~(z十凡）/g(_Q_) 
t 

t t。
このとき z-g(_Q_)b~z-g(

t t 
t。

）・(z+R釘g(一）＝一
t 

凡となり，ただちに， R2だけ発注，即納され
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る。

1 tg-l(z/b) T 
I1(b, z) = -f [z-g(一）b]dT = zg-1己）ーG(g→(-f))b 

t o t b 

I2(b, z) = -½{1:: 心/b)[g(和—z]dT+ 』。t[g(『)b-(z十凡）]dT} 

= zg-1情）+[G(l)-G(g→（舟））]b-z-(1-今）R2 

C(b, z) = c1(z-x)+h[zg-1⑰) -G(g→（舟））b]+P{z[g→（予）ーl]

+[G(l)-G(g→（斎））]b-(1-今叫+c逸ーri(z十凡）

= (c1 -p-ri)z+(h+ p)[zg→（房）ーG(g→（舟））b]+pG(l)b+[c仁れ一(1-今）p]凡ーC凶

以上を整理すると C(b,z)は

(c1玉＋叶）z+{pG(l)-(h+ p)G(1)+[r2-r1-P(l―今）]g(今）｝ーC1X
t 0~b < z/g(___Q__) 
t 

(c1 ― Cz—峠）z+(h+ p)[zg-1号）ーG(g-1号））b]+{[cz―r1-P(l―今）Jg(『）+pG(l)}b_:___C1X 

C(b, z) = 1 t t z/g(__Q__)~b く (z十凡）jg(__Q__) 
t t 

(c1 -p-r1)z+(h+ p)[zg→ (-f)-G(g-1惰））b]+pG(l)b+[c亡 r1-P(l一1)]凡ーC1X

t b忍z十凡）jg(__Q__) 
t 

(15) 

となる。

したがって

E{C(B, z)} =』00C(b, z)¢(b)db = f zig<与）C(b, z)¢(b)db 

゜+ f (z+R2)/g(与） 00

z/g(号）
C(b, z)¢(b)db+ f t C(b z)¢(b)db 

(z+R2)/g(__s, り
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= -cix十比(z) (16) 

比(z)~(c,-p-r,)z+ [c,-r叶 (h+p)今]zの(g(4)+[rげ (1-今）p-c,](z+R詞(:7;;)
＋｛いーれ一(1-与）p]g(が一(h+p)G(今）}1 

z/g(与）
婦(b)db

+[c亡れ一(1-今）p]g直）
(z+R2)/g(与）

t 1/g直）姉(b)db
t 

+(h+p) Joo t [zg→（今ーG(g-1己））b]¢(b)db + pG(l)m+[c仁れ一(1-叫 ]R2 (17) 
z/g己） b b t t 
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となる。また
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このとき， z-g(ti。/t)b>z-b>z-(z-R1)= R1, 凡単位をただちに返却

庫， z)=+』to[_z-g(子）b]dT+-t』。t[z-R1―g(平b]dT
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返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

ro = z-(1--)Ri-G(l)b 
t 

Iz(b, z) = 0 

C(b, z) = c1(z-x)+h[z-(l-瓢-G(l)b]-r1b—鴫

t = (cげ h)z-[hG(l)+ r』b-[r叶 (1_ _Q_)h]R1―C1X 
t 

(ii) (z-R謬 bく(z-R1)/. 疇）

この場合 i) z-Ri~b<z (このとき， to<tg→ ((z-R1)/b)< t< tg→ (z/b)) ii) z~b く (z

t -R1)/g巳）（このとき， to<tg-1((z-R1)/b)< tg→ (z/b)~t) の 2 つの場合が考えられるが， bの範
t 

囲が異るだけで， I1(b,z), Iz(b, z), C(b, z)は同じである。

叩， z)=汀゚ [z-g(『）b]dT+豆。tg-l((z-R1)/b)[z-R1 _ g(『)b]dT 

= (z-R1)g-1(で）ーc(g-l(z-bRり）b

Iz(b, z) = 
l t -j [g(L)b+ R1―z]dT t tg-l((z-R1)/b) t 

= [G(l)-G(g-1(z-b釣）]bー [l-g→cz-b例](z-R1) 

C(b, z) = c1(z-x) + h[(z-R1)g→ (z-bR1)-G(g-1(z-b釣）b] 

+ P{ [G(l)-G(g→ (z-b釣）]b-[l-g→ (z-b釣](z-R叶ーr1(z-R1)-r逸

= (c1 -P-r1)z+(h+ p)[(z-R1)g→ (z-bR1)-G(g→ (z-b釣）b] 

+pG(l)b+(P+r1―乃）Ri-C1X 

t。 t
(iii) (z-R1) /g(一）紅<z/g巳）

t t 

この場合 i) (z-R1) jg(知紅<z(z<R1/(l.-g(1)))のとき， (z-R1)/g(知 <z, また tg→((z 

素）/b)< to< t< tg→ (z/b)) ii) 叫くz/g(今）（このとき， tg→((z-R1)/b) < to< tg→ (z/b)幻）

の2つの場合が考えられるが， bの範囲が異るだけで I1(b,z), Iz(b, z), C(b, z)は同じである。 R1

= z-g(~) ・ (z-R1)/g(血)> z-g(~)b~z- g(~)z/g(亙＝
t t t t t 

) 0より凡単位を即納する。

厨， z)=汀゚ [z-g(子）b]dT 

=z↑ -G(『）b

-11-



経済学研究 第 56巻第4号

lz(b, z) =げ。t[g(子）ーg(が]dT

= [G(l)-G(が―(1-『)g(が ]b

C(b, z) = c1(z-x)+h[z『-G({)b]+P[G(l)-G(が―(1-『)g(か]b

玉 [z-g({)b]-r1g(今）b

= (c1玉＋吟）z+{pG(l)-(h+ p)G仇）+[rz-ri一(1-今）p]g({)}b-c1x 

(iv) z/g(~ し） ~b く (z+R鉗g(__Q_)

この場合 i) z/g(今） ~b<z十凡 (z<凡g(今）/(1-g(今））のとき， z/g(今）<z+Rz, また，

犀碍）< to< t < tg-1((z十凡）/b)) ii) z+Rz紅 <(z十凡）jg(今）（このとき， tg-1(舟）< to< tg→ ((z 

＋凡）/b)印）の 2つの場合が考えられるが， bの範囲が異るだけでI1(b,z), lz(b, z), C(b, z)は同じ

である。 0= z-g碍）z/g(今） ~z-g({) b > z-g(今）・ (z十凡）jg(が＝ーR炉ー凡<z-g({)b

~O, g(__Q_)b-zを即納する。

庫， z)=上ftg-l(z/b) ーエ
t 0 

[z g()b]dT 
t 

=zg→（舟）ーG(g賛））

叩， z)=-½』：心/b/g(和—z]dT十-½l)gc平―g(今）]bdT 

= z[g→（舟）―今]+[G(l)-G(g→（予））ー(1-今）g(『)]b 

C(b, z) = c1(z-x)+ h[zg→ c-t)ーG(g―碍））b] + p{[ G(l)-G(g-1(舟））

ー(1-今）g(今）]b+z[g→（青）―今]}+Cz[g(今）b-z]-r1g(今）b

= (c1這+~)z+(h+p)[zg→（房）ーG(g→（舟））b] 

t t +{pG(l)+[c2-r1―(1 _ __Q_)p]g(__Q_)}b-c1x 
t t 

t (v) b~(z+R糾g(』-)
t 

このとき， tg-1⑰)<tg→ (z+bR2)砂 <t。また， z-g(-1)廷 z-g(が (z+凡）/g(今）＝一凡よっ

t。
て g(-)b-z~凡となり， R2だけ即納。

t 
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返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

庫， z)=上ftg-l(z/b)[ _ T 
t 0 

z g(-)b]dT 
t 

= zg-1⑰) -G(g→ Ci))b 

l t。 T l t T 
Ii(b, z) = t ig-l(ztb/g(了)b-z]dT+tl。[g(了)b-(z十凡）]dT 

=zg→（舟）ーG(g峠））b+G(l)b-zー(1-今）R2 

C(b, z) = c1(z-x)+h[zg→ Ci)ーG(g→（予））b] + p[zg→（予）ーG(g→（予））b+G(l)b-z-(l 

t _ _Q_)R』+c晶ーr1(z十凡）
t 

= (c1 -p-r1)z+(h+ p)[zg-1⑰) -G(g-l⑰)） b] + pG(l)b +[c2-r1ー(1-今）p]R亡 C1X

以上を整理すると C(b,z)は

C(b, z) = 

(c1 + h)z-[hG(l)+ r』b-[r:け (1-今）h]R1―c凶 O~b<z-R1 

(c1―p-ri)z+(h+ p)[(z-R1)g→ (z-bR1)-G(gー1(z-b釣）b]+pG(l)b+(p+ r1-1: 碑—C1X

t (z-R1)~b く (z-R1)/g(_Q_)
t 

(c1玉＋吟）z+ {pG(l)-(h+ p)G(-1) + [ r2-r1一(1-今）p]g(『)}b-c1x 

(z-R1)/. 疇）~b<z/g(か

(c1畜＋叶）z+(h+p)[zg一号）ーG(g-1号））b]+{pG(l)+[c2-r1ー(1__:_加]g(今）}b-c1x 

z/g(今）；；；；；bく(z+R蒻（今）

(ci-P-ri)z+(h+ p)[zg-1⑰) -G(g-1惰））b] + pG(l)b +[c2-r1ー(1-今）p]R← C1X 

t 
廷 (z十凡）/g(_Q_) 

t 

(21) 

となる。

注意 2 (4) , (8) , (15), (21), における [c2-r1ー(1-今）p]凡は， c2>rげ (1-『）Pのとき追加注

-13-
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文せず(R2= 0)品切をおこしたほうが有利であることを示している。

期待平均費用 E{C(B,z)}は

E{C(B, z)} = f00 C(b, z)¢(b)db = fz-R1C(b, z)¢(b)db+ f(z-Ri)/g(与）C(b, z)¢(b)db 
0 0 z-R 

＋［二〗,-'f-,C(b, z),P(b)db + 1し:;;)Jg(号）C(b, z),P(b)db+ L:n,>i≪ 号）C(b, z),P(b)db 

= -c凶＋比(z) (22) 

t t 
Hiz) = (c1-P-r1)z+[c亡れ一(1_ _Q_)p]R叶 (h+P+r1)(z-R詞 (z-R1)-(r1―r叶 P+い）(z 

t t 

-R,) w(;~)+[c,- r叶 (h+p)今］叫 g(〗）)+[r,+(1-今）p-叫(z+RM(:;_;;)-[r, 

+ hG(l)] 1Z-Ri b¢(b) db+ pG(l) 1~R1 婦(b)db + (h + p) 1~:~ 釦）/g(与）[(z-Rい (z-bR1)

叫→(z-bRり）b]¢(b)db+{いー乃ー(1-今）p]g(今）一(h+p)G(今）｝［二〗；号）姉(b)db+ [c2 

t。 t。(z+Rz)/g(号） 00
-r1―(1--)p]g(-

t t 
) ft 婦(b)db+(h+p) [zg賛）ーG(g亨））b]¢(b)db (23) z/g(_s. りt 1/g(舟） b 

となる。また，

d誓=(c,-p-r,)+(h+ P+ r,)//J(z-R,)+ [r,-r,-pーい(:~;;)

+[c,-r叶 (h+p)紐(g(4)+[r,十 (1-加— c,]//J(:7 _;;) 

+(h+P){j(z-R1)/g(4)g_1cz-bR1)¢(b)db+ Joo g一号）¢(b)db} (24) 
z-Ri z/g(与）

広(R1)=広(R1),lim広(z)= c1+h>O 
Z→OO 

d'1,Jjz) = rゆ(z-R,)+{(乃一れ一(1-今）p)rp(:~;;)+(c, 玉）¢し］）

+[rげ (1-今）p-c心(z+R2)} 1 
疇） g(が

+(h+P){に釦）/g(与）羞g-'(z-t,)¢(b)db+L:, 与）羞g-1(-1-)¢(b)db} (25) 

上式で，[r: 亡れ 一(1-今）p]<O であるから必ずしもがH(z)/dz2~0 とは限らない。ここで次の仮定

を設定する。

仮定 1
d2比(z)
dz2 こ〇
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返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

上の仮定が成立するための十分条件として次の補題が成立する。

補題 1
如）が増加関数のとき仮定は成立する。

証明

附―R1
t g(__Q_) ） 

Hl(z)~ 疇 (z-R1)+{[乃一れ一(1-加]+(c仁乃）+[rげ (1-『）p-c2]} 
t 

尋）

+(h+P){l':~ 釦）,., 与）羞g―'(で）¢,(b)dt+1,:, 与）羞g―号）¢,(b)db}

＝直(z-R,)+(h+P){1二釦）/g(与）＊バで）'P(b)db+1,:, 舟）羞g→（舟）,f,(b)db }eec〇

補題2

証明
to= tのとき仮定は成立する。

to= tとおくと，

印 (z)=疇(z-R1)+(c2—羞(z)+(ri—尋(z十凡）+_(h+ p) Joo立 g-lけ）¢(b)db
z oz 
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乃のとりうる範囲は (1) より (1-~)p+ t。
r1(l g(-))< r2~(l-均P+r1 となる。

¢((z-R1)/g(_Q_)), の係数が負で ¢(z/g(_Q_))および ¢((z十凡）/g(_2_―)）の係数は正であり，それぞれ

の3つの係数の和は零でかつ ¢(z-R1)の係数は正，積分値は正であるから上の補題よりゆるい条件

が存在するように思われる。

H(z)を次式で定義すると，

H(z) = 1;. ロ
z~ ー R2

-R2<z~O 

O<z~R1 
(26) 

z>R1 

H(z)はzの連続関数となる。また H'(z)はz=Oを除いて zの連続関数， HlO)> H;(o) = HlO)-ri, 

広(R1)= HlR1)である。

H(z)の最小値を考察する場合， H;(z)(i= 1, …， 4)の性質より次の 5つの場合を考察すれば十分で

ある。

(i) HlO)<O, Hl凡）＜〇 （このとき， H;(O)<O)

(ii) 圧(O)<〇，出(R1)>O . (このとき，出(O)<〇）

(iiり H2(0)>O, H£(0) < 0, H£(R1) < 0 

{iv) H2(0) >O, H£(0) < 0, H£(R1) >O 

(v) H5.(0) >O, H£(0) >O 

ところが，

Hi(O)-r, = c,-p+[rけ(1-加—c,J(l)(g;)-r,

恥—P+[r1十(1-今）p-c2]-ri 

=・Ci-(伶+c2)

く0 (:. C2~C1, p>O) 

となり，

（このとき， HI(Ri)>O) 

H£(0) = Hf(O)-r1 < 0となる。したがって，つねに H化(O)<Oとなり， (v)はおこらない。またHI(Ri)

>'Oならばz>凡に対して比(z)はzの増加関数となり Hiz)を導入する意味がないので HI(Ri)<O

と仮定しよう。結局，次の 2つの場合を考えればよい

(i) H2(0)<0, H£(R1)<0 

(ii) H2(0)>0, H£(R1)<0 

(iii) の場合， が一凡と 0との間で H(z)を最小にする場合がおこるかも知れない。つまり発注後

の期首在庫が負のときが最適であることを意味する。
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返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

Hi.(-R1) = c1 -p< 0, Hi.(O) >O, Hi.(z)訊；Hi(O)<O, Hi(R1) = H£(R1)<0, limH£(z) = c1+h>O, 

HI'(z)~O より

H5.(z) = 0 

HI(z) = 0 

はそれぞれ唯一の根 Zパー凡<z2<0),zi>凡）をもつ

(a) 凡(z2)<凡 (z4)の場合

このとき，最適政策は，

X~Z2 ならばz2-x だけ発注，

z2<x~ 辺ならば発注しない，

辺<x~z4 ならばz4-X だけ発注，

x> z4ならば発注しない

ことである。

ここに辺は比(z)=比(z4)となる z2より大きい zの値である。

(b) H氏云2)>Hiふ）の場合

このとき，最適政策は，

X~Z4 ならば Z4-X だけ発注，

x> z4ならば発注しない

ことである。

Z→00 

(27) 

(28) 

n期間の在庫問題を考察するときは， (i)の場合のみを取扱うことにする。つまり次の仮定のもとで議

論をすすめることにする。

仮定 2 Hf(O)<O, HI(O)<O 

Hf(O)<Oのとき， rげ (1-的p-c全 0より O>c1-P+[rげ (1-今）p-c2]fP( 州）より C1-P<O
t g(_Q_) 

となる。つまり (1)で c1<Pを仮定する必要はない

2. n期間モデル

この節では多期間モデルを考察する。最適性の原理より

/1(x) =虹—c1x+H(z)} 
00 

応）＝胴—c1x+H(z)+a』fn_i(z-b)¢(b)db}

上記のようにして求められた zを最適政策という。このとき，次の定理をうる。

定理 1 最適政策は，

Z = Xn, X~Xn 

-17-
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z=ヰ>Xn 

である。ここに元は

P+r1 = c1+(h+P+r詞 (z-R1)+[r2-r1-P-1h]<l)(z-Ri)+[c2玉 +(h+p)厨(z
疇） g(『））

+[r叶(1-加— c⑲(z+ R2)+(h+ p){j 
(Z-R1)/g寺）

-1 

疇）

z-R1 g (z-bR1)¢(b)db 

+ 1/:(舟）g-1(砂(b)db}+a』00応 (z-b)¢(b)db

の唯一の根である。ここに I~= oとする。

証明帰納法による

(i) n = Iの場合

(31) 

H1(-R2) =比(-R2),H{(z) = c1-P<O, H2(-R2) =~{(-R2) = c1-P<O, 比(0)=比(0),H2 

(z) < 0 (・：H2(0)<0, Hぷ(z)~O), H:{(z)<O (・:HI(R1) = H:{(R1), Hs'(z)~O), 比(R1)=比(Rふ

HI(R1)<0となるのでz>凡の場合だけを考えれば十分である。 x1(>凡）が(31)をみたすことは

¢(b) >Oに対して HI'(z)>OおよびlimHI(z)= c1+h>O より示される。 ¢(b)~O のときは Hl(z)~O
Z→OO 

となり，ある閉区間におけるすべての値が根となる場合があるかもしれない。このときは最小値を唯

ーの根元とする。以下の議論でもこのように唯一の根を定める。このとき，

f{(x) = -c1 X~X1 

/{(x) = -(p+ r,)+(h+ p+ r,)(l)(x-R,)+[r, →―P1f kl (I)(:~;,) 
+[cz-rz-(h+ P)厨(~)+[rけ(1-今）p-cz](J)(x+:z 

g(-f) g(-f)) 

to (X-R1)/g(一）

+(h+p){j t g-i(XlJRi)cp(b)db+ Joo g-1(舟）¢(b)db}, x~ 元
x-R1 z/g(与）

Iimf{(x) = h>O 
X→OO 

だ(x)= rゆ(x-R1)+{いーれ一(1-加]¢(x-Ri)+Cc2-r: 峠(X ) 
碍） g(今）

+[rげ(1-加— c心(x+R2)} 1 +(h+ p){fx~xa~R1>1g<与）＊バxbR1)¢(b)db 
疇） g(今）
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(32) 

(33) 

(34) 

library
ノート注釈
library : None

library
ノート注釈
library : MigrationNone

library
ノート注釈
library : Unmarked



返却および追加注文を許す多期間確率的在庫モデル

ふ(b)db}~o. x~ 元+ Joo _2_g-1(王
X/g(与）ox 

¢(b) >Oのとき，斤(x)>Oとなる，

(ii) n = 2の場合

H(z)+af00!1(z-b)¢(b)db 

゜
＝凡(z)+af00!1(z-b)¢(b)db 

゜
＝比(z)+af00八(z-b)¢(b)db 

゜
＝比(z)+afoo八(z-b)¢(b)db

゜
＝比(z)+af00八(z-b)¢(b)db

゜

z~ ー R2

-R2~z<O 

O~z<R1 

z~R1 

となる。また， H;(z),H[(z)(i = l, …， 4), (32)より

凡(-R2) = Hi(-R2) 

H{(z) + a f 00 f{(z-b)¢(b)db = c1(l -a)-p< 0 

Hf(-R2) + a f00 f{(-R2-b)¢(b)db = c1(l -a)-P< 0 

比(0)= HiO) 

圧(z)+af00J{(z-b)¢(b)db=圧(z)-ac1<0

恥）+a Jooバ(z-b)¢(b)db=広(z)-ac1<0

比(R1)=几(R1)

広(R1)+af00f{(R1-b)¢(b)db =広(R1)-ac1<0

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

となるので， z~凡の場合を考えれば十分である。元は(39)をzで微分して 0とおいて得られる。っ

まり

C1 =乃+p-(h+ P+ r1) (l)(z-R1)-[乃ーr1-Pーり叫z-{1)-[c2-r叶 (h+p)今］の(z 
g(_Q_) g(--j) t 

-[rげ (1-今）p-c2]の(z+R2)-(h+ p){j<z-R1)Jg(与）ー1z-R1 
t 

g¢(b)db+ g巳） ,_., (b)  L, 与） g げ）ql(b)db} 

-a Jooパ(z-b)¢(b)db

゜
(40) 

をみたす zである。 (40)の右辺を F1(z)とおくと， (32), (33), (34), (35)より

-19-
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恥）＝疇(z-R1)-{[r三 +(1-与）h]¢(z-R1)+(c2—羞(zt
尋） g(-f)) 

+[r1+(l-今）p-c心(z+R2)} 1 
疇） g(今）

-(h+ p){1~:~R1)/g(与）羞g-1(z-bR1)¢(b)db+11:<与）羞g―碍）¢(b)db}

-a Jooが(z-b)cp(b)db~O
゜¢(b) >Oのとき， F{(z)<O

疇） = r1 + p-[cz-r叶 (h+p)箪（り—[rげ(1-恥p-cz]<P Rげ R2

t g(-f) t (g(今））

-(h+p) l~g(与）g-1(州）¢(b)db+ac

= -HI(R1)+(l+a)c1>c1 

limF1(z) = -(l+a)h<O 
Z→OO 

であるから (41)は唯一の根をもつ。したがって最適政策は，

Z = X2, X~X2 

z=x, x>xz 

である。 (i)と同様に

瓜x)= -c1; x~ 元

丘(x)=一(p+r,)+(h+ P+ r,) (l)(x-R,)+[r,-r,-p―今］の(:~;')

(41) 

+[c, 玉—(h+P庫(g(〗）)+[r,+(lー『）p-磯(:;~,)+(h+p){i':~恥）,., 与い（で）if,(b)dh 

t t 

+ Joo t g-1(予）¢(b)db}+a f00 f{(x-b)¢(b)db, x丘
x/g己）

t ゜
lim丘(x)= (1 + a)h>O 
Z→OO 

が(x)=直(x-R,)+{ [r,-r,(1-『)Pl¢(:~+')+Cc,-r,)¢(g(4)) 

+[rげ (1-与）p-c心(x+Rz)} 1 +(h+P){j<x-R1)/g(与） 8 ー1x-R1 

g(今） g叶） x-R1 口 (b)¢(b)db

+ 1:(号）蓋g-1(1-)¢Cb)db}+a 100庁(x-b)¢(b)db,x~ 元

(iiり n=kのとき定理が成立しているとする。このとき
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f~(x) = -c1, x~ 入

瓜x)=一(p+r1)+(h+ p+ r1) (J)(x-R1)+ [r2-ri -pー亨(x-R1
t t 

g巳）

+[c,~r, ー (h+叶］のし(4)+[rげ (1---,今）p-c,W)(::f/ 

+(h+P){に釦）/g(与い(x-t,),t,(b)db+1:, 舟）g-'(砂(b)db}

+a Joo f, い(x-b)¢(b)db,x~ 元

゜lim丘(x)>O
X→OO 

(42) 

(43) 

(44) 

パ(x)~rゆ(x-R,)+{いー r, ー (1-加]¢(:~;1)+(c,-r,)¢(g(4))

+[r1+(l-今）p-c心(x+R2)} 1 +(h+ p){j<x-R1)tg(与）立g-1x-R1 

尋） g(今） x-R1 OX (b)¢(b)db 

+ j00 Lg-1(王 一
直（約 ax ふ(b)db}+ a f 00広 (x-b)cp(b)db,x~xk 

t ゜
ここに入は次の方程式の唯一の根である。

C1 = Yげ p-(h+p+r,)の(x-R,)-[r,-r,-p—今h] の(:~4l')

-[c2-r: 叶(h+峠］の(~)-[rげ(1-罰— c2] の(X予）
g(__Q_) 

t g已）t 

-(h+ p){l~:~ 応）/g(舟）gーi(xbR1)¢(b)db+ 1:<与）g-1(1)¢(b)db}-a 100 /, い(x-b)¢(b)db 

このとき

00 
fk+i(x) =祖{-cix+H(z)+a1 fk(z-b)cp(b)db} 

H(z)+a f00!k(z-b)¢(b)db 

゜

(45) 

(46) 

＝ 凡(z)+af00ん(z-b)¢(b)db

゜
＝比(z)+aj00Jiz-b)¢(b)db 

゜
＝比(z)+af00ん(z-b)¢(b)db

゜
＝比(z)+af001k(z-b)¢(b)db 

゜

z<-R2 

-R2~z<O 

O~z<R1 

z~R1 

‘
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となる。 (ii)と同様な議論より z>凡の場合を考えれば十分である。 Xk+lは(50)をzで微分して 0とお
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いて得られる。即ち

c, ~r, -p-(h + p + r,)の(x-R,)~[ r, -r, -pーい(:z;')

-[c,-r叶 (h+p)り［］）ー[rげ (1-1)p-c峡(:;;;)
-(h + p J{[x,~R,)lg(与い(x-,,R,)¢,(b)db+1:, 与）g-'(予）¢,(b)db}-a f丘(x-b)ef,(b)db (51) 

をみたす X のことである。 (51)の右辺を凡(z)とおくと， (42),.._.__, (45)より

応(z)~-rゆ(z-R,)-{[r三+(1-今）珈(:z;;)+(c,-r,)¢,(g(;)

+[r1 +(1-今）p-c心(z+R2)} 1 -(h+ p){j<z-R1)/g(舟）~g-1 z-R1 

尋） g(今） z-R1 OZ (b)¢(b)db 

+ 1/:(与）羞g-1(1)¢(b)db}-a 100 f/!(z-b)¢(b)db~O 

凡(R1)= -H;(R1)+(l+a)c1>c1, lim凡(z)<O
Z→OO 

となるから (52)は唯一の根をもつ。したがって最適政策は

Z = X k+l, X~X k+l 

Z = X, X>  X k+l 

である。［証終］

注意3 広(0)= c1-P+[r1+(l一亙）p-磯 (R2)<oおよび r1+(lー恥p-
g巳）

<O :. c1<P したがって H~(O)<O ならば c1<P をうる。しかし逆は成立しない。

この多期間在庫モデルにおける Xn, fn(x)について次の定理をうる

定理 2

(52) 

c1>0より C1 p 

(i) 点元を除いて J::(x)~O, Xnでは非負の右 2階微分係数，非負の左 2階微分係数が存在する。

(ii) 元~x n-1, ただしxo= R1 

(iii) n~2 に対して

-p<f~(x)~fい(x) x~ 元

-p<f~(x)<fい(x)+an-ih n>元

n=lに対して

-p<f{(x)<h 

証明 (i)は定理 1の証明の中で示されている。 (ii),(iii)は帰納法による。

i) n = lの場合
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(33)でx=元とおくと， (31)より f{(x)= -c1 となる。 (35) より x>元に対してが(x)~O, (34) 

より 匹f{(x)= h, また c1<Pしたがってすべての Xに対して， h>f{(x)~ 一c1>-p,元＞凡＝元

は定理 1の中で示されている。

ii) n = 2の場合

このとき， x2は

c, = r,-p-(h+P+遁（元ーR,)-[r,-r,-p―今h]の(x;<1fぐ）

-[c亡 乃 十(h+峠］の()4))-[rけ (1-今）p-c,] の(";(;~2)

-(h+Pl{l:: 成,)lg(ザい（三R,)¢(b)db+1:., 号）gー'(7i)¢(b)db}-aff,(元ーb)q',(b)db

をみたす。右辺の関数F1(幻）は m の単調減少関数である。また F1(R1)= -H~(R1)+(l+a)c1>c1, 

Fi(元） = (1 +a)c1>c1 = F(叫したがって元<x2 をうる。 x~元のとき，パ(x)= J;(x) = -c1> 

-p, 元くx~元のとき，丘(x)=-ca, f{(x)~ 一 Q よって一P<f;(x)~f{(x) (x~ 元）

x>元のとき

如）ーバ(x)= a f00t{(x-b)¢(b)db 

゜
= a 1x-x1f{(x-b)¢(b)db+a 1:x/{(x-b)¢(b)db 

臼ahf
x-x1 

゜
¢(b)db疇 c1f00¢(b)db<ah

X-X1 

となる。したがって一P<f;(x) <f{(x) + ah 

ii) n=kに対して定理が成立しているとする。このとき

X k~X k-1 

-p<f~(x)~J, い(x) x~x 

-p<丘(x)<J,い(x)+ ak-I h x > x 

となる。

このとき Xいは C1=凡(xぃ）をみたす。凡(x)はXの単調減少関数であり，凡(R1)= -HiR1) 

+(1 + a)c1 > c1 

疇） = r,-p-(h+P+噂（元ーR,)-(r,-r,-p―今h)の(x;<4ぐ）

-[c, 玉+(h+P)紐(}4)-[r叶(1-加— c,] の(x;<4~')

(Xk-R1)/g虚）
-(h+P){lk-R1 t g-1(XkbR1)¢(b)db+ 1x:g(与）g―1(~)¢(b)db}

-23-
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-a Joo丘（元ーb)r/>(b)db

=Cげ aJoo[/, い(xk-b)-t~(云-b)]r/>(b)db

~c1= 凡（元+1)

であるから， Xk~Xk+l をうる。

X~Xk のとき，八(x) = /, い(x)= -c1 > -P, x k く Xk~Xいのとき， fい(x) = -c1, /~(x)~ ー C1

よってーp<f,い(x)~/~(x) (x~Xk+1) 

x>元ョのとき

fい(x)一丘(x)= a j00[/~(x-b)-f, い(x-b)]¢(b) db 

= a 1x-xk[f~(x-b)-/, い(x-b)]r/>(b }db+ a f00 [f~(x- b)-/, い(x-b)]¢(b) db 
x—西

印 fX-Xk ak-1帥(b)db+〇＝がh(J)(x-x k)くがh

-p<-c1</. い(x)であるから n=k+lのとき成立する［証終］

むすび

需要量が連続的な多期間在庫モデルについて，返却および追加注文を考慮し過剰需要が後期需要と

して取扱われる場合の最適政策を検討した。最適政策は簡単な型になることを示した。最適政策が簡

単な型にならない場合や，過剰需要が後期の需要として取扱われないモデルについては今後の研究課

題である。
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