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離散確率的在庫モデルに関する同値変換の一般化

I日
..Il.J 玉 正 憲

論文 [22]で需要の発生が一般的で，発注量が発注間隔の任意に定められた時点に入荷し，需要量

が離散的確率変数と考えられる一期間在庫モデルの同値変換について検討した。需要量が離散的な場

合は連続的な場合に較べて解析が複雑となる。需要が期を通じて一様に発生する場合と，ある種の 2

次関数にしたがって発生する場合を取扱った。本小論では，需要の発生をさらに一般化することであ

る。

発注は期首に行われ，発注量は期間 (t) 内の任意の時点 t。（~t)に入荷するものとする。ここで

t/to= nとおき， n=l,2,…00をとるものとする Uo=O,つまり期首に入荷する場合は n=ooとす

る）。確率的に変化するのは需要量Bだけである。需要の発生が下記の（1), (2)の場合の一期間当た

りの期待費用 Ei{C(B,z)} (i=l, 2)は次のように与えられる況

(1) 需要が一回きりで，すべて期着に拡い出される（モデル (1))

E1{C(B, z)} = c・(z-x)-p{ (1 ~¼)z＋か芦。綽（b)}

+(h+ p){ (1-¼)孟(z-b)¢(b)＋は。(x-b)¢(b)} (0.1) 

ゞっっ
'-'-しL..，

x ：前期からの繰越し在庫量

y:発注量（仮定によって期間 t内の任意の時点 t。に入荷）

z=x+y 

¢(b)：需要量Bの確率関数， P{B=b}=cp(b)

c:購入コスト（単位当たり）

h：在庫維持コスト（単位当たり）

p:品切れコスト（単位当たり）

である。

1) 児玉正憲 [21]
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(2) 需要は期の間一般的な関数にしたがって発生する（モデル (2))

ここに，

ふ{C(B,z)} = c ・ (z-x)→{(1-¼)z十¼x-孟G(b, 1)¢,(b)} 

+(h+p)｛旦 [(1-¼)z-G(b, 1)]¢,(b)+¼x 釦賛―i ¢,(b)} 
+(h+P){2[g―1(b, ・x)x-G(b, g-1(b, x))]¢(b) 

b=g,-t(x，が
1 g.-l(z,-;;-)-1 
n 

+ 2 l G(b土）¢(b)
b=g*―'(x,-;;-) n 

g*―1（号）

＋呂 [(g→(b,z)-½)z-G(b, g→(b,z)]¢(b)} (0.2) 

g(b, u): g(b, 0), g(O, u)=O, g(b, l)=bとなる 8g(b,u)/au >O になる b の狭義増加関数(O~u~

1)，考察期間 tにおける需要量Bの実現値 bが与えられたとき，期における需要の発生は， g(b,T/ 

t), (0:;'.;T~t) にしたがうものとしている。

G(b, v) = lv g(b, y)dy 
g-1(b, x): x=g(b, u)となる U の値

g→(b, z) : z=g(b, u)となる Uの値

叫x,~): x=g(b,;)となる b以下の最大の整数

勾 (z 1 
n ): z=g(b，*)となる b以下の最大の整数

n＝⑳の場合は， g;1(x,O)=g;1(z, 0)=00とする。

変数 Z1,Z2,…， Znに関して 2つのシステム A,Bが同値であれば， Bのふるまいを調べることでA

のふるまいを知ることができる。このとき， BがAに比して簡単であれば好都合である。モデル(2)

をA,モデル（1)をBで表わすものと考え，その同値関係について考察する。 A,Bのいづれにつ

いても制御可能な変数は在庫水準だけである。在庫水準のシステムヘの影響は期待総費用である。し

たがって期待総費用について同値関係を求めるのが本論文の目的である。

1. モデル (2)の同値変換

L'.l;E{C(B, z)}=E1{C(B, z+l)}-E1{C(B, z)}, L17E{C(B,z)}=L'.ltE{C(B, z+l)}-L'.l;E{C(B, 

z)}(i=l, 2)でE;{(C(B,z)}の一次差分および二次差分を定義する。このとき，論文 [21]2)より

2) 児玉正憲 [21]ページ12-14
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譴 {C(B,z)} = c-(1-i-)P+(h+P){[(1-i-)z-G(z, 1)]¢(z) 

+(1-りi¢(b)＋“悶’柾'c(b,-¾z)¢,(b) 
n b=0 b=g*―1(z点） （， n 

gい (Z点）一l
一呂 [(g→(b,z三）z-G(b,g→(b, z)) ]¢(b) 
gい(z+l点）ー1
十五［（戸(b,z+l)-¼)<z+l)-G(b, g-1(b, z+1)]¢(b), 

n ~ 2 (1.1) 

4出 {C(B,z)} = c, n = 1 (1.2) 

扉{C(B, 0)) ~ (h+ p){ G(l, l)\?(1) ＋□望；に(b,-¾,-)+2(g→(b, 2)--¾,-) 

-G(b, g→（い））］¢(b)

gい (1点）ー1
+ 2 [2(g-l(b,2)-g→(b, 1) 
b=2 

+2G(b,g→(b, 1))-c(b, g-1(b, 2))-c(bり］¢(b)}, z = 0, n ~ 2 
'n 

(1.3) 

4江E{C(B, z)} = (h+ p){[z(g→(z+ 1, z)-1)+ G(z+ 1, 1)-G(z+ 1, g-1(z+ 1, z))]¢(z+ 1) 

g*―1（叶）ー1
+ ~ [(z+2)g→(b, z+2)-2(z+l)g→(b, z+l)+zg→(b, z) 
b=Z+2 

-G(b, g-1(b, z)) + 2G(b, g-1(b, z+ 1)-G(b, z+ 2)] </>(b) 

炉 (z+2,―)-l

＋ b=g互〗）［c(b, ¼)+(z+2)g• (b, z+2)-G(b, g→(b, z+2)) 

g*―1(z+l点）ー1
-~]¢(b)＋区 [<z+2)g-1(b, z+2)-2(z+l)g-1(b, z+l) 

b=gい(Z,―)

-c(b, ¼)+2G(b, g-1(b, z+ 1))-G(b, g→(b, z+2)) +¾]¢(b)} 

z ~ 1, n ~ 2 (1.4) 

4紐E{C(B,z) = 0, n = 1 (1.5) 

となる。

(0.1)式の ¢(b)をr(b)でおきかえた式を凡{C(B,z; r)｝とおき，（0.2)式をあらためて品{C(B,

z;¢)}とおき，

Ll1E{C(B, 0; r){ = Ll2{C(B, 0; ¢)} 

LlrE{C(B, z; r)} = Ll?{C(B, z; ¢)}, 

が成立するように r(z)をきめると，

z~l 
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1 1 
g.-1(1，かー1

r(O) ＝-；{（1-¾)¢(0)＋互 [(g→(b,l三）ー G(b,g-1(b, 1)) 
1 

+c(b, -¼) ]<t>(b), ・ n ~ z, (1.8) 

r(z+l) ~ ~{ [ G(l, 1)-G(l, ¼)] ¢(1) + •·'賛[2(g~'(b, 2)-g-'(b, 1)) 
1 

+2G(b, g-1(b, 1))-G(b, g-1(b, 2))-c(b, -¼) ]<t>Cb)+ ~．→翌I G b,l_ 
+2(g-1(b,2)-i)-G(b,g-1(b，叫¢（b)｝， b:g.：I(1;万:[ n (；；；；;) (1.9) 
1 = ~ {[z(g-1(z+ 1, z)-1)+ G(z+ 1, 1)-G(z+ 1, g→(z+ 1, z))]</>(z+ 1) 
1 
1 
n 

g.-,は執1
+ 2 [（z+2)g→(b, z+2)-2(z+ l)g-1(b, z+ l)+zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)) 
b=z+2 

g.-l(z+I．かー1
+2G(b, g-1)(b, z+ l))-G(b,g→(b,z+2)）］¢(b)＋ 2 n [(z+2)g-I(b,z+2) 

b=g．-1（ふー）
-2(z+l)g→(b, z+ l)-c(b, -¼)+zG(b, g→(b, z+ 1))-G(b, g→(b, z+Z)) 

'n 

+¾]<t>(b) 

＋ g．→ (Z五':,>~:[ c(b,-¼)+(z+2)g-1(b, z+Z)-G(b, g-1(b, z+2)）-口
b=g.-1（か1．i) n ]¢(b)｝， 

z ~ l, n ~ 2 (1.10) 

となる。 r(z)の性質を調べるために g(b,T/t)を特定化しよう。

2. g(b, T/t) = b(T/t)mの場合

このとき，

G(b, v)＝』Vg(b, y)dy＝岱闘， g→(b,x)＝（ザ， g-i(b,z) = (1)土

G(b,g→(b,y）） ＝ム（忙）干， gふ1(x,i)＝nmx，ぶ（z，i)＝ nmzl 
(2.1) 

となり，（1.8)式，（1.9)式，（1.10)式より

r(O) = ~{（三）¢,(0) ＋宮[ mい）凸 b い）m+1＿上
1 

n b=I m+1 b m+1n 才(b)}'
n 

n ~ 2, (2.2) 
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r(z+1) ＝ 1 i {［m訊1-（i)m+1)］¢(1)＋国 [2m；い（｝）i_m［は）m+'];,(b)

＋ 2：江［叩い (¾)m+l十；？1 （店）i-¾]¢(b)}, z=O, n~2 (2.3) 

1 ff m(z!!W-ー (z+l)守）

1--
= l {［ （m+1)（z+1)吉 +1]¢(z+ 1) + [ (z+2)デー2(z+l)!!W-+z吋
n 

x：琴―＋： m門1（ら）点¢(b)＋nmb(g:）Z-l[ ［(z+2)干— 2(z+l)EW-]叩↑1(｝）点

+~ [ z-¾i(~)m]]¢(b) ＋こご露+] ［（z+2)守 m門1(}）点

+i[m:1 （¼)mー (z+2)]]¢(b)}, z~l, n~2, (2.4) 

となる。

補題 1 r(z)は確率関数である。

証明 まず r(z)~o を示そう。 (22) 式における [m(l/b)11m+b(l/n)m+1]/(m+ 1)-1/nをf1(b)とお

くと， f1 （ b) は b~ 炉のとき， b の非増加関数であり(·:bを連続変数として bに関して微分すると，

[ (1/n)m+l -(1/b)<m+1)!m]/(m + 1) となり b~ 炉のとき非増加関数となる）， f1（炉）＝ 0 であるから， b~

炉ー 1 のとき /1(b)¢(b)~o

(2.3)式において， /z(b)=[2m(211m-l)(l/b)11m-b(l/n)m+1]/(m+ 1)とおくと，丘(b)は bの減少関数

で， f2（炉）＞〇となるから f2(b)¢(b)~O (2~b~ 炉ー 1)，また fib)=[2m(2/b)1'm + b(l/n)m+1]/(m+ 1) 

-2/n とおくと， f3（ b) は b の非増加関数となり (b~2炉）， f3（2炉）＝ 0 であるから fib)¢(b) こ〇

(2.4)式において， f4(z)＝｛m[z(m+1)lm_(z+1)(m+1)Im]/（m+1)（z+1)llm+1}とおくと，八(z)はzの

減少関数で（・立を連続変数として zに関して微分すると，すべての z>Oに対して負となる）， z→(X)

のとき f4(z)→0となるから八(z)¢(z+1)~o。 fs(z)=zn+i (n>O)とおくと， f5(z)は凸関数であるか

ら，［（z+2)(m+l)/m -2(z+ 1) + Z(m+l)/m]~ 2(z+ 1)<m+l)/mとなる。 f6(Z,6) = {[ (z + 2)<m+l)/m -2(z 

+ l)<m+llm]m(l/b)11m /(m+ 1) + [z-b(l/n)町(m+l)]/n}とおくと， f6(z,b) は z~l, b ~ nmzのとき b

の減少関数で（・：JG(z,b)= {[(z+ 2)<m+l)tm -2(z+ l)<m+l)tm + z<m+l)tm]m(l/b)11m/(m+ 1) + [z-b(l/n)可

(m+ 1)]/n-z<m+l)tmm(l/b)11m/(m+ 1)｝と変形すると，第 1項は明らかに bの減少関数，残りの項を b

で微分すると， b~nmz のとき b の減少関数であることがわかる）， JG(z, nmz) >O, JG(z, nm(z+ 1)) >O 

であるから /6(Z,b)¢(b)~O (nmz~b~炉(z+1)-1)。f?(z,b)=(z+2)<m+l)tmm(l/b)11m/(m+ l)+[b(l/ 

n)町(m+1)-(z+2)]/nとおくと，介(z,b) は b~ 炉(z+2) のとき b の非増加関数(b<nm(z+2)⇒狭

義減少関数）となり，かつ f7(z，炉（z+2))=0よって f?(z,b)¢(b） ~o （炉(z+l)~bく炉(z+2))

以上のことより r(z)~o が証明された。

00 

つぎに~ r(z)=lを証明しよう。 (2.2)式，（2.3)式より，
Z=O 
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r(O)+r(l) = ~{(1-*)[¢(0)+¢(1)］＋図i21 [m(:!;1)(｝）よ—↓]rp(b)
1--
n 

信―m!［ふ(})m+1十三{t)とi]¢(b)｝n；；；；2 (2.5) 

また， (2.4)式よりつぎの諸関係式を得る。

孟：図 [(z+2)竺'-2(z+l)'W-+z~] ¾,(-ti¢(b) 

oo nmZ-l I 

＝且互[(z+2)~-2(z+ 1)守＋戸］加↑1(i)%（b)
I 

―合 [(z+2)苧ー2(z+l)守＋戸］叩門1（土）蒻(z+1) 

＝合zn国[(z+2)デー2(z+l)"W-+ z-"W-] m門1（占）よ¢(n可）
o nml 
心 ~:1 [<z+2)'W--2(z+l)守＋戸” 1 ¥.! 
l=1Z=e+1 ] m+1 （炉l＋1)呼(n可＋1)
oo nml+1 
噂母 [(z+2)デー2(z+1)--W.五吋

”(1  
I 

~ n叫 i+l)-2

x m+1 n可＋2）ii,¢,(n可＋2)＋…＋芦ぶ [(z+2)デー2(z+l)守＋吋

x”(1  1 
m+l 炉(l+1)-1

?¢(nm(l+l)-1) 

oo l 

翌 (z+2)デー2(z+1)-"'li'＋汀］m↑1（土）％（z＋1)

=i”(1)よ
t=I m+l n可

¢(nmn[u+1)乎ー(l+2)~+(n可＋ 1）守— (n可）-"W]

ふ m (1戸
ft¥ m+ 1 炉l+l

¢(n可＋l)[(l+ 1)-"W--(l +2)-"t'-+(n可＋2）守

-(nml+l)吋＋…十i”(1)点
l=o m+1 炉(l+l)-1

¢(n町l+ 1)-1) 

x[(l+l)守ー(l+2)守＋（記(l+1)）＂←（炉 (l+l)-1)竺＇］

啜 [(z+2)-'"i'--2(z+1)-"Ji'＋臼］m牙1（土）,Jirp(z+ 1) 

= m門1孟[(土）％（n茂）＋…＋（炉(z]1)-1)%（炉(z+l)-1)]

X [(z+l)ザー(z+2)叶＋ m？1(l-2デ）［け）,Jir/1(2)＋…＋（nら）,Jirp(nm-1)]

+ m竺1合（よ）,Jirp(nmz)[(nmz+ 1)~-(n?）吋
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oo l 

＋…＋は（炉(z!1)-1)m¢（炉（z+l)-1)［（炉(z+l））守—（炉(z+l)-1)可
oo l 

芦 [(z+2)千— 2(z+l)竺＇＋戸］ m↑ 1しい,;;¢(z+l)

= m 豆[(z+1)ザー(z+2戸］加（団(tl¢(k)+≫frr(1-21lli/i-'-):~— l 
I 
1 ¥m 

m+1z=1 k=n匹万 m¢(K)＋m+1(1-2デ）母し） if;(z)
1 1 

+ m↑ 1 旦 (z+l)(~)亨(z) ― m↑ 1 記(z) ― m竺 1 孟 (z+1)(z:1)怜(z)
1 

+¾i 孟 zrp(z) ― m?1 芦 z( ふ）均(z+1) 
l l 

= m兄fjJ1 [(z+l)王(z+2戸l 喜:~-1 (1 ）~¢(k)+~(l-2守）窟(-½)玲(z)

＋ m?1孟z1>(z)―m竺flJ1z( ふ）~1>(z+l)

戸 {nm；塁［［（z+2)守— 2(z+l)亨］二（｝）点＋土[z-¾i(¾t]]¢(b) 

n叫z+2)-l I 

+b=n寄z+1)[(z+2)Tm↑1(}）元＋土[¾i( いm ー (z+2)]]¢(b)}
~ nm(z+l)-1 I 

予ぶ {[(z+2)デ— (z+l)豆］ニバ）三¾}¢(b)

-2b図＿ml{；:1（房）点+i[m[1(i)m-2]｝¢(b) 
～加(z+l)-1 I 

m = ~ f [(z+2)竺l-(z+1)守］~.,-.(-"t)"' 1 m+1た¥[ (z+ 2)~-(z+ l)~] n:<~匹け） ¢(k)

-｝ z言mrp(z)-2~磨―ml { ；:1（り点+;[mt1(i)m-2]｝¢(b) 
孟[m((;m:;;:+]>P-+1 ]¢(z+ 1)＝孟¢(z)-m↑1芦zq;(z)

m 
oo _I_ 

+ m+1臣(zTTt ¢(z+ 1) 
co 

となる。 (2.4)~(2.8)式により fy(z)=y(O)+y(l)+~ y(z)=lを得る。
Z=O z=2 

補題2
oo 

~ ur(u) = 
1 m 1 ° 
2-万~ bcf;(b) 

U=o m+1←o nb=0 

証明 (2.4)式により (2.6) ~(2.8)式を導いたと同様な計算より， つぎの式を得る。

図砂；乱―I[ (z+ 1)守ー2z~；；＇十（z-l）~]二 (i;i¢(b)
oo nmz-1 1 

＝芦ぶ:(z+ 1)[ (z+Z)デー2(z+l)ロバニ且）嘉(b)
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oo l 

ー図 (z+l)[(z+ 2)~-2(z+ l}"'ど＋ z~]
m I 1 ¥-,;, 

Z=l m+1(z+1)¢(z+1) 

oo nmk-1 1 

＝邑ぶ＋:(z+l)［に＋2）デー2(z+l)デ＋四］ m乃1（人）％（nmk)
oo nmk 
+ 2 2 (z+1) ［（z+2四ー2(z+l)"¾'-+z竺1]”( 1 )羞＃（n顎＋1)
k=1 Z=K+I m+1 nmk+1 

oo nmk-1 I 

心。z苓＋1（z+1)［（z+2戸ー2(z+l)守＋Z-m釜l→]m↑1（炉い）元</>(nmk+Z)＋…
oo nm(k+l)-2 I 

+~ 図 (z+l)[(z+2)デー 2(z+l)'¼'-+z守］ m I 1 to n:xcl-¥z+ l)[(z+2)"¾-l-2(z+ l)'¼'-+ z'¼'-]¼i (炉（K＋1)-1)万（炉(k+1)-1) 

—言 (z+l)[(z+Z)"W-Z(z+ 1戸＋E]m?1（土）占¢(z+1) 

＝ミ m (1)よ
k=l m+1 nmk 

¢(nmk){(k+ l)(k+2)[(k+ 1)盗ー (k+2)叶十 nmk(n叫~+ l)[(n叫~+1)占

I OO I 

-(nmk)元］｝＋戸im竺1(nmい）覧(nmk+l){(k+ l)(k+2)[(k+ 1)←(k+2)t] 
+(nmk+ l)(nmk+ 2)[(nmk+2)*-(nmk + l)合］｝
~ 1 

＋…＋戸。 m↑1（后（K：1)-1)%（n囁＋1)-1)
x {(k+ l)(k+2)[(k+ 1)奇ー(k+2)奇］＋（nm(k+ 1)-1)(nm(k + l))[ (nm(k + 1)）占

-(nm(k+l)-1)土］｝ー図(z+l)[(z+2)苧— 2(z+l)千＋臼］ m竺1（土）点¢(z+1) 

= m竺1孟(k+l)(k+2)[(k+ 1)占ー(k+2)*]~：塩：） (})¾. ¢(z) +*1(1-2点） n芦2]（i)点¢(z)

+ m↑ 1 孟 z(z+l)(~Y"¢(z)-¾, 孟 z[(z+1)¢(z)-¾,芦z[(z+l)(~Y"

-2z+(z-1)(~)点］ ¢(z) (2.9) 

言 z{b-nn迄~J[(z+l)."ず•-2z窄］叩竺 1(｝）i+；し―1-¾i(¾t]]rp(b)

+ n:芦：~-1[(z+ 1)叩 m竺1(｝)デ＋｝［ mt1(¾t-(z+l)]]rp(b)} 

＝孟nmb(苓cl{(z+l)[[(z+2)竺'-2(z+l)竺']mりパ｝）点+¾[z-¾i(¾t]]rp(b) 

+z[(z+ l)"'点lm勺1(》)i+;［加］1(いm-(z+l)]]rp(b)} 

-2b国］2竺lm竺 1(》）点＋~[¾i(~r-2 ]}r/J(b) 

I 

m oo nm(z+l)-1 I 1 ¥-cc 1 = 
= ¾I t1 (z+l)(z+2)[(z+2)←(z+l)告］ ~:z-1 ( 
m+l 1)冨(b)-~ b~m brp(b) Z=1 b=nmz b (m+1)nm+1 b=nm 
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_2b窒｛ ；？1(ゑ）点+¾[mh-(¾)m-2]}¢(b) 

孟z[~；が針 +1] ＝ m竺 1 孟 {z(z-1)(~)点ー z2}¢(z) ＋孟 z¢(z)
(2.3)式，（2.9)~ (2.11) を用いて，

°° °° 1 m+l oo 
芦。zr(z)＝r(1)＋芦2zr(z)＝（m+1)｛1一上）｛（1-い） ）戸。姉（b)}

n 

＝ 1 （ミ土） OO 

m+1k=o n b=0 
~ b¢(b) 

を得る。

ヽ
ー
，
／
ヽ
．
~

0

1

 

1

1

 

．

．

 

2

2

 

（

（

 

補題 3
z z 

~ r(u) = ~ ¢(u)+ 
1 nmZ-l m(（z+1)畦—z畦）上土＿上

U=O U=° 1-L｛温［ m＋1 (b) n]¢(b) 
n 

+nmb苫:z-1[(z+1)デ m門1(｝）点+i-[¾i(i-)m -(z+ 1) ]]¢(b)}, 

n~2, z~l 

証明帰納法による

i) z=lのときは (2.5)式により明らかに成り立つ。

ii) z=kのとき，補題が成立していると仮定する，帰納法の仮定および (4)式より

k+l k 
~ r(u) 
U=O 
＝戸。r(u)+r(k+ 1) 
k 

＝因 ¢(u)+
1 nmk-l m(（K+1)畦— K畦） 1点 1to¢(u)+~｛温［ m+1 け）—叶¢(b)
n 

+nmb（翠Kー1[ (k + 1)干 mm+1げ）点+i[m]は）mー (k+1) ]]¢Cb)} 

＋ 
1 ff m(k1¾1- —(k+l)1¾1-) 
1-l{[ (m+1)（K+1)p+1 ]¢(k+l) 
n 

nmk-1 1 

＋ぶ＋:[(k+2)守—2(k+l)守＋ k1¾1-］ニバ）嘉(b)

+nmb苫；；ー1[[(k+2)デ—2(k+l)デ］ m門1(｝）点+¼[k-¾i(¼)m]]¢(b) 

nm(k+2)-l 1 

+b=nごK+1) ［（K+2)守叩竺1(i)云十¼[¾i(¼)m-(k+2)]]¢(b)} 

＝哀 ¢(u) ＋ 1-1上｛（1--¾,)¢(k+l)＋喜〗ー1 [ m(（K+2);:;+-1(K+1)守）（｝）点
n 

-¼]¢(b）十 bご翠)+]［(k+2)守 m門 1(〗）点+¼[¾i(¼)m -(k+2)]]¢(b)} 
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k+I 
= ~ ¢(u)+ 

1 加(~!)-Ir m((k+2戸ー(k+1)-'W) (I点 1
U=° 1ーバ星[ m+1 い）ーァ］¢(b)

n 

nm(k+2)-l I 

+b=nごK+1) ［(K+2)干 m門パi)~+i[¾i(it-(k+2)]]¢(b)} 

となり， z＝K+1のとき成立する。

補題 4
z 

区 ur(u)= 
1 m l 2 

U=o m+1芦ず戸。u¢(u)

1 (n~-1 1 

＋ 1-l ｛五[<z+l)z((z+l)←z*)加門1(｝）盃＿ mt1(i)ml]¢(b) 
n 

nmは＋1)-1 1 

+z b苫mz[（z+1)守 m?1(｝）i+¾[¾i(¾t-(z+l)]]cp(b)}'
n~2 

証明 帰納法による

i) z=Oのときは両辺が0となり明らか， z=lのときは，右辺は (2,3)式と一致し，成立する。

ii) z=kのとき補題が成立していると仮定する。帰納法の仮定および (2.4)式より

k+I k 
区 uy(u)= ~ 

1 m 1 k 
uy(u)+(k+l)r(k+l) = 区一r~ u¢(u) 

U=o u=o m+1l=o n u=0 

+ 1 -｛宮 [(k+l)k((k+l)←K舌） m 上三
I b (1 ¥m+I 

1 b=h+l m+1(b) m+1(n) ］¢(b) 
n 

+kn:茎:)K1[（K+1)＂奇 m竺1（も）,l,+i[¾i(ir-(k+l)]]¢(b) 

+(k+1)[ 
m(k苔'-(k+l)芍
(m+1)（K+1);+1 ]¢(k+l) 

nmk-1 1 

+(k+ 1)ぶ＋:[(k+ 2)'o/-2(k + 1胃＋戸lm門1(i)覧(b)
nm(k+l)-1 I 

+（K+1） こ ［［（K＋2)デー2(k+l)千］ mいm 
b=n匹 m+1万）

＋訃 [k ― nf+-r(¾t]]¢(b)+(k+1) ::と:)+J(k+2)干 ;:1(》)点
+i[rn¾じ）mー (k+2)]]¢(b)}
1 m 1 k 

= 2-石~ u¢(u)+ 
l 1 

m+1l=o n u=0 1--
r-{¾i[ 1-(ir+1J(k+ 1)¢(k+ 1) 

n 

加 (k+l)-1 I 

+ nm~品［（k+l)(k+2)((k+2)←(k+l)古）m？1(け-m]は）m＋1]ゅ(b)
nm(k+Z)-1 I 

+（K+1) b-n寄K+1)[(K+2)干；↑1(［）元＋土[m[1（土）mー (k+z)]]rp(b)}
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= mい旦｝筐 u</>(u)+~ 「国〉~-I [(k+2)(k+l)((k+2)吉

-(k+l)匂加竺パ｝）i_m:は）m+l]¢(b) 

+(k+ 1)::~哀)+]［（k+2)~m竺 1(｝）i+i[ mt1(¾r-(k+2)]]¢(b)} 

となり z=(k+l)のとき成立する。

補題 5 言(z+u)r(u)＝旦{z―mい旦炉｝¢(u)

+ 1 ｝戸[z~~バ）よ—}[z- mt1国］］</;(b)}

証明 補題3と補題4より明らか

(2.2) ~(2.3)式で y(z)を定義すると，（1.6)式，（1.7)式が成立するので

Ll1E{C(B, z; y)} = LlzE{C(B, z; ¢)}, z~O (2.12) 

となる。 よって

E1{C(B, z; r)}＝凡{C(B,z; ¢)}+ /(x) 

補題3ー補題5を用いて f(x)を計算すると，

(f(x)は X と定数のみの関数）

I 

I(x) ＝ m[1 旦〗孟 b¢(b)+(h+p){¾i 畜―+1]［二戸(il-x

+ m1+1（土）mb]¢(b)_ 1 +1 芦土戸。 xb¢(b)-~ 戸斎＇ぃ孟(-½i¢(b)} 
(2.13) 

したがって単純な特定モデル（1)で¢(b)の代りに r(b)を用いると，需要形態がg(b,T/t) 

= b(T/t)mのモデルの期待総費用に f(x)を加えた期待総費用を得る。しかしながら il1E{C(B,z; r)} 

=』2E{C(B,z; ¢)｝が成立するから凡{C(B,z;r)}および凡{C(B,z; r)}を最小にする zの値は同

となる。

値である。

n＝⑳とおくと， /(x)=Oとなり，両方の期待値は同値となる。

む す び

需要の発生が一般的で，発注量が発注間隔内の任意に定められた時点に入荷し， 需要量が離散的確

率変数と考えられる場合の在庫モデルの同値変換を検討した。需要形態が m乗型の場合は，需要が一

回きりで，すべて期首に拡い出される場合に同値変換されることを示し，

態が複峯型の場合の検討はこれからの研究課題である。

その性質を論じた。需要形

-171-



経済学研究第 55巻第4• 5号

文 献

[ 1 J Arrow K. J., S. Karlin and H. Scharf: Studies in the Mathematical Theory of Inventory and Production, 
Stanford, Calf. Stanford Univ. Press. 1958. 

[ 2 J - : Studies in Applied Probability and Management Science, Stanford Calf. Stanford Univ. Press, 1962. 
[ 3] Bellman, R: Dynamic Programming, Princetion, N. J., Princetion Univ. Pres, 1957. 

[ 4 ] M. Kodama: A delivery-lag inventory control process with emergency and non-stationary stochastic 

demands, Bull. Math. Statist., Vol. 12, No. 1, 2, 1965, pp. 69-88. 

[ 5] M. Kodama: A delivery-lag inventory control process with emergency and non-stationary stochastic 

demands II, Kumamoto J. Sci., Ser. A, Vol. 7, No. 3, 1966, pp. 43-72. 

[ 6] M. Kodama : A type of statistical inventory problem with emergency and delivery-lags, Memoirs of the 

Faculty of General Education, Kumamoto University, Series of Natural Science, No. l, 1966, pp. 7-21. 

[ 7 J M. Kodama : The optimality of (S, s) policies in the dynamic inventory problem with emergency and 
non-stationary stochastic demands, Kumamoto J. Sci., Ser. A, Vol. 8, No. 1, 1967, pp. 1-10. 

[ 8 J M. Kodama: A delivery-lag inventory control process with emergency and non-stationary stochastic 
demands III, Memoirs of the Faculty of General Education, Kumamoto University, Series of Natural Science, 

No. 3, 1968, pp. 9-23. 

[ 9 J M. Kodama: Optimal policies for dynamic inventory processes with random delivery-lag and non-
stationary statistics demands, Kumamoto J. Sci., Ser. A, Vol. 8, No. 2, 1967, pp. 84-105. 
[10]北原貞輔・児玉正憲： 「ORによる在庫管理システム」九州大学出版会， 1982。

[11]児玉正憲・北原貞輔： 「種々の需要形態に関する統一的在庫モデルの研究」経済学研究， Vol.47, No. 5・6,九州

大学経済学会， 1983。
[12]児玉正憲： 「種々の需要形態に関する確率的在庫モデル」，経済学研究， Vol.51, No. 5,九小l・I大学経済学会，

1986。

[13] ： 「確率的在庫モデルの最適政策（ I)」経済学研究， Vol.52, No.1~4，九州大学経済学会， 1986。
[14] -:「確率的在庫モデルの最適政策 (II)」経済学研究， Vol.52, No. 5，九州大学経済学会， 1986。

[15] -:「動的在庫モデルの最適政策（ I)連続編」経済学研究， Vol.53, No. 4 • 5,九州大学経済学会， 1987。
[16] -:「動的在庫モデルの最適政策 (II)連続編」経済学研究， Vol,53, No. 6,九州大学経済学会， 1987。

[17] -:「リードタイムのある動的在庫モデルの最適政策」経済学研究， Vol.54, No.1 • 2,九州大学経済学会，

1988. 

[18] -:「リードタイムのある動的在庫モデルの定常政策」経済学研究， Vol.54, No. 3,九州大学経済学会，

1988. 

[19] -:  「一般的生産・需要形態に関する静態的在庫モデル」経済学研究， Vol.54, No. 4 • 5,九州大学経済学会，

1988. 

[20] -:  「リードタイムのある確率的在庫モデル」経済学研究， Vol.54, No. 6,九州大学経済学会， 1989。

[21] -:  「リードタイムのある確率的在庫モデル（離散編）」経済学研究， Vol.55, No.1 • 2,九州大学経済学会，

1989。
[22]-: 「離散確率的在庫モデルの同値変換」経済学研究， Vol.55, No. 3,九州大学経済学会， 1989。

[23] Monks, J. G. : Operations Management, Theory and Problem, McGraw. Hill, 1977. 
[24] Nadder, E: Inventory System, John Wiley, 1966. 

[25] Scarf, H. E., D. M, Gilford, and M. W. Shelly: Multistage Inventory Models and Techniques, Stanford, Calif. 

Stanford Univ, Press, 1963. 

[26] Tahu, H. A. : Operations Research, An Introduction, Macmillan, 1976. 

-172-




