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リードタイムのある確率的在庫モデル
離散編一—―

児 玉 正 憲

需要の発生が一般的で発注量が発注間隔内の任意に定められた時点に入荷する確率的在庫モデルの

最適政策を検討した1)。その場合，需要量は連続確率変数にしたがうと仮定した。

本小論では需要量が離散確率変数にしたがう場合の最適政策を検討する。

ここで取りあげるモデルは発注コストを考慮する必要がない購入・販売モデルである。発注は期首

に行われ，発注量は期間 (t) 内の任意の時点 to(~t) に入荷するものとする。ただし， to/t の値は 1, 1/ 

2, 1/3, …, l/m, …, 0をとるものとする， t/to= nとおく， n= l, 2, 3, …。確率的に変化するのは需要量

Bだけである。需要の発生については次の三つの場合を取扱う。

1. 需要が一回きりで，すべて期首に拡い出される（単純な特定モデル (1))

2. 需要は期を通じて一様に発生する（単純な特定モデル (2))

3. 需要は期の間一般的な関数にしたがって発生する（需要形態の一般的モデル）

論文を通じて使用する以下の記号を導入する。

x: 前期からの繰越在庫量

y: 発注量（仮定によって期間 tの内の任意の時点 t。に入荷）

z= x+y 

¢(b) : 需要星Bの確率関数， P{B= b} =¢(b) 

C : 購入コスト（単位あたり）

h: 在庫維持コスト（期，単位あたり）

p: 品切コスト（期，単位あたり）

1. 単純な特定モデル (1)

需要量Bの実現値が bのときの期平均在庫量および期平均在庫不足量をそれぞれ/1(b,z), l2(b, z) 

とおくと，次式で与えられる丸

1) 児玉正憲 [18]

2) 児玉正憲 [18]
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(1-ln )z+らn -b, O~b~x 

I,(b, z) = ! (心）(z-b) . x<b<z (1.1) 

゜
z~b 

゜
. O~b~x 

I,(b, z)~j ----(1 n b-x) x<b<z (1.2) 

-(1一上n） z-上nx+b , z~b 

ところが，需要量Bは離散確率変数であるので期待期平均在庫量Ii,期待期平均在庫不足量Iバま次の

ようになる。

11 = E{/1(B, z)} =~I1(b, z)¢(b) 
b=O 

＝互{(1-½)z+¾-b }¢(b)+晶 (1-½)<z-b)¢(b)
00 

12 = E{IiB, z)} =~Jib, z)¢(b) 
b=O 

z-1 1 oo 

＝ぶ五(b-x)¢(b)+図—(1-¼)z—占x+b}¢(b) 
したがって，このモデルの総期待費用 E{C(B,z)}は次式で与えられる。

E{C(B, z)} = c・(z-x)+h・Iげ P・12

= c·(z-x)+h[ 孟 {(1-¾)z+¾x-b}¢(b)+ b~~l (1-¾)cz-b)¢(b)] 

+P[盈↓(b-x)¢(b)+孟 {-(1-¾)z十+b }¢(b)] 

z+ x~b¢(b)} = c・(z-x)-p{(1一上） 上-co 
n n b=O 

+(h+p){(1-l)f (z-b)¢(b)+¾ 孟(x-b)¢(b)}
n b=O 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

E{C(B, z)}を最小にする zの値z*および最小値を求めるために， E{C(B,z)}の差分を計算して

おく。

ilE{ C(B, z)} = E{ C(B, z+ 1)}-E{ C(B, z)} 

= c-(1 —¾)P+(1-¾)(h+幡。 ¢(b)
4屯{C(B, z)} = .dE{ C(B, z+ 1)}-.dE{ C(B, z)} 

= (1-¼)(h+p)¢(z+l)~ 〇

したがって z*は，

E{ C(B, z+ 1)}~E{ C(B, z)} 

E{C(B, z-1)) ea E{C(B, z)) } 
-2-
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をみたす zの値である。これは (1.6) より {(1-1/n)p-c} / {(1-1/n)(h+ p)}をqとおくと，

Z* Z*-1 1 
戸。 ¢(b)~q~ 戸。 ¢(b), (1一n)P> c 

をみたさなければならない。したがって次の定理を得る。

定理 1 最適発注政策は (1-1/n)p> Cのとき，

X < z* ならば発注量=z*-x 

X~z* ならば発注量 =0

である。ここに z*は (1.9) の根である。

(1-1/n)p~C のときは (1.6)より L1E{C(B, z)}~0 となり， E{C(B, z)}はzの非減少関数とな

(1.9) 

るので，発注しないこと (y= 0), つまり z=xが最適となる。

t。=O (n = oo)とおくと論文 [9]の単純な特定モデル (1)に一致する。

t。=t (n = 1)の場合は LIE{C(B,z)} > 0 ((1.6) **参照）となり， E{C(B,z)}はzの狭義増加関

数となり，発注しないことが最適となる。

注 1 (1. 7) より ¢,(z)> O(z;;;;; 〇）のときは (1.9)の等号はとれ， z*は唯一である。 ¢,(z);;;;; O(z 

:~0) の場合は z* は唯一とは限らない。

Z*-1 Z* 

(i)~ ¢(b) = q =~ ¢(b) 
b=O b=O 

Z*-1 z* 

(ii) 因 ¢(b)< q =図 ¢(b)
b=O b=O 

Z*-1 Z* 

(iii)~ ¢(b) = q <~ ¢(b) 
b=O b=O 

(i)は3個以上の z*が存在し， (ii)'(iii)は2個の z*が存在する。

また， (1.8)が成立すればL1E{C(B, O)} < 0, lim L1E{ C(B, z)} < 0が成立している。
Z→OO 

注2 ti。=O(n=oo),ti。=t (n = 1)の場合の重要な式を列記する。対応する式にそれぞれ＊およ

び＊＊を付記する。

l1*(b, z) = { 
z-b , 

゜
゜lz*(b, z) = { '  
b-z 

〇 ~b<z
(1.1)* 

z~b 

〇 ~b<z
(1.2)* 

z~b 
z-1 oo 

E{C(B, z)}* = c·(z-x)+h~(z-b)¢(b)+~(b-z)¢(b) 
b=O b=z 

= c・(z-x)-p{ z—孟 b(¢)(b)}+(h+p)f (z-b)¢(b) 
b=O 

z 

LlE{ C(B, z)}* = c-p+ (h+ p)~ ¢(b) 
b=O 

4屯 {C(B,z)}* = (h+ p)¢(z+ 1) 

, z) = { 
x-b, 0~b < x 

I1**(b 
0 , x~b 

*
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(1.1)** 
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げ*(b,z) = { 
0 , O~b<x 

(1.2)** 
b-~X~b 

E{C(B,z)}** = c・(z-x)+心(x-b)¢(b)+噂 (b-x)¢(b)
oo X 

=c ・ (z-x)-p{x-~b¢(b)}+(h+p)~(x-b)¢(b)
b-=0 b=O 

LIE{C(B, z)}** = c 

(1.5)** 

(1.6)** 

L12E{C(B, z)}** = 0 (1.7)** 

(1.1) *, (1.2) *, (1.1) **, (1.2) **は (1.1), (1.2)と比較して bのとる値の範囲が3つの場

合から 2つの場合に変っている。

2. 単純な特定モデル (2)

需要量Bの実現値が bのときの期平均在庫量および期平均在庫不足量をそれぞれIi(b,z), Ji(b, z) 

とおくと，次式で与えられる丸

nx < zの場合

(1-¼)z+¼x—急

心+(1-¼)z-½(1-(り）b
I1(b, z) = 1 

羞＋五―炉＋賛¼)\
2

b

 

x
_
2
0
 
½(¼)\+心— ¼x

〇 ~b < nx 

nx~b<z 

z~b < nz 

nz~b 

〇 ~b < nx 

nx~b<z 

12(b, z) = i 1 1 2 万に） b+羞ー i-x+象一z+互， z~b < nz 

(2.1) 

(2.2) 

贔ー占x+象ー(1 一~)z
nx~z の場合

(1-上)z+ら-上
n n 2 

牙 1 1 
2b 
--z+-x 
n n 

I1(b, z) = 

互＋心— ¼z+½(¼)2b

nz~b 

〇 ~b<z

z~b < nx 
(2.3) 

nx~b<nz 

x2 
2b 

nz~b 

3) 児玉正憲 [18]
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b
-
2
 

＋
 
z
 

2

b

 

o
z
_
2
 

〇 ~b<z

z~b < nx 

Ii(b, z) = i 上（平＋と土＋立—z+L nx~b < nz 
2 n 2b n 2 2b' 

(2.4) 

五— ¼x+象―(1-¼)z nz~b 

したがって期待総費用 E{C(B,z)}はモデル (1)の場合と同様にして次式で与えられる。

E{C(B, z)} = c ・ (z-x)+h{国 [(1-¼)z+¼x―象]¢(b)

＋呈［贔+(1-¼)z-½(1-(り）心(b)

＋国［心着— ¼z+½(¼)2b]¢(b) 

図z*¢(b) }+ P{盆[½(¼)\+贔ー ¼x]¢(b) 

＋国［畠）\+五— ¼x+急ーz+五]¢Cb)

+bえ［心— ¼x+象―(1-¼)z]¢(b)}

= c·(z-x)-p{(i-¼)z+¼x-½to b¢(b)] 

+(h+p)は [(1-¼)z―象]¢(b)+¼x 図。~ ¢(b)} 

+(h+ p){予互州 +½(¼Y瓦 b¢(b)

愕（五— ¼z)¢(b)}, z~l 

(2.5) 

=ff姉(b)
b=O 

z=O 

(2. 5)はnx< zの場合について， (2.1), (2. 2) を用いて計算した式であるが， nx~z の場合につ

いて (2.3), (2. 4) を用いて計算しても同じ (2.5) を得る。

n = oo, n = lの場合は (2.5)は簡単な式になる。

1 
E{C(B, z)} = c・(z-x)-p{z一心。婦(b)}

+(h+p)は(z-象）¢(b)+孟缶(b)} n=oo, z~l 

E{C(B,z)} = c・(z-x)-p{xー｝孟b¢(b)}

+(h+p)は (x―魯）¢(b)+予芦L¢~)} n = 1 , z~1 

(2.6) 

(2.7) 
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E{C(B, z)}を最小にする zの値z*および最小値を求めるために， E{C(B,z)}の差分を計算して

おく

LIE{ C(B, z)} = E{ C(B, z+ 1)}-E{ C(B, z)} 

= c-(1-¼)p+(h+ p){ (1-¼)¢(0)+½(り2 翠 b¢(b)

点（嘉— ¼)¢(b)} , z = 0 (2.8) 

= c-(1-¼)P+(h+p){(1-¼) 翠 ¢(b) ―努:) +図~(唸；1 -¼)¢Cb) 

n(z+l)-1 (z+ 1 _l_ 2 
十五[ Zb n) ]¢(bl} , z eec 1 (2.9) 

(2.8), (2.9)をn= oo(t。=0), n = l(t。=t), n~2(0 < t。<t)の場合について計算すると，
i) n = oo (t。=0) 

LIE{ C(B, z)} = c-p+ (h+ p)は。¢(b)十 b孟雪l)¢(b)}, z~0 

ii) n = l (to = t) 

ilE{C(B, z)} = c , z~0 

iii) n~2 (0 < ti。<t) 
ilE{ C(B, z)} = (2.8) , z = 0 

= c-(1-峠+(h+p){ (1-¼)¢(0)-¢~l) 国（嘉— ¼)¢Cb)

2n-1 +~[ 
(2-上 2

,~n zt) ]<P(b)}'2~1 

= c-(1-¼)p+(h+p){(1-¼) 孟。 ¢(b)+~翠（言1-¼)¢Cb) 

b z 

+•':~~-f z+~~n) ]<P<bl}, z~z 

また， (2.10),,......, (2 .11)より，

庄E{C(B,z)} = iJE{C(B, z+l)}-ilE{C(B, z)} 

= (h+p){喜z竺ド＋ぶ叫t)},z~O, n=oo 

=0, z~O, n=l 

n~2 に対しては， (2.8), (2 .12), (2 .13)より

咋 {C(z,B)} = (h+ p){ 一 ¢~1) +苫[-½-½(い]¢Cb)

唸：[ (2~; r ] qi(b)} , z = O , n~Z 
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= (h+p){和1)+宮（惰＋い）¢(b)}, n=2, z=O (2.17) 

~(h+p){和(l)+:図[2-t~Y ]~(b)+国[ (2~:)']¢(b)} , 

n > 2 , z = 0 (2.18) 

= (h+ p){-¼¢(2) +旦叩＋国[2-(:~¾)']¢(b) 

髯[(3~:)']¢(b)} , n~2, z=l 
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次に 4屯{C(B,z)}~0 を示しておこう。

補題 1 L/2 E{ C(B, z)}~0 である。

証明

(i) n=ooの場合

(2 .14) より明らか

(ii) n=lの場合

(2 .15)より明らか

(iii) n~2 の場合

b = nz+ j (j = 0, l, …， n-1)とおき， (2.21)の｛ ｝の中の第3項を計算すると，

2-(z-nz: j r 2-(砂・
2(nz+ j) = 2(nz+ j) > O (・： 0~-;; く 1) (2.22) 

より

-7-
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b z j・ 2

鸞~1 [ 2-(~~n) ]¢(b)~ 芦［こ~J~)]¢(nz+ j):;;, 0 (2.23) 

また，｛ ｝の第 1 項と第 2 項の和は n~2, z~2 より

塁悶＋翠2 </>~)~ 〇

となる。よって (2.23) より (2.21)は非負となる。 (2.22), (2. 23)より (2.17), (2.18), (2. 

19), (2.20)は非負となる。よって証明された。

補題1より E{C(B,z)}を最小にするがは

E{ C(B, z+ 1)}~E{ C(B, z)} 

E{C(B, z-1));;:; E{C(B, z)} } 

をみたすzの値である。このがは (2.13) 4>より

(1-上）p-c 
q=  

n 
h+p 

M(z, ¾)~(三）芦。 ¢(b)+•<:幻［（二り']¢(b)+•:図（誓— ¾)¢(b)
とおけば，

M(z*,¾)~q~M(z*-1,¾), (1-¾)P > c 

をみたさなければならない。

また， (2.25)が成立すれば.dE{C(B,O)} < 0, lim .dE{C(B, z)} > 0も成立する。

したがって，次の定理を得る。

定理2最適発注政策は(11 ー凸>cのとき
X < z* ならば発注量=z*-x 

X~z* ならば発注量 =O

である。ここに z*は (2.25)の根である。

Z→OO 

(2.24) 

(2.25) 

n=l のとき (1-¼)P>c は成立しない。このとき LIE{C(B, z)} > 0 ((2 .11)を参照）となり，

E{C(B, z)}はzの狭義増加関数となり発注しないことが最適である。

(1-上）p~c のときは，n 

nz-1 2z+ 1 1 (n-l)Z-1 2z+ 1 1 
五 (2b ―砂)¢(b)=月 (z+j―n)¢(z+j)

4) (2.13)はn= ooの場合にも成立する

-8-
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(n-l)z-1 [ 

1 
2z+l-―(z+ j)] 

=~ n 
j=l 

_ _L_,: ¢(z+ j) 

1 
(n-l)z-1 

~ ~ 
[ 2z+ l-n(nz-l)] 

j=l z+ j 
¢(z+ j) 

(n-l)z-1 (z+ l +l  
＝芦 z+jn)¢(z+j);?; 0' (2.26) 

(・:(z+ j)/nはjの狭義増加関数であるから， jが最大値(n-I)z-Iのとき，最大となる。 (z+j)/ 

nく (nz-I)/n= z-I/nく 2z+I)となるから， (2.13)より LIE{C(B, z)}~0 となり， E{C(B,z)} 

はzの非減少関数となり，発注しないことが最適となる。

n = ooとおくと，論文 [9]の単純な特定モデル (2) に一致する。

注3 n = oo, n = Iの場合の重要な式を列記する。対応する式にそれぞれ＊および＊＊を付記す

る。
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この場合nx< zの場合は起こらない。
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,

 

b

b

 

（

（

 

1

1

1

2

 

〇 ~b<z

(2.3)* 

z~b 

〇 ~b<z

z~b 
(2.4)* 

〇 ~b<x

(2.1)** 

x~b 

〇 ~b<x

x~b 
(2.2)** 

この場合 nx~z の場合は起らない。

3. 需要形態の一般的モデル

1における需要形態は，突発需要でそれが期首に発生する例になっており， 2のそれは期を通じて一

様に発生する場合である。そこでこれらを特殊な場合として含む一般的かつ総合的な需要形態を表す

モデルとして，考察期間 tにおける需要量Bの実現値 bが与えられたとき，期における需要の発生は

g(b, 『）, 0~T~t (3.1) 

にしたがうものとする。ここに g(b,x)はg(b,0) = 0, g(O, x) = 0, g(b, 1) = bとなる ag(b,x)/函

-9-
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>O なる b の狭義増加関数である (0~X~1)。

需要量Bの実現値が bのとき，期平均在庫量および期平均在庫不足量をそれぞれl1(b,z), l2(b, z) 

とおくと次式で与えられる冗

g;1(x, 1/n) < zの場合

五x+(1--)z-G(b,l) O~b<g訊X, 1/n) 
n 

g-1(b, x)x-G(b, g―1(b, x))+(1一上）z-G(b, 1)+ c(b―) n'n  

叩，z)= i 釘 (x,1/n)~b < z (3.1) 

g→ (b, x)x-G(b, g→ (b, x))+(g→ (b, z)-i-)z-G(b, g-1(b, z)) + c(b, *) 
z~b < g;1(z, 1/n) 

g;-1(z, 1/n)~b g-1(b, x)x-G(b, g→ (b, x)) 

c゚(b上)-G(b, g→ (b, x))+(g-1(b, x)-_l_ x 
'n 厨， x)~] c(b, -¼,-)~c(b, g→ (b, x))+(g―'(b, x)->
+ G(b, 1)-G(b, g-1(b, z))+(g-1(b, z)-l)z z~b<g;1(z, l/n) 

(g-1(b, x)~i)x-G(b, g→ (b, x))+ G(b, 1)-(1-上)z 炉 (z,1/n)幻b
n 

O<b<g訊X,1/n) 

g訊x,l/n)~b<z 

(3.2) 

こ,‘,’ ここ

G(b, x) = fx g(b, y)dy 
゜

(3.3) 

x = g(b, T/t)となる T/tの値を g→(b, x), z = g(b, T/t)となる T/tの値を g→(b, z), x = g(b, 

1/n)となる bをg;1(x,1/n), z = g(b, 1/n)となる bをg;1(z,1/n)とおくこのような値が存在する

ことは g(b,T/t)に関する仮定から明らかである。ただし， n= ooの場合はg;1(x,0) = g;1(z, 0) = 

00 とする。 g訊・,1/n)は[g訊・,1/n)]の意味であるが，［］は省略する。

g訊X,1/n)~Z の場合

上x十い）z-G(b, 1) O~b<z 
n n 

1 1 nx+(g-1(b, z)--)z-G(b, g-1(b, z)) 叫 <gパx,1/n) 
n 

I,(b, z) = j g-'(b, x)x-G(b, g→ (b, x))+(g→ (b, z)-i-)z (3.4) 

-G(b,g→ (b, z))+ c(b, ½)幻(x, 1/n)砂 <g叫 1/n)

g-1(b, x)x-G(b, g-1(b, x)) 

5) 児玉正憲 [18]

g訊z,l/n)~b

-10-
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0 O~b<z 

(g-1(b, z)-l)z+ G(b, 1)-G(b, g→ (b, z)) z~b < g凶x,1/n) 

叩， z)~j ('い 1 G b - -G(b, g-1(b, x))+(g→ (b,x)—叶+G(b, 1)-G(b, g→ (b, z)) 

+(g→ (b,z)-l)z g訊x,l/n)~b<g;1(z, 1/n) 

(g-1(b, x)-1_)x-G(b, g→ (b, x))+G(b, l)-(1一上）z 幻 (z,1/n)~b 
n n 

したがって，期待総費用 E{C(B,z)}はモデル (1)の場合と同様にして次式で与えられる。

炉 (x,1/n) < zの場合
か (X毒）ー1

｛ E{C(B,z)} = c·(z-x)+h~。［い(1 —↓)z-G(b, 1) ]¢Cb) 

(3.5) 

+ b=; 習叶）［い(b,x)x-G(b, g-1(b, x))+(1-¼)z-G(b, l)+ c(b, ¼) ]¢(b) 

g*―I(z点）ー1
+~[g• (b, x)x-G(b, g→ (b, x))+(g→ (b, z)-上)z-G(b, g-1(b, z)) 
b=Z n 

(1 + c b, n) ]¢Cb)+ b=ぶ，かい(b,x)x-G(b, g→ (b, x))]¢(b)} 

+p{ b=g~: 叶）[ c(b, ¼)-c(b, g-1(b, x))-(¼ ー g-1(b,x))x ]¢Cb) 

炉 (z占）ー1
＋呂[c(b, ¼)-c(b, g-1(b, x))+(g-1(b, x)-¼)x 

+ G(b, 1)-G(b, g→ (b, z))+(g→ (b, z)—叫¢(b)

+ b=嵐，¼> [(g-1(b, x)--¾;)x-G(b, g→ (b, x))+G(b, l)-(1-¾)z]¢Cb)} 

(3.6) 

=c・(z-x)-P{ (1 -¼)z+-¾;x―孟 G(b,1)¢(b)} 

+(h+P){旦[(1 -¼)-G(b, 1) ]¢(b) +¼x••'置―'ql(b)}

+(h+ P){ ,~ 哀，½i[ g-'(b, x)x-G(b, g→ (b, x)) },,s(b)+ 二塁•, c(b, -¾,}>(b) 

炉 (Z占）ー1
互[(g-1(b, z)—峠— G(b,g→(b, z))]¢(b)} (3.7) 

n = oo, n = 1の場合は (3.7)は簡単な式になる。

E{C(B,z)} = c・(z-x)-p{zーfG(b, 1)</>(b) }+(h+ p)包{z-G(b,1)}¢(b) 
b=O b=O 

+(h+p)~{(g• (b, z)-¼)z-G(b, g-1(b, z)) }¢Cb) , n = oo, (3.8) 

-11-
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E{C(B, z)} = c・(z-x)-p{x―孟 G(b,1)¢(b)} 
X-1 

+(h+p){~[x-G(b, 1)]¢(b)+~[g-1(b, x)x-G(b, g-1(b, x))]¢(b)} , 
b=O b=x 

n = 1, (3.9) 

（・： 定義より， gパx,1) = x , g;1(z, 1) = z) 

g訊X,1/n)~Z の場合

E{C(B, z)} = c·(z-x)+hは［い(1-¼)z-G(b, 1) ]¢(b) 
gい(X占）ー1

+~ い(1
b=Z n 
-x+ g-1(b, z)-n)z-G(b, g-1(b, z)) ]¢(b) 

炉 (Z毒）ー1
+~ ~[g• (b, x)x-G(b, g-1(b, x))+(g-1(b, z)-l__)z-G(b, g-1(b, z)) 
b=g.-l(x, ―) n 

+c(b,¼)]¢(b) 

+~1 
b=gい (z,n:>
[g-1(b, x)x-G(b, g-1(b, x))]¢(b)} 

g.-l(X占）ー1

｛ +p~[(g• (b, z)-l)z+ G(b, 1)-G(b, g-1(b, z))]¢(b) 
b=z 

釦 (z毒）ー1
+ b=g泣，½>[ c(b,¼)ー G(b,g-1(b, x))+(g-1(b, x)-¼)x 

+ G(b, 1)-G(b, g-1(b, z))+(g-1(b, z)→） z]¢(b) 

十炉g且，½>[ (g-1(b, x)-¼)x-G(b, g-1(b, x))+ G(b, l)-(1-¼)z ]¢(b)} 

(3.10) 

この式は変形すると (3.7) と同値となる。

E{C(B, z)}を最小にする zの値z*および最小値を求めるために， E{C(B,z)}の差分を計算して

おく

LlE{C(B, z)} = E{C(B, z+l)}-E{C(B, z)} 

= c-(1-¼)p+(h+p){[(1-¼)z-G(z, 1)]¢(z)+(1-¼) 芦。 ¢(b)
g*―l(z+l点）ー1

+~1 c(b上）¢(b)
b=炉（伊 'n

g*—l(z+l,½)-1 

十五[(g-1(b, z+ 1)--¼)<z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))]¢(b) 

g*―l(z, か-1 . 
一 ~z [ (g-1(b, z)--¼)z-G(b, g→ (b, z))]¢(b)} (3.11) 

(3.11)をn= oo, n = 1, n~2 の場合について計算すると，

LlE{C(B, z)} = c-p+(h+p){~ ¢(b)十全 {(z+l)g→ (b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1)) 
b=O b=z+l 

-12-
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-[zg-1(b, z)-G(b, g→ (b, z))]}¢(b)} , n = oo, (3.12) 

L1E{C(B, z)} = c , n = l , (3.13) 

L1E{ C(B, z))~c-(1 -i)p+(h+ Pl{ (1 --½)芦。 </>(b)+•·―・:: 式―1[ c-(b,-½) 

+(g→ (b, z+ 1)-½)(z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))]¢(b)} , 

g;1(z, 1/n) = z+ l , n~2, (3.14) 

= c-(1-½)p+(h+p){(1-½) 芦。 ¢(b)
g*―l(z+l晶）ー1
+ b=ぶ，½> [ c(b, ↓） +(g→ (b, z+ 1)ーい(z+1)-G(b, g→ (b, z+ 1))]¢(b) 
gい (z点）ー1
十五[(z+ l)g→ (b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1)) 

-(zg→ (b, z)-G(b, g-1(b, z)))-¾]¢(b)} 

gぷ1(z,1/n) > z+ 1 , n~2, (3.15) 

となる。 g;1(z,1/n) = z+ 1のときは (3.15)の｛ ｝の中の第3項は 0となるので， (3.15)はg;l(z,

1/n)~z+l で成立している。 n = ooのときは， g;1(z,1/n) = g;1(z+ 1, 1/n) = 00 となり (3.15)の

｛ ｝の中の第2項はなくなるので， (3.15)はn= ooで成立する。

4屯{C(B, z)} = LlE{ C(B, z+ 1)}-LJE{ C(B, z)} 

= 0, 

｛ 
gい (2,か―l

= (h+ p) G(l, 1)¢(1) + b=g翌情）い(b,¼)+2(g-1(b, 2)-¼) 

-G(b,g→ (b, 叫'P(b)+,,-夏―'[2(g-'(b, 2)-g→ (b, 1)) 

+2G(b, g-1(b, 1))-G(b, g-1(b, 2))-c(b, ¼)]¢(b)} , 

n = 1 (3.16) 

z=O, n~2 

= (h+ p){{G(z+ 1, 1)-z+[zg→ (z+ 1, z)-G(z+ 1, g→ (z+ 1, z))]}¢(z+ 1) 

+b孟{[(z+2)g―1(b,z+2)-G(b, g―1(b, z+2))] 
-2 [(z+l)g-1(b, z+l)-G(b, g→ (b, z+ 1))] 

+[zg-1(b, z)-G(b; g→ (b, z)]}¢(b)} , 

~(h+Pl{(三）¢(z+l)+:二誓；い(b,¼) 

+(g-1(b, z+2)-¾)cz+2)-G(b, g―1(b, z+2)]¢(b) 

g*―I(号）ー1
+~[cz+2)g• (b, z+2)-上-(z+l)g→(b, z+ 1) 
b=z+2 n 

+G(b, g→ (b, z+ 1))-G(b, g→ (b, z+ 2))] c/J(b) 

-13-
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炉 (z+l点）ー1
+ ~1 [<z+2)g→ (b, z+2)一上ー(z+l)g→ (b, z+ 1) 
b=g*-1匹） n 

+G(b, g→ (b, z+ 1))-G(b, g→ (b,z豆））]¢(b) 

炉 (z+l晶）ー1
1 1 

n [ c(b, n)+(g→ (b, z+l三）(z+l)-G(b, g→ (b, z+ 1))]¢(b) -~1 b=g*-1(z, ―) 

g*→ (Z点）ー1
1 -~[<z+l)g• (b, z+l)---zg-1(b, z) 

b=z+2 n 

+G(b, g→ (b, z))-G(b, g→ (b, z+ 1))]¢(b) 

-[丑—g-1(z+1, z))+ G(z+ 1, g-1(z+ 1, z)) 

+(1-½)(z+ 1)-G(z+ 1, 1) ]¢(z+ 1)} 

= (h+ p){ [z(g→ (z+l, z)-l)+G(z+l, 1)-G(z+l, g-1(z+l, z))]¢(z+l) 
g*―l(z点）ー1

+~[(z+2)g-1(b,z+2)-2(z+l)g• (b, z+ 1) + zg-1(b, z 
b=z+2 ） 

-G(b,g→ (b, z))+2G(b, g→ (b, z+l))-G(b, g-1(b, z+2))]¢(b) 

炉 (z+2-)-l

+ b=g• ―翌・:叶）[ c(b, i)+Cz+2)g-1(b, z+2) 

-G(b, g→ (b, z+2))-(z!Z) ]¢(b) 

g*―l(z+l点）ー1
-~1 [<z+2)g→ (b, z+2)-2(z+l)g-1(b, z+l) 
b=g*→ (Z,n) 

-c(b, ¾)+2G(b, g→ (b, z+ 1))-G(b, g-1(b, z+2))+¾]¢(b)} 

n~2 (3.18) 

(3.18)はn= ooのときは， g;1(z,1/n) = g*(z+ 1, 1/n) = g;1(z+ 2, 1/n) = ooとなるので， (3.18)

はn= ooで成立している。

(3.18)で一様需要を仮定すると，

by2 
g(b, x) = bx , G(b, y) = , g-1(b, z) =房，

2 

G(b, g-1(b, z) =魯（げ＝五， c(b,½)=½(½)\
となり

[z(g-1(z+ 1, z)-1) + G(z+ 1, 1)-G(z+ 1, g-1(z+ 1, z)] <jJ(z+ 1) = 釦 +1)
2(z+ 1) 

[(z+2)g→ (b, z+2)-2(z+ l)g→ (b, z+l)+zg→ (b, z)-G(b, g→ (b, z)) 

+2G(b, g-1(b, z+ 1))-G(b, g-1(b, z+2))] </J(b) = <p~) 

-14 -
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[ c(b, ¼)+Cz+2)g-1(b, z+2)-G(b, g-1(b, z+2))-(z!Z) ]¢Cb) 

＝［髯）¥十牙+t:+4-~ 門¢(b)

［ 1 (z+2)g-1(b, z+2)-2(z+ l)g-1(b, z+ 1)-c(b, n) 

+2G(b, g→ (b, z+l))-G(b, g-1(b, z+2))+叶¢(b)

= -[½(¼)\+ z;b2 _叶(b)
となり， (2.8) に一致する。

次に 4屯{C(B,z)}~0 を示しておこう。

補題2 L12E{C(B, z)}~0 である。

証明

(i) n=ooの場合の論文 [9]で証明した

(ii) n=lの場合

(3 .16)より明らか

(iii) n~2 の場合

(¢(b)~0 であるから， (3.18)の各［ ］が非負であることを示せば十分である。 g(b,y)はyの

狭義増加関数で， g(b,g-1(b, z)) = z, g→ (z+l, z) < g→ (z+l, z+l) = 1であるから，

z[g-1(z+ 1, z)-1] + G(z+ 1, 1)-G(z+ 1, g→ (z+ 1, z)) 

= z[g-1(z+ 1, z)-1] +』1g(z+ 1, y)dy-f g-I(z+1,z> g(z+ 1, Y)dy 
゜

= z[g→ (z+ 1, z)-1] + /1 g(z+ 1, y)dy 
g-I(z+l,Z) 

= z[g-1(z+ 1, z)-1] + (1-g-1(z+ 1, z))g(z+ 1, 0) , (g-1(z+ 1, z) < 0 < 1) 

= (1-g-1(z+l, z))(g(z+l, 0)-z) > 0 (3.19) 

(・: z = g(z+ 1, g-1(z+ 1, z)) < g(z+ 1, 0)) 

ii) g→ (b, z) < g→ (b, z+ 1) < g-1(b, z+ 1)であるから

(z+2)g→ (b, z+2)-G(b, g-1(b, z+2))-2[(z+ l)g→ (b, z+ 1) 

-G(b,g→ (b, z+ 1))] + zg→ (b, z)-G(b, g→ (b, z)) 

=』g-l(b,z+2>[z+2-g(b, y)]dy-2 f g-l(b,z+1> [z+ l -g(b, y)]dy+ f g-I(b,z) [z-g(b, y)]dy 
0 0 

={』g-'<b,z+i>[z+2-g(b, y)]dy+ 1~,~~<.:·:~2> [z+2-g(b, y)]dy} 

-f g-'<b,z+1> (z+ l-g(b, y)]dy 

-゚{』g-'(b,z)[z+ l-g(b, y)]dy+ f g-'(b,z+I) [z+ l-g(b, y)]dy }+ 1g-1(b,z) [z-g(b, y)]dy 
g-1(b,z) 

-15-
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= f g-l(b,z+l) f g-1(b,z) f g-l(b,z+2) 

0 0 

dy- dy+ [z+2-g(b,y)]dy-fg-l(b,z+I)[z+l-g(b,y)]dy 
g-l(b,z+I) g-l(b,z) 

f g-l(b,z+2) 

g-1(b,z+l) 
= [z+2-g(b, y)]dy+ fg-l(b,z+1> [g(b, y)-z]dy > 0 

g-l(b名）

（・： 1 = z+2-g(b, g-1(b, z+ 1)) > z+2-g(b, y) > z+2-g(b, g-1(b, z+2)) = 0 , 

0 = g(b, g-1(b, z))-z < g(b, g-1(b, z+l))-z = 1) 

(3.20) 

iii)g訊・，1/n)の定義から， g;1(z+1, 1/n)~b < g;1(z+2, 1/n)より g→(b, z+ 1)~1/n < g-1(b, 

z+2)を得る。したがって，

c(b, ¾)- (z+Z) +(z+2)g→ (b, z+ 2)-G(b, g→ (b, z+2)) n 
=』i;n[g(b, y)-(z+2)]dy+ fg-l(b,z+Z> [z+2-g(b, y)]dy 

=』I!n[g(b, y)-(z+2)]dy+『In[z+z___:_ g(b, y)]dy+ 1~-l(b,z+Z) [z+2-g(b, y)]dy 
I/n 

= f g-l(b,z+2> [z+2-g(b, y)]dy > 0 
I/n 

(3.21) 

(・: 0 = z+2-g(b, g-1(b, z+2)) < z+2-g(b, y) < z+2-g(b, 1/n)) 

iv) g;1(z, l/n)~b < g;1(z+ l, 1/n)より g→(b, z)~l/n < g→ (b, z+ 1)また g-1(b,z+ 1) < 

g-1(b, z+2), g(g訊z,l/n), l/n) = zであるから

(z+2)g→ (b, z+2)-G(b, g-1(b, z+2))-2[(z+l)g→ (b, z+ 1) 

1 -G(b, g-1(b, z+ 1))] +主-c(b-n'n) 
=』g-t(b,z+z>[z+2-g(b, y)]dy-21g-t(b,z+1> [z+ l-g(b, y)]dy+ f11n [z-g(b, y)]dy 

゜=』g-l(b,z+z>[z+2-g(b, y)]dy-2 f g-t(b,z+1> [z+ l-g(b, y)]dy 
゜+』g-t(b,z)[z-g(b, y)]dy+『tn [z-g(b, y)]dy 
g-1(b,Z) 

= fg-1(b,z+2> [z+2-g(b, y)]dy+ 1g-t(b,z+1> [g(b, y)-z]dy+ Itn [z-g(b, y)]dy 
g-1(b,Z+l) g-l(b,z) 

~f,:~.::~" [z+Z-g(b, y)]dy+ L:-•(b,z+O [g(b, y)-z]dy >1:''""'(3.22) 

（・： 1 = z+2-g(b, g-1(b, z+ 1)) > z+2-g(b, y) > z+2-g(b, g-1(b, z+2)) = 0 , 

1 = g(b, g(b, g→ (b, z+ 1))-z > g(b, y)-z > g(b, 1/n)-z~g(g;1(z, l/n), 1/n)-z = 0) 

以上より補題は証明された。

補題2より E{C(B,z)}を最小にする zの値z*は

E{ C(B, z+ 1)}~E{ C(B, z)} 

E{C(B, z-1)) e'; E{C(B, z)) } 

-16-
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をまたす zの値である。この z*は (3.12)より

1 1--p-c 
q= 
(n) 
h+P 

M(z,¾)~(1-¾) 芦。 ¢,(b)+ g二貸謬1[c(b,¾)+(g→(b, z+ 1)-¾)Cz+ 1) 

-G(b,g→ (b, z+ l))],t,(b)+む；凰―1[ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g→ (b, z+ 1)) 

-(zg→ (b, z)-G(b, g→ (b, z)))-¾]¢(b) 

とおけば，

M(z*,¾)~q~M(z*-1,¾), (1-¾)P > c 

をみたさなければならない。

また， (3.24)が成立すればilE{C(B,O)} < 0, lim ilE{C(B, z)} > 0も成立する。

したがって，次の定理を得る。

定理 3 最適発注政策は (1-l)p>cのとき
n 

X < z* ならば発注量=z*-x 

X~z* ならば発注量 =0

である。ここに z*は (3.24)の根である。

Z→OO 

(3.24) 

n=lのときは (1-1/n)p> Cは成立しない。このとき L1E{C(B, z)} > 0 ((3.13)を参照）とな

り， E{C(B,z)}はzの狭義増加関数となるから， z=xつまり発注しないことが最適となる。

(1-1/m)p~c ときは，

補題2の証明iii)でz+Zをz+lでおきかえることにより

炉 (z+l晶）ー1
訊叶）い(b,¼)+(g→(b, z+ 1)_-¼)<z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))]¢(b)~0 (3.25) 

を得る。また， b< g;1(z, 1/n)のとき， 1/n< g;1(b, z)となるから

(z+l)g→ (b, z+ 1)-G(b, g→ (b, z+ l))-(zg-1(b, z)-G(b, g→ (b, z)))--1 
n 

=』g-t(b,z+l)[z+ 1-g(b, y)]dy-』g-1cb,z>[z-g(b, y)]dy-¼ 

= f g-t(b,z) dy+ f g-1(b,z+1> [z+ 1-g(b, y)]dy-1__ 
0 g-l(b,Z) n 

= [ g-1(b, z)—汀+f g-l(b,z+l) [z+ 1-g(b, y)]dy >。
n g-l(b,Z) (3.26) 

となる。したがって(3.15)の｛ ｝の中の第3項は非負で， .dE{C(B, z)}~0 となる。 E{C(B,z)}は

zの非減少関数となるから，発注しないことが最適である。

n = ooとおくと，論文 [9] の需要形態の一般的モデルに一致する。
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注4 n = oo, n = 1の場合の重要な式を列記する。対応する式にそれぞれ＊および＊＊を付記す

る。

I1(b, x)* = { 
z-G(b, 1) 

zg→ (b, z)-G(b, g→ (b, z)) 

〇 ~b<z

z~b 

Iz(b, z)* = {゜゜~b<z
G(b, 1)-G(b, g→ (b, z)) -z(l -g→ (b, z)) z~b 

この場合は g;1(x,0) = g;1(z, 0) = 00 となり g;1(x,1/.n) < zの場合に起らない。

I1(b, z)** = { 
x-G(b,l) , O~b<x 

g-1(b, x)x-G(b, g→ (b, x)) , x~b 

Iz(b'z) * * = { 0'0~b < X 
G(b, 1)-G(b, g→ (b, x))+(g→ (b,x)-l)x, x~b 

(3.3)** 

(3.4)** 

(3.1)** 

(3.2)** 

この場合は g(b,1) = xとなる bがg;1(X,1)であり，一方g(b,1) = bであるから b= x = g;1(x, 

1)となる。同様に g;+(z,1) = z。したがって g;1(x,1/n)~z の場合は起らない。

むすぴ

需要の発生が一般的で，発注量が発注間隔内の任意に定められた時点に入荷し，需要量が離散的確

率変数と考えられる場合の在庫モデルの最適政策を検討した。このモデルの同値変換については次稿

で検討したい。
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