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動的計画による不等式論

岩 本 誠

1. 概 要

. . . . . 
いわゆる一般不等式については個々にそれぞれいくつかの互に異なる証明が考えられている。例え

ば，最も有名な A-G(算術平均・幾何平均）不等式については12通りの証明方法が Beckenbackand 

Bellman [3]によって与えられている。本論文では，このようないくつかの証明方法の一つに動的計

画法による証明があることを紹介し，併せて動的計画による不等式の取り扱い方を考える総合報告と

する。動的計画法による証明は，古典的変分法によるのと同様に，最適化問題を解くことに基づいて

いる。その基本的な考え方は，最適化問題と不等式の間の一対一対応すなわち同値命題

(i) V x E X f (x)~M 
｀、、や

(ii) ヨx。EX f(xo) = M 
(P) Max /(x) = M 

XEX  

(I) 

にある。

ここでは，最適値問題 (P)を解くことによって，不等式 (I)を証明する立場に立つ。一般に (P)を解

くには，問題の大きさ・構造に応じて，変分法，ラグランジュ乗数法，クーン・タッカー法，動的計

画法などの最適化法が考えられる。ここでは (P)に動的計画構造（再帰性と単調性）を導入して，その

再帰式を逐次解くことによって最大解（値と点）を求める。この方法は A-G不等式については E.F. 

Beckenbach and R. Bellman [3]が最初に考え，その後 S.Iwamoto [14-19, 22], C.-L. Wang 

[ 43-50], A. Kovacec [33]によって多くの不等式が証明されている。

まず，パラメトリック最適化問題と不等式の間の一対ー関係を明らかにしておく (§2)。次に，動的

計画可能関数f,g:X―→R汀こ対する問題群 P={P(c)}の最適値関数 U=U(c)を再帰式を解いて

求める。ただし

P(c) Max /(x) s.t. g(x)~c , x E X. 

したがって，不等式 f(x)~U(g(x)) xEXが得られる (§3)。この方法によって， A-G, Holder, 

Schwarz, Minkowski, Jensen, Milne等の古典的不等式[3, 13, 36, 37]が証明される (§4)。

他方，微分可能な狭義増加凸関数/:RI-炉の線形化 f(x;h)= f(x)+ f'(x)(h-x)をN回繰り

返した関数

F(x ; h) = /(x1 ; f(x2 ; …； f(xN; h)…）） 

に対して，逐次準線形化不等式 F(x;h)~JN(h) (x, h)ERN x R1 を得る。ただしだ(h)=
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/(/(…f(h)…））．これは逆関数f古反転関数/-1,共役関数f*に適用される (§5)。積分を含む不等式

は Bellmanequation を解いて証明される (§6) 。最後に，不等式 f~U0g の逆 g~Vo/, および不

等式 f~g の反転 /-'-1~g-1 についてそれぞれ考える。

なお，参考文献については本論文を書くに際して直接引用したものはもちろん，間接的にも関係あ

る文献等を幅広く列挙している。いずれも，不等式および動的計画に関するものばかりである。

2. 最適化問題と不等式

この節では一つの最適化問題に一つの不等式が対応し，逆も対応することを示す。特にパラメト

リックな最適化問題と不等式の間の一対一対応を明確にする。すなわち，不等式を樹立することは最

適化問題を解くこと一—―最適解（最適点と最適値）を求めること-に同等である。本論文ではこの事

実に基づいて，種々の最適化問題を解くことによって不等式（の成立）を証明していく立場に立つ。

以下， X を空でない集合とし，関数f:X―→Rlとする。このとき，最適化問題

Maximize /(x) subject to x E X 

すなわち略して

P1 Max /(x) s.t. x E X 

を考える。

定理 2.1 (基本定理）次の (i) と (ii-a),(ii-b)は同値である。

(i) Max /(x) = M 
X E X  

(ii -a) V x E X f (x)~M 

(ii -b) ヨx*E X /(x*) = M. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

これは定理というよりも，むしろ（関数/:Xー→だの X における最大値 M の(3),(4)による）定

義と言うべきだろう。しかし，われわれは最大値問題 (1)を解く立場に立って，あえて基本定理とし

ておく。

われわれは，以下，問題P1を何んらかの方法で 本論文では特に動的計画法で一解いて最大値

M を求める。したがって， Maxを含んだ等式 (2)が得られ結局，不等式 (3)と等式 (4)を得ること

になる。

さて，実数 a<bに対してくa,b>を実数空間だにおける a,bを端点とする区間とする。関数
．．． 

/:X —• <a, b>, g: X —< a, (3>のうち gは上への関数とする。

まず， CE<a, (3>をパラメータとする等式制約下の最大化問題

巳(c) Max /(x) s.t. g(x) = c , x E X 

から成る問題群 P2= {Pz(c)}を考える。
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定理 2.2 次の (i) と (ii-a), (ii -b) は同値である。

(i) 問題群P2が最大値関数 U:<a, /3>ー→ <a, b>をもつ。 （したがって，ある x*:

<a, /3>ーXが最大点関数である。）

(ii-a) V x E X  f(x)~U(g(x)) 

(ii-b) VcE <a,/3> ヨx*E X g(x*) = c, f(x*) = U(g(x*)). 

次に， cEくa,/3>をパラメータとする不等式制約下の最大化問題

巳(c) Max f(x) s.t. g(x)~c , x E X 

から成る問題群 P3= {Pie)}を考える。

. . . 
定理 2.3 関数 U:<a, /3>ー→ <a, b>は非減少とする。次の (i)と(ii-a),(ii -b)は同値で

ある。

(i) 問題群p3が最大値関数 U: < a, /3 >~< a, b >をもつ。

(ii-a) V x EX  f(x)~U(g(x)) 

(ii -b) V c E < a, /3 >ヨx*E X g(x*)~c, f(x*) = U(g(x*)). 

この定理 2.3においては，最大値関数 Uは自動的に非減少になる。 Uの非減少性は (ii)⇒ (i)の

証明のときのみに仮定として用いられ， (i)⇒ (ii)のときは結果である。

．．．． 
定理 2.4 問題群いを考える。 関数 U:<a,(]>―→ <a, b>は狭義増加とする。 このとき，

次の (i) と (ii-a),(ii-b)は同値である。

(i) 問題群p3が最大値関数 Uをもつ。

(ii-a) ¥:/ x E X f(x)~U(g(x)) 

(ii -b) ¥:/ c E < a, (] >ヨx*E X  g(x*) = c, f(x*) = U(g(x*)). 

証明 (i)⇒ (ii) X ラ ¥:Ixに対して g(x)= C とする。問題 Pie)の最大値が U(c)だから，

f(x)~U(c)。ゆえに f(x)~U(g(x))。また， Pie) の最大点を x*(c) とすれば，

g(x*(c))~c , U(c) = /(x*(c)). 

もし g(x*(c))~c'< cならば，問題 Pie')の最大値 U(c')は， g(x*(c))= c'より，

U(c')~/(x*(c)) = U(c) 

を満たす。ところが， c'<Cおよび Uの狭義増加性より

U(c') < U(c) 

となり，矛盾。ゆえに， g(x*(c))= cである。

(ii)⇒ (i) さてくa,(]>ヨ ¥:jC を固定して，問題 Pie) を考える。 g(x)~c, x EXなら

ば， (ii-a)および Uの非減少性より
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f(x)~U(g(x))~U(c). 

他方， (ii-b)より

ヨx*E X g(x*) = c , f(x*) = U(g(x*)). 

よって，

f(x*) = U(c). 

ゆえに， Pie)の最大値は U(c)(しかも， x*が最大点）である。

以上は， 1パラメータ C の問題であった。次に， 2パラメータ (c,d) の問題を考える。 p(~3) パ

ラメータの問題も考えられるが， 2パラメータと同様に議論できるので，省略する。. . . 
さて，さらに関数 h:X-<r,8>も上へのとして， (c,d) E くa,(]>x < r, 8 >をパラメータ

とする等式制約下の最大化問題

Max f(x) s.t. g(x) = c 

Pie, d) h(x) = d 

xEX  

から成る問題群 P4= {Pie, d)}を考える。

定理 2.5 次の (i) と (ii-a), (ii -b)は同値である。

(i) 問題群p4が最大値関数 U: < a, /3 > x < r, o >ー→ <a, b>をもつ。

(ii-a) V x E X f(x)~U(g(x), h(x)) 

(ii-b) V(c,d)E <a,f]>X<r,o> ヨx*E X g(x*) = c, h(x*) = d, 

f(x*) = U(g(x*), h(x*)). 

次に，不等式制約下の最大化問題

Max /(x) s.t. g(x)~c 

Ps(c, d) h(x)~d 

xEX  

から成る問題群Ps= {Ps(c, d)}に対しては，次の同値命題を成立する。

定理 2.6 U:<a,/J>x<r,o>ー→ <a, b>は各 C に対する U(c,•)と各 d に対する U(•, d) 

がともに非減少とする。このとき，次の (i) と (ii-a), (ii -b)は同値である。

(i) 問題群いが最大値関数 Uをもつ。

(ii-a) V x E X f(x)~U(g(x), h(x)) 

(ii -b) V (c, d) E < a, fJ > x < r, o >ヨx*E X g(x*)~c, h(x*)~d, f(x*) = 

U(g(x*), h(x*)). 
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ここでも， Uの非減少性は，定理 2.3と同様に， (ii)⇒(i)の証明のみに用いられ， (i)⇒(ii) 

では結果である。

3. 動的計画の関数方程式

この節では前述の最適化問題群 P1~Pバこ動的計画構造を導入して，それらの再帰式を導いて最大

解を求める。

本節では，集合 X はN次元ユークリッド空間かの区間，すなわち

X = <d1, e1> X <dz, ez> X…x <dN, eN> (5) 

とする。ただし一co~dk < ek~+ co. 連続関数f:X~ だが X 上の再帰型関数であるとは

f(x1, Xz, …，邸） = /1(X1; f2(X2; …； /N-1(XN-l ; IN(邸））…）） (6) 

と表されるときをいう。 ただし /N:<dN, 釦＞ー→ R1, fk : < dk, ek > x range(/, ぃ）一~だ (1~

k~N-1) は連続である。ここに

range(/N) = {YIY = /N(x), x E < dN, eN >} 

range(/k) = {zlz =几(x;y), (x, y) E < dk, ek) Xrange(f, ぃ）} l~k~N-1. 

特に fがE上で狭義増加性をもつ再帰型関数とは，各fk(X; ・) (1~k~N -1, x E < dk, 幻＞）と

INが狭義増加のときをいう。 再帰型関数f:X~R1 に対しては各 n (1~n~N) について In:

< dn, en> X < dn+l, en+l > X…X <dN, eN>~R1 を

fn(xn, Xn+1, ・・・, XN) = fn(Xn ; fn+i(Xn+l ; ・・・ ； /N-1(XN-l ; /N(XN))…）） 

で定義する。したがって，特に

/(x1, Xz, …，邸） = /1(X1, Xz, …，邸）

である。

(7) 

さて， f:X —→ <a, b>, g: x-<a, (3>, h: x-勺， o>をX 上で狭義増加性をも

つ再帰型関数とし，特に g,hは上への関数とする。このとき， n(1~n~N), c (E < a, /3 >)およ

びd(E<r,o>)をパラメータとする最大化問題群

Max fnCxn, Xn+1, …，邸）

Pn(c) s.t. gn(Xn, Xn+l, …，邸） ~c(E range(gn)) 

Xm E <dm, e元＞ n~m~N 

および

Max fn(xn, Xn+I, …，邸）

巳(c,d) s.t. gn(Xn, Xn+l, …，邸） ~c(E range(gn)) 
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加(Xn,Xn+l, …，邸） ~d(E range(hn)) 

Xm巴<dm, em> n~m~N 

を考える。問題 Pn(c),Pn(c, d)の最大値をそれぞれ UN-n(c), WN-n(c, d)とすると，次の再帰式が

成り立つ。

{ UN-•(c) =野 /.CXn;UN-.+l((g: 炉）→(c))) 

u0(c) = !N(g炉(c))

ただし，＊は知を条件

Xn E < dn, en> , (g炉）―'(c)E range (g叫

の下で動かすことを示す。 (g炉）ー1は・の実変数関数gn(Xn;・）の逆関数である。

{ wN-•(c, d) =~ 茫氾； WN-n+l((g: 炉）→(c), (h炉）→(d))) 

w0(c, d) = /N(g炉(c)V h計(d))

ただし， pVqはP,qの大きい方を表し，＊＊は知を

Xn E < dn, en> , (g炉）一1(c)E range (gn+1) , (h炉）一1(d)E range (hn+1) 

の下で動かすことを表す。特に，問題 P1(c),P1(c, d)は，それぞれ前節の問題

Max f (xi, x2, …，邸）

Ps(c) s.t. g(x1, 幼，…，邸） ~c

Xn E < dn, en> 1~n~N , 

Max /(x1, X2, …，邸）

瞑 c,d) s.t. g(xi, Xz, …，邸） ~c

h(xi, Xz, …，邸） ~d

Xn E < dn, en> l~n~N 

(8) 

になる。したがって，たとえば問題群 P3= {Pie)}の最大値関数 U: < a, /3 >~< a, b >は，今得

られた再帰式を uoから uo→が→ …→ UN-Iと解いて最後に UN-I=;uとして求められる。特に，

この U:<a, /3>ー→ <a, b>が狭義増加ならば，定理 2.4の不等式 (ii-a)と等式 (ii-b)が成立す

る。 2パラメータ問題群についても同様に WO→創→ …→ WN-1 =; Uとして，求める最大値関数

U: < a,/3 > X < Y, o >ー <a,b>が得られ，定理2.6の不等式 (ii-a)と等式 (ii-b)が成立する。

以上の接近法を動的計画法という。これは，ー制約式および二制約式についてそれぞれ述べたが， 3 

以上の多制約式についても成立する ([16])。
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次に， X = <d1, e1> x <d2, e2> X…x <dN, eN>上で狭義増加性をもつ再帰型関数f:X-

炉の代表的な型を 3つ挙げておこう。

(1) 加法型

/(X1, X2, …，邸）＝八(xi)+丘(x2)+…+IN(邸）

ただし IN:<dN, eN> -応は狭義増加とする。

(2) 乗法型

/(X1, X2, …，邸）＝八(xi)X丘(x2)X…XjN(邸）

ただし fk:<dん，叙>-応 (1~k~N) で， IN は狭義増加とする。

(3) 乗加法型

/(X1, X2, …，邸）＝八(x1)+ふ(x1)/2(x2)+ /31(x1)必(x2)/J(x3)+…

＋ふ(xi)/3式xか"/3N-1(XN-1)/N(XN)

ただしふ： <dk, 叙＞ー→ R.!-(1~k~N) で， IN は狭義増加とする。もちろん，乗加法型において

ふ(x)= 1ならば加法型になる。 . . . . . 
さらに，次の最大型，最小型は必ずしも狭義増加性はもたないが，非減少性をもつ再帰型関数であ

ることを注意しておく。

(4) 最大型

(5) 最小型

/(Xi, X2, …，邸） = max fn(Xn). l;;;n;;;N 

/(X1, X2, …，邸） = mm fn(Xn) . l;;,n;;,N 

以上の典型的な再帰型関数は次節で目的関数・制約関数となって現れる。特に，目的関数，制約関

数ともに加法型のとき，すなわち

Max 八(xi)+/2(x2) +…叫（邸）

s.t. g1(x1) + g2(x2) +… +gNい） ~c

Xk E < dk, ek > l~k~N 

に対する再帰式 (8) は

{ uN-•(c)~l\;1;~x [/凸）+ uN-n+1(c-g,(x,))] 1~n~N 

u0(c) = !N(g炉(c))
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になる。ただし，＊は知が

Xn E < dn, en > , 0~gn(Xn)~C 

を満たすことを表す。同様に， f,g, hがすべて加法型のときの再帰式は

{ wN-•(c, d)~ ~ 翌 [/a(x,)+ wN-•(c -g,(x,), d -h,(ふ））］

w0(c, d) = /N(gN1(c) V h計(d))

になる。ここに＊＊は

Xn E <dn, 釦 >, 0~gn(Xn)~C , 0~hn(xn)~d 

を意味する。

4. 古典的不等式

この節ではほとんどの有名な不等式は，目的関数/(X1,X2, …，邸），制約関数g(X1,X2, …，邸）に適当

な再帰型関数を選んで，前節の最大値問題群 Pを解くことによって証明されることを示す。

4. 1. 一般化された算術平均・幾何平均不等式

いわゆる算術平均・幾何平均不等式

り1Xn~(it臣）N xE  Rダ

はBeckenbachand Bellman [3]が最初に動的計画法 [5]で証明しているが，ここでは一般化された

次の不等式を DPの再帰式を解いて証明する。

n 炉 ~IT (Pn yPn,/tn) (N (認I伍） ミ四（江I伍） XE  R+N, l 麟 • 早釦Xが） I { (1 tn) } 

ただしか>0, Qn > 0, tn > 0 (1~n~N) は定数で，等号は

屈 xfl= q山Xi2=… =q心 x炉
P1 Pz PN 

のときに限る。

この不等式に対しては，乗法型関数，加法型関数

N 

f(x1, 幼，…，邸） = IT X炉： Rf--だ
1 

N 

g(xi, ゅ，…，邸） =~qnXが： Rダー→ Rl 
1 
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をそれぞれ目的関数，制約関数とした最大化問題

N 

Max IT X炉
I 

N 

P1(c) s.t. ~qnXが ~C (~ 〇）
I 

Xn~0, 1~n~N 

を考える。対応する再帰式l uN-•(c) =~:x [x炉XUN-n+l(c-q,,;x炉）］

u0(c) = (嘉）応/tN c~O 

（ただし＊は 0~Xn~(土）1/tnを示す）

C~0, l~n~N-1 

は1変数関数の最大化を (N-1)回繰り返して解かれ，最大値関数列 uo→が→ …→ UN-Iおよび同

時併行的に最大点関数列（すなわち最適政策）冗t-1→ 冗'J-2→ …→ かが得られる：

幻 (c)= NIJn (嘉）加ltk•C、訊/!kI { (えを）＼恥/lk}

合(c)= (!ntnY/tn•c1ltn/{(合 1:)1/tn} . 

したがって，最大化問題 P1(c)は次の最大値 U(c)と最大点 (x「(c),xi*(c), …,x点(c))をもつ。

U(c) = UN-l(c) =¢(dntnrnltn•C認/In/{ (*を）翫/In}'

Xn*(c) = (!ntnY/tn・clltn/{(*tY'tn}' 1~n~N. 

ゆえに，定理 2.4より，一般化された算術平均・幾何平均不等式が証明された。

特別な場合として次の不等式（表 1) が挙げられる。

4. 2. Minkowskiの不等式

この不等式では x= (x1, Xz, …， XN), Y = (Yi, Yz, …， YN)のうち yを定数y=bと見倣して， xだけ

変数と考える。すなわち， P>lとして，次の不等式を証明する。

~(b叶ふ）p~{(~ 加）1/P +(~ 止）l!P}P on R+N 

ただし加>0, 1~n~N は定数。 O<p<l のとき，不等号は逆転してこになる。等号は

X1 X1 XN 
= =・・・= 

b1 b2 bN 
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4. 1. 1 a 

4.1. 2 

4.1. 3b 

4.1. 4 

4.1. 5c 

4. 1. 6 
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表 1

不 等 式

xf'x『… x炉~on R+N （かxi+麟 ＋ … 加XN)か+P2++P, 
か+P2+…PN

( )liN~ Xi+ゅ十…十XN RN Xぼ2... XN N on + 

長（虚I ） .l.'~ 贔I on R+N 

万223パ3x+y+z)~xy2が on R+3 

i;rN xn~LI·(翫N ） I' Irr on R+N 

11・2―8/11・3―9/1I. (xyz)gn 1~x十炉＋が on R+3 

a釦>0, 1~n~N は定数．

bJ:=L;fn, IT=ITfn叫
C』=ITf (l/n)11n, I'= L;f (1/n). 

のときに限る。 p>1に対しては，目的関数，制約関数としてそれぞれ

N 

f(x1, Xz, …，邸） =~(bn+xn)P: R竺 ~[~fbl, oo) 
1 

N 

g(x1, Xz, …，邸） =~Xnp: R+Nー→ [ 0, 00) 
1 

とする最大化問題

N 

Max~(b叶Xn)P
1 

N 

s.t. ~Xn~c (~ 〇）
1 

Xn~0, l~n~N 

を考える。再帰式

等号条件

Xi= X2 = "'= XN 

X1 = X2 =••• = XN 

王1L=ぎ2＝…＝互N 

王1=_l'_2 =名3 

X1 = 2x/ =… = N止

x=2炉=3z3 

{ UN-n(c)~ 油;){b叶 Xn)P+UN-n->(c-xn)] 

u0(c) = (bn+c)P c~0 

c~0, 1~n~N -l 

を解くと，最大値関数列 {u0,u1, …, UN-1}と最適政策｛冗i*'合，…，冗t-1}は

幻(c)={(~哀bly1P + c11p y, 〇 ~n~N-1,

叶(c)~bn·c11P/{(合 bげ）1/P}, l~n~N-l 

となり，最大値関数 Uと最大点関数 (xt,xt, …， x点）
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U(c)={( 
N 1/P P 
~bnP) } , 

Xn*(c) = bn•C11P /{(f肛）IIP}, 1~n~N 
I 

が得られ，定理 2.4より Minkowskiの不等式が成立する。また， O<P<lに対しては， Iとgを入

れ替えて同様に議論すればよい。

4. 3. Holderおよぴ Cauchy-Schwarzの不等式

ここでも x,yのうち yは定数と考えて，次の型の Holderの不等式を証明する。 p>lのとき

N N 1/q N 1/P 
苓わXn~(~ り·(~止） on R+N 

ただし， bn> 0, l~n~N は定められた定数で， q は P と共役な実数，すなわち， q = p/(p-l). 

O<p<lのとき，逆向きの不等式が成立する。等号は

xi/bf-1 = x2/bfー 1=… =XN/bt-l 

のときに限る。もちろんこの Holderの不等式は P=2(=q)のとき， Cauchy-Schwarzの不等式

N N 1/2 N 1/2 
平ぬXn~(平幻）•（平 Xn2) On R+N 

とその等号条件

王!._=ざ＝．．．＝卒
b1 bz bN 

になる。 p>lに対しては，加法型関数

N 

f(x1, X2, …，邸） =~bnXn: Rダー→ R! 
I 

N 

g(x1, X2, …，邸） =~xl: Rダ-R!
I 

をそれぞれ目的関数，制約関数として，最大値問題 P(c)の再帰式を解くと，最大値関数列 {u0,u1, …， 

UN-1}と最適政策｛が，が，…，冗t-1}を得る。

幻 (c)=(fbkq)11q・c11P, 
N-n 

〇 ~n~N-1,

冗,i*(c)= b:f-1・c11P /{(含 bkq)11P}, 1~n~N-1. 

したがって，最大値関数 U と最大点関数 (xt,xi*, …， x点）は
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N 1/q 

U(c) =はり.Cl/P , 

Xn*(c) = c11P•b%― 1/{(f り11P}, 1~n~N 
I 

になり， Holderの不等式が証明された。 O<p<lのときは，関数fとgを入れ替えて，同様に最大

値問題を解けばよい。

4. 4. その他の不等式

われわれは，狭義増加性または非減少性をもつ再帰型関数/:X―→ < a, b >, g : X~< a, /3 

＞を適当に選んで，それぞれ目的関数，制約関数にもつ最大値問題群

Max /(~1, Xz, …，邸）

s. t. g(x1, Xz, …，邸） ~c

Xn E < dn, en > 1~n~N 

の最大値関数 U(c)と最大点関数 (xt(c),xt(c), …，点(c))を動的計画の再帰式を逐次解くことに

よって求めることができる。したがって，定理 2.3, 2. 4より，不等式

/(X1, X2, …, XN)~U(g(x1, x2, …，邸）） on X 

とその等号条件を求めることができる。表 2はこの方法によって得られた不等式と等号条件をまとめ

たものである。

表 2

式番号 不 等 式

4. 4. la N・!((加）1/N)~ 卓/(い onR+N 

4. 4. 2b 1(立I /N)~Im茎 na;;;xN J(xn) on R+N 

4. 4. 3c 心I叫 n位Ian)~ 立I f(xn) /立I on R+N 

4. 4. 4d ITfan·~ 位）nXn ~() RN 
四 a心 … aか 1加an+I… aN 1m全naaaxN anXn on + 

4. 4. 5 翫2~叡Xi+min (xz, x叶ふ）)2on R+4 

a f:R+l→冨は上への狭義増加な凸関数。

ゾ：R+l→冨は上への狭義増加関数。

等号条件

Xi= X2 = ... = XN 

Xi= X2 = ... = XN 

Xi= Xz = "'= XN 

X1 
＝ 

X2 ＝．．．＝ 
a2a3 ... aN a1a3・・・aN 

xi/3 = xz/2 =底=X4 

ゾ：R+l→冨は上への狭義増加な凸関数で， an>0, l~n~N は定数。 Jensen の不等式という。

d幻>0, bn > 0, l~n~N は定数。
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表 2の続き

式番号 不 等 式 等号条件

厨N ~[2(N-2)2'"+2/{(2N-1)吟― I}]• {翠Nい/n~-1 吋｝2・'・-1 2仇{ Xz r2 = 2(N-I)+(N-2) 

4. 4. 6 e 
on (O,oo)x(O,oo)x… x(O,oo) { X:i } 1122 

＝ 2 2(N-l)+(N-2)+(N-3) = ... 

N—個 { XN rf2H 
＝ z2s-2(N-1)+2-'-3(N-2)+ +2'•2+1+0 

lma.naa.x N Xn 

4. 4. 7 ~(吋十X1Xf-l + X1X2Xf;+… +x心…十XNYIN Xi= X2 = ... = XN 

on Rげ

Xi+(x叶…十(XN-1+邸）2…)守）2 2<22>xげ=2<2a>x~ 炉） = 2<2">x£2") 
4. 4. 8 翌 2(N-l)i;iN幻 on R↑ = ... = 2<2s>XN-¥2・'-'> = 2<2·'··•>x位\')

4. 4. 9 lm幻 i幻n l+Xn xn ~ N四+四XnXn on R+N Xi= X2 = ... = XN 

4. 4.10 
x+l-y y~ 2min (x,y)-{min{) x,y)}2 

1-min (x,y x=y 

on [0,1) x [0,1) 

4. 4.11 
min (x,(min (y,z))り

XI/2 = y = z 
~x+y+z+2-2(x+y+z+l)112 on R+3 

4. 4.12f Jm;e;km . ;e;N bば炉 ~Jm;,;心m. N bk{(Jm;,;na;,;x N anx炉）加｝知IY• on R+N a1xf1 = a2x炉＝…＝心xかor

bixf'= bzx界=... = b屈笠

4.4.13~ lma;;kaa;;x N a江が ~Ima;;心axN ak{(Im紅 ia;;nN bnx炉）／似｝応fq• on RN a1Xや=a2x炉＝…=aNX炉 or

b心や =b玖界=... = bNX炉

麟 /(1+ Xn)}~N(加）1/N /{i+(かn) 1/N } 

4. 4.14 on (O,oo) X (O,oo) X… x(O,oo) X1 = X2 = ... = XN 

N—個

min (x,y)~ ¾(x+f r for O < x+壬<2
炉=y for 0 <x+ーyX ~2 

4. 4.15 ~x+L-1 for x+L >2 X X x = y for x +L  > 2 X 
on (O,oo)x(O,oo) 

4. 4. 16h iI 釦Xn~(四an)(四Xn) on R竺
Xi Xz XN 

釦+xn~nan+Xn) a, ＝ a2 ＝．．．＝ aN 

丘~[ {IIf(a叶 Xn)}l/N 1『·(~)
4. 4.17 Xn (Ilf an)IIN 心 X1 ＝ X2 ＝．．．＝ XN 

a1 a2 aN 
on R+N 

e ITfak = I 

f心>0, 加>0, Qn > 0, 1~n~N は定数。

g釦>0, 加>0, 1~n~N は定数。加> 0, Qn > 0, 1~n~N は正の奇数。

h釦>0, 1~n~N は定数。 Milne-Crystle の不等式という。
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5. 逐次準線形化不等式

．．． 
前 3,4節では動的計画法の基本原理である最適性の原理をいわば直感的に適用して再帰式を導い

た。本節では，まず，最適性の原理と数学的に同値なマクシマックス定理を述べて，この定理と凸関

数の準線形化技法を繰り返し用いて得られる不等式を紹介する。

X, yを空でない集合とし， X ラ各 xに対し Y(x)を Yの空でない部分集合とする。すなわち

Y(・): X一→ がを点対集合値写像とする。ただしがは集合 Yの空でない部分集合の全体とする。

集合値写像 Y(・)のグラフを

Gr(Y) = {(x, y)I y E Y(x), x EX} c Xx Y 

で定義する。

補題 5.1 (マクシマックス定理 [27; p. 268])関数/:XXR1-R1は各 xEXに対して f(x;

・): RI-→ 炉が非減少とする。 関数gはg:Gr(Y)-応とする。このとき， l¥Jtlf(x;芭慇ぷ

g(x,y))が存在すれば， Max f(x; g(x, y))も存在して，両者は等しい。
(X,Y)EGT(Y) 

Max f(x; Max g(x, y)) = Max f(x; g(x, y)). 
XEX ye Y(x) (X,Y)EGT(Y) 

(9) 

この等号は， Maxをminに替えても，この条件のままで成り立つ。さらに，特別な場合には

Max f(x; Max g(y)) = Max f(x; g(y)) 
XER 1 YER 1 X,YER 1 

(10) 

になる。

一般に，任意の微分可能な凸関数f:R1-R汀こ対して

/(h) =~ 緊 [f(x)+(h-x)/'(x)] 

= Max [F(x)+ f'(x)h] 
XERI 

= Max f(x; h) 
XERI 

y 

(11) 

凸f

゜
X h

 
図 1
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が成り立つ。ただし

F(x) = f(x)-xf'(x) 

f(x; h) = F(x)+ f'(x)h. (12) 

表現(11)は関数f(h)の準線形化である ([5:p.135]) 。さらに，補題 5.1 より， f'(x)~0 x E R1の

下では

f(f(h)) =~ 因~[F(x1)+ f'(x1)f(h)] 

=~ 船 [F(x1)+ /'(xi)[~ 脳 [F(xz)+ f'(xz)h]]] 

= x翌岱 1[F(x1) + /'(x1)F(x2) + /'(x1)/'(x2)h] 

= Max /(幼； /(x2; h)) 
XIぷ 2ERI

が成り立つ。したがって，関数f:R1ー→ だと自然数Nに対して

F(x ; h) = /(xi ; f(x2 ; …； f(xN; h)…）） 

X = (Xi, X2, …，邸） ERN 

とすれば，次の定理を得る。

定理 5.1 (i) 関数f:R1-炉が微分可能な増加凸ならば，不等式

JN(h)~F(x; h) (x, h) E RN+i 

が成立する。等号は

Xi = 1N-l(h), X2 = 1N-2(h), ・・・, XN-1 = f(h), XN = h 

のときに限る。

(ii)関数g:Rl-だが微分可能な増加凹ならば，不等式

炉(k)~G(y; k) (y, k) E RN+l 

が成立する。等号は

Yi = gN-l(k), Yz = gN-2(k), …, YN-1 = g(k), YN = k 

のときに限る。ただし

バx)= f(f(…f(x)…）） 

G(y; k) = g(yi; g(y2; …； g(yN; k)…）） 

g(y; k) = G(y)+ g'(y)k 

G(y) = g(y)-yg'(y) 

Y = (Yi, Yz, …, YN). 
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定理 5.1の不等式はそれぞれ

で表される。

だ(h)~F(x1)+ f'(x1)F(x2) +…+ /'(xi)/'(叫…/'(XN-1)F(邸）

+ /'(xi)/'(ゅ）…/'(邸）h, 

gN(k)~G(y1)+ g'(y1)G(y2)+…+  g'(y1) g'(yz)…g'(YN-1)G(yN) 

+ g'(y1)g'(y2)…g'(yN)k 

5. 1. 逆と反転と共役と

(16) 

(17) 

まず逆を考えよう。関数/:RI-RIが上への微分可能な狭義増加凸であるための必要十分条件

は，逆関数1-1:RIー→ 炉が上への微分可能な狭義増加凹であるから，次の系が得られる。

系 (i)関数/:RI―→ RIが上への微分可能な狭義増加凸ならば，不等式

1-N(k)~F• (y; k) (y, k) E RN+I 

が成立する。等号は

Yi = 1-N+l(k), Y2 = 1-N+2(k), …， YN-1 = j→ (k), YN = k 

のときに限る。ただし

f-n(y) = f→ (/―1(…1-l(y)…）） 

F-1(y) = f→ (y)-yj-1t(y) 

f→ (y; k) = F-1(y)+ 1-1'(y)k 

F→ (y ; k) = 1-1(y1 ; f―1(Y2; …； 1-1(yN ; k)…））． 

(ii)関数 g:R1~R1 i]:t__tA,.O)~Jj-AJfi§tJ-~-~jJQQ!JiJ'I? ~i, 不等式

g-N(h)~c-1(x; h) (x, h) E RN+l 

が成立する。等号は

X1 = g-N+l(h), 幼 =g咽 +2(h),…， XN-1 = g→ (h), 邸 =h

のときに限る。ただし

G→ (x) = g→ (x)-xg-1'(x) 

g-1(x ; h) = c-1(x) + g-1'(x) h 

c-1(x; h) = g→ (x1; g→ (x2; …； g-1(xN; h)…））． 

系の中の不等式は次のようになる。

1-N(k)~Fー 1(y1)+ 1-11(y1)F→ (y2)+…+  1-l'(y1)/-1'(y2)…1-1'(YN-1)F-1(yN) 
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+ 1-l'(y1)J-l'(y2)…1-lr(yN)k (20) 

g-N(h)~G• (xi)+ g-1'(x1) G―1(x2)+…+ g-lr(X1)g-l'(x2)…g-l'(X炉 1)G→(XN) 

+g―1,(X1)g-lr(叫…g-irc邸）h (21) 

次に， 2変数関数f(x;h)の反転を考えよう。 任意の微分可能な狭義増加凸関数/:Rl-庄に対

して

f(x; h) = f(x)+(h-x)f'(x) 

= F(x)+ f'(x)h (22) 

で定義された 2変数関数f(x;h)は，各 xE炉を固定すると hの連続狭義増加関数だから，その逆関

数f-1(x;・)が

八(x;k)=x- + 
J(x) k 
f'(x) f'(x) 

= F-1(x)+ 
k 

f'(x) (23) 

として定義される。ただし

瓦(x)~x-隠·

f-ix; k)をf(x;h)の反転関数 (reversefunction)という。準線形化技法によれば，微分可能な狭義

増加凸fに対して

f(h) = Max f(x ; h) 
XERI 

= Max [F(x)+ f'(x)h] h E R1 
XER1 

= Max [f(x)-xf'(x)+ f'(x)h] 
XERI 

(24) 

かつ x*= hが最大点であった。これはまた次に同値である。

f→ (k) = min f-1(x; k) 
XERI 

＝叫R[ F-1Cx) +-/い］
． 

= min x-
f(x) k 

XER1 [ /'(x) + f'(x)] (25) 

かつえ =f→(k)が最小点である（図 2)。この事実は， Newton法の考え方を最適化の立場から見直

したことになっている。

定理 5.2 (i) 関数/:Rl-Rlが微分可能な狭義増加凸ならば，不等式
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J(x) 
y 

k 

X I 

゜
屯― ] 'f(巧伍）） ＋ ]' (屯K） 

1-N(k)~F-1(x; k) (x, k) E RN+i 

が成立する。等号は

Xi = 1-N(k), X2 = 1-N+l(k), …， XN-1 = 1-2(k), XN = 1-1(k) 

のときに限る。ただし

F-1(x; k) =ん(xi;f-i<x2; …； f-i(XN; k)…）)． 

(ii)関数g:R1~R1 iJ!~Jt-aJt§~~~~1JD[!:!J~ ~ ~;f, 不等式

g-N(h)~G-i(Y; h) (y, h) E RN+l 

が成立する。等号は

図 2

Yi = g-N(h), Y2 = g-N+l(h), …， YN-1 = g-2(h), YN = g→ (h) 

のときに限る。ただし

G-1(y)=y—悶

g_i(Y; h) = G_i(y)+ 
h 

g'(y) 

G-1(Y ; h) = g_i(y1; g_1(Y2; …； g_i(yN; h)…））． 

定理5.2の不等式は次になっている。

F-1(x2) 1-N(k)~F-1(x1)+ +…＋ F-1(邸）
/'(xi) /'(xi)/'(叫…/'(XN-i)

＋ 
k 

f'(xi)f'(xか・・/'(邸）

G-i(y2) g-N(h)~c_i(yi)+ +…十 G-i<YN) 
g'(yi) g'(yi)g'(yi)…g'(YN-i) 

＋ 
h 

g'(yi)g'(y2)…g'(四）・
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定理 5.3 (i)関数/:Rlー→ 炉は上への微分可能な狭義増加凸とする。単調変換 Y=f(x)に

よって p-l(y;k)は F-1(x;k)になる。また，単調変換Yn= f (xn) 1~n~N によって F→(y; 

k)は F-1(x;k)になる。

(ii)関数g:Rl―→ 応は上への微分可能な狭義増加凹とすると，単調変換 X= g(y)によって

c-1(x; h)はい(y;h)になる。また，単調変換 Xn= g(yn) 1~n~N によって G→(x; h)は

G-1(Y; h)になる。

最後に，共役作用素＊とへを考えよう。 一般に，任意の凸関数/:Rl―→ R汀こその共役関数f*

を

f*(y) =細 [xy-/(x)] y E R1 (30) 

で定義し，凹関数 g:Rl一→代に対してはその共役関数 fを

豆(x)= inf [yx-g(y)] x E R1 
yeRI 

(31) 

で定める。作用＊とへは次の意味で双対をなしている。

／ 

(-/)(y) = -/*(-y) y E R1 

補題 5.2 関数/:Rl-応は 2回微分可能で狭義増加狭義凸とする。このとき， /'(-oo)く y

< /'(00)に対して次が成り立つ。

(i) f*(y)=xy-f(x) 

(ii) f*'(y) = X , 特に f*'(y)> 0 (/'(O) < y < /'(oo)のとき）

(iii) f*"(y) = l 
f'(x) >O (32) 

ただし xはf'(x)= Yを満たす（唯一の実数）。

したがって，/*: (/'(O), /'(oo))~ 炉は狭義増加・狭義凸であるから，次の定理が得られる。

定理 5.4 関数/:Rlー→ 尺は 2回微分可能で狭義増加・狭義凸とすると， /'(O)< Ynく /'(CX)),

/'(O) < f*n(h)く /'(oo)1~n~N なる (y, h)に対して

f*N (h)~F*(y ; h) 

が成立する。等号は

Yi = f*<N-O(h), Yz = f*(N-Z)(h), …， YN-I = f*(h), YN = h 

のときに限る。ただし

F*(y) = f*(y)-yf*'(y) 

f*(y; h) = F*(y)+ f*'(y)h 
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F*(y ; h) = f*(y1 ; f*(yz ; …; f*(yN; h)…））． 

この不等式は次のよう書ける。

f*N(h)~F*(い+/*'(め）F*(yz)+…+  f*'(y1)f*'(y2)…f*'(YN-1)F*(yN) 

+ /*'(め）/*'(叫…f*'(yN)h.

同様に凹関数については次のとおり。

(34) 

補題 5.3 関数g:Rl~Rl は 2 回微分可能で狭義増加・狭義凹とする。このとき， g'(oo) < X < 

g'(-oo)なる Xに対して次が成り立つ。

(i) 豆(x)= yx-g(y) 

(ii) 図(x)= Y' 特に臣(x)> 0 (y'(oo)く X< g'(O)のとき）

(iii) 図(x)= < 0 g"(y) 

ただし yは一意に g'(y)= Xを満たすもの。

定理 5.5 関数g:Rl~Rl は 2 回微分可能で狭義増加・狭義凹とすると， g'(OO) < Xn < g'(O), 

g'(oo) <町(k)< g'(0) 1~n~N なる (x, k)に対して

炉(k)~G(x; k) 

が成立する。等号は

X1 =豆N-l(k),幼=gN-2(k), …， XN-1 = g(k), XN = k 

のときに限る。ただし

c(x) =豆(x)-xぽ(x)

g(x; k) = G(x)+図(x)k

G(x; k) =且(x1;g(xz; …； g(xN; k)…））． 

この不等式は次のように表される。

gN(k)~G(x1)+ 豆'(x1)G(ゅ）＋…＋豆'(xi) 豆 '(xz)…豆'(xN-1)G(xN)

+ g'(x1) 豆 '(xか••亙（邸）k. 

5. 2. 例題

(36) 

(37) 

この節では，代表的な凸関数fを与えて， fー1==; g, J-r, J*, g, F, F-1, F-1, F*, c, c-1, 

G-1, …などを計算して逐次準線形化不等式（主） JN(h)~F(x; h), (逆） 1-N(k)~p-I(y; k), (反

転） 1-N(h)~F-r(x; k), …などを具体的に求める。

-138-



動的計画による不等式論

5.2.1. f(x) =ex: (-oo, oo)一(0,00) 

この関数fは上への狭義増加な狭義凸関数で，線形近似は

f(x;h)=(l-x+h)ex -ooく x,h < oo 

になり，逐次準線形化不等式

（主） ee•••eeh~ 臼 (1-X1) + exi+x2(I -x2) +… 
(N個の e)

+ ex1+xz+…+XN→ (1-XN) + ex1+xz+…+xN h (x, h) E RN+I 

が得られる。等号は

X1 = ee .. ,eh , X2 = e…eh , ・・・, XN-1 =因，邸 =h
((N-1)個の e) ((N-2)個の e)

のときに限る。 ただし，この例では ee…eh等については特に印刷上

e---eh e・ .. eh 
e = e 

とする。 さて，この不等式の逆については

g(y) = f―1(y) = log y : (0, oo)一(-00,00)

k g(y; k) = f→ (y;k)=-l+logy+- O<y,k<oo y 

だから，不等式

（逆） log log…log log k~ ー 1+logyげ
-1 + logy2 

＋・・・
Y1 

(N個の log)

＋ 
1 + log YN 

＋ 
k 

Y1Y2"""YN-l Y1Y2…YN O<凡く oo, k~0 

になる。等号は

Yi= log log…log k, Y2 = log…log k, …， YN-1 = log k, YN = k 
((N-1)個） ((N-2)個）

のときに限る。ただし， k~O は K が十分大きな正数であることを示す。ここでも次の反転不等式に

おいても loglog…log log k(N回の log作用）が well-definedになる程の正数。すなわち

N{=~ のとき．
~3 

、l
l
/e

 
の個

”ウ
⑫

N
 

‘ヽ
＼

0

1

e

(

 

9

4

、

＞
 

k
 

この反転は，

f-1(x; k) = x-l+e―xk -00 < X < k , 0 < kく (X)

より，
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（反転） log log…log log k~ 功一l+e―X1(Xz 一 1)+ … +e―X1-X2-00·-XN-I(邸一 l)+e―x,-xz-oo•-XNk 

(N個の log)

-00 <知く oo, k~0 

になる。等号は

x1 = log log… log log k, 幼=log log…log k, …， XN-1 = log log k, XN = log k 
(N個） ((N-1)個）

のときに限る。

さらに共役については

f*(y) = (-l+logy)y: (O,oo)一［ー1,00) 

f*'(y) = log y > 0 1 < y < oo 

f*'(y) = 1/y > 0 

f*(y ; k) = -y + k log y y > 1 , k > 1 

だから，不等式

（共役） f*N(k! ~ 一Y1-Y2log Yi―…-yNlog Y1 logy四 logYN-1 + k log Yi logy四 logYN 

Yn > 1, k > e2 

が成立する。等号は

Yi = J*<N-ll(k), Yz = J*<N-Zl(k), …, Yt-1 = f*(k), yt = k 

のときに限る。

さらに，関数 f(x)= exの逆関数 g(y)= f→ (y) =logyの共役については，

豆(x)= l~log x: (0, oo)一(-00,00)

h 
g(x; h) = log x十x O < x, h < oo 

になり，不等式

log x2 
炉(h)~log 功＋＋…＋

log XN 
＋ 

h 
X1 X1X2・・・XN-1 X1X2…XN 

Xn > 0, 
-1-e-t 

h>e―l+e 
-l+e 

(N個の e)

が成立する。等号は

Xi = gN-l(h), X2 =豆N-2(h),…， XN-1 = g(h), XN = h 

. k 
のときに限る。次に， g(y)=logyの一次近似 g(y; k) = -1 + log y十一の反転はy 

g_i(Y; h) = y(l-log y)+yh y > 0, ー oo<h<oo

だから，不等式
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g-N(h)~Y1(l-log Y1)+Y1Y2(l-log Y2)+… 

+Y1Y2…YN(l -log YN) + Y1Y2…YNh Yn > 0, -oo < h < (X) (39) 

と等号条件

Yi = g-N(h), Y2 = g-N+l(h), YN-1 = g-2(h), YN = g→ (h) 

を得る。ただし

g-n(h) = e…eh (n個の e).

k 
また， g(x)= 1 + log Xの一次近似豆(x;h) = log x十了の反転は

だから，不等式

と等号条件

ff-1(x; k) = -x log x+xk x > 0 

豆―N(k)~ ―x1 log x1―x心 log知 一…ーX1X2… 邸 log邸 +X1X2・・・XNk

Xn > 0 , -00 < k < 00 

x1 = g-N(k), x2 = g-N+1(k), XN-1 = g-2(k), 邸＝豆―l(k)

が得られる。ここに

g-1(k) = ek-1 

g-n = g-I(g→(…g-l(k)…）） n回繰り返し合成関数。

5.2.2. /(x) =が： [O, oo]一[O,oo] 

この関数fも上への狭義増加な狭義凸関数で

f(x; h) =一炉+2xh x~0 , h~0 

だから，逐次準線形化不等式

（主） h2N~ 一xt-2xrxi―…-zN-IX辺…XN-IX和+2NX1X2°..XNh Xn~0, h~0 

が成り立つ。等号は

功 =h
zN-1 

， 厄 = h研 2, …， XN-I = h2, XN = h 

のときに限る。この不等式の N=lのときは，最も簡単な準線形化([5;p.134])

Max [2xhーゲ]= h2 -ooく h< oo 
-co<x<co 

に同値である。さて，逆は

g(y) = 1-l(y) =ふ： [O, oo]一[O,oo] 

g(y; k) = 1-1(y; k) =賛ふ+_k_) Y, k > 0 
ふ
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だから，不等式

（逆） kl/2こ}ぷ++,pj;+ …＋羨;:〗二□+ 2Nふ喜二

が成立する。等号は

Yr = k112N-1, Yz = k112N-2, …， YN-I = k112, YN = k 

のときに限る。特に， N=lのときは，この不等式は準線形化

min [ 
1 
ーぷ＋

k 
X>。2 2ぷ］＝屈 k>O

に同値である ([5;p.134])。次に反転については，

f-iCx; k) =½(x+1) x, k > 0 

より，不等式

1 1幼 1 XN . k 

Yn > 0 , k > 0 

（反転） kl/2N~ -xげ一—+…+- ＋ 
2 22 X1 2N X1ゅ…XN-1 2NX1X2…XN 

Xn > 0 , k > 0 

と等号条件

X1 = k112N, Xz = k112N-1, …， XN-1 = k1122, 邸 =kl/2 

で表される。これは Bellman[ 5 : p. 58]が考えたであろう不等式

(42) 

22(1-1/ZN) kl/ZN~Xげざ巨…十 XN + k 
X1 X1X2・・・XN-1 X1幼…XN Xn > 0 , k > 0 (43) 

と等号条件

Xi = 2(1-l/ZN-l) kl/ZN' 幼=2(1-1/ZN-2) kl/ZN-I' XN-l = 2112k1122, 邸=kl/2 

に同値である。

次に，共役については，まず /(x)=炉に対しては

だから，不等式

1 
f*(y) =一炉： [O, oo)ー→ [O, 叫

4 

f*(y; k) = -+炉+½yk y~0 , k~0 

1 
（共役） 2r1+1-1 k坪こ

1 2 1 2 1 1 
4 ―4Y1―戸Y1Y2―…― 4.2N-l YtY砂 YN-tY和十刃び1Y砂 YNk'

Yn~0 , k~0 
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が成立する。等号は

1 砂— l
Y1 =乞k'

1 zN-2 

Yz = zN-1-1 4 
k ， YN-1 = 2-2炉， YN= k 

のときに限る。

次に， g(y)= 1-l(y) =ふアの共役については

豆(x)=一-¼-x: (0, oo)一(-oo,0) 

g(x; h) =—fx-+凸 x>O, h>。
になる。ここに，不等号

1 
~ 

4x 
I h 
2x 

＋ 2x2 x>O, h>。
と等号条件

x=h 

は得られるが，これを N(~2) 変数 x = (x1, Xz, …，邸）の逐次不等式に拡張することはできない。なぜ

なら豆(h)< 0, h > 0だから。

5.2.3. f(x)=x+咋い+1 : (-oo, oo)一→ (-00,00) O<c<l 

これは

f'(x) = 1 + ぎx

✓ざ炉+1
>O 

f"(x) = 
cz 

(cz炉 +1)312 ＞。

だから，狭義増加・狭義凸である。また

f(x;h)= 1 +(1+ czx) 
✓ぎ炉+1 ✓ぎ炉+1

h -oo<x,hく (X)

g(y) = f―l(y) = 
y- ✓ c2Y2 + (1 -cz) 

l-c2 : (-00,00)一(-00,00)

になる。 F= F(x; h), F-1 :::=; G, F-1, G-i, f*, 亙， F*,G, …さらには，対応するそれぞれの不

等式を書き下すことは余りにもスペースを要する。

5. 2. 4. g(y) = y- ✓ざ炉+1: (-00,00)一( -oo, oo) 0 < c < 1 

このときは

g'(y) = 1-
c2Y 

✓ぎ炉+1
＞。
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g"(y) = -
c2 

（ぎ炉+1)3/2 <O 

だから， gは狭義増加・狭義凹である。また

g(y; k) = - 1 +(1一ぎy)k -ooく Y,k< 00 
✓ぎ炉+1 ✓ざ炉+1

f(x) = g (x) = -1 x+ ✓ざ炉+(1-cり
1 _2 :(-00,00)一（一00,00).

他の関数ならびに対応する不等式は省略する。

6. 積分不等式

この節では，第 4節での古典的不等式の連続化すなわち積分化を考える。特に， Holder,

Minkowski, 算術平均・幾何平均の積分不等式を，離散（時間）の動的計画の再帰式に対応するベルマ

ン方程式を実際に変数分離法で解くことによって，証明する。

本節では， C1= C1(R.!.) = {h I h: R.!. ~R.!. 連続｝として，一般に最大化問題

Max fr f(a(t), x(t))dt 

s.t. fr g(a(t), x(t))dt~c , c~0 x E C1 

を考える。ただし， aEC+, f, g: R.!.xR.!.~R.!. は連続， 0< T < oo. この最大値関数F:R.!. 

x [O, T]一R.!.を

F(c, t) = max {1r f(a(s), x(s))dsl fr g(a(s), x(s))dx~c, t~s~T ｝ 
で定義すると，ベルマンの最適性原理より， maxを含んだ偏微分方程式 (PartialDifferential Equa-

tion, PDE) 

{―F, ~m~[/(a(/), x)-g(a(t), x)F』,

F(c, T) = 0 , c~0 

〇 ~t<T, c~O 

が成り立つ。 与えられた問題の最大値はこれを解いて F(c,0)で与えられる。 この偏微分方程式を

後ろ向きのベルマン方程式と呼ぶ。このとき積分を含む不等式

T £T f(a(t), x(t))dt ;£; F(』g(a(t),x(t))dt, 0) (44) 

が成り立つ。

他方，
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応， t)= max {it f(a(s), x(s))ds J ft g(a(s), x(s))ds~c, 0~s~t 

で定義される最大値関数ft:R-!-x[o, T]-R-!-は前向きのベルマン方程式

｛た=mp: [/(a(t), x)-g(a(t), x)尻］，

F(c, 0) = 0 c~0 

O<t~T, c~O 

を満たす。これを解いて最大値 F(c,T)が得られ，結局，不等式

1T f(a(t), x(t))dt~P(£T g(a(t), x(t))dt, T) 

が得られる。 F(c,0) = F(c, T)だから，両不等式は一致する。

以下，簡単のために fT'a(t), x(t)などをそれぞれ略して f,a, X などで表す。

゜
6. 1. Holderの不等式

P>lのとき， Holderの不等式は次のように書ける。

faxdt~(}がdt)llq(j炉dt)11P . X E C+ 

｝ 

ここに aE C+, q = p/(p-1). 0 < P < lのときは，ニは逆向きこになる。どちらの場合でも，等号

は x=kがのときに限る。ただし Kは定数。

P>lとして，最大値問題

Max faxdt 

s.t. f炉dt~c , c~0 

xE  C+ 

を考える。このとき

F(c, t) = max {Ir a(s)x(s)dsjf r 炉(s)ds~C｝ 
で定義される最大値関数 F:R.!.x[o, T]~R.!. は後向きベルマン方程式

{―F, ~m~x [a(t)x-F記］

F(c, T) = 0 c~0 

〇 ~t<T, c~O 

を満たす。この最大化は
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x=[鸞r/(P-1)

で到達されるから， maxが取り除けて，

{ -F, ~p; 1 [a(t)JMP-≫/(pF,)'"P-≫0 ;'e t < T , c~0 

F(c, T) = 0 c~0 

になる。この PDEの解として F(c,t) =ゆ(t)¢(c)なる型のものを求めよう。すると，

cp(C)[¢'(C) ]1l(P-1) = 
-[a(t)]P!(P-1) 

(p/p-1)[ゆ(t)J1l<P-l)ゆ'(t)pll(P-1) 〇 ~t < T , c~0 (45) 

が得られる。右辺は tだけに依存し，左辺は tに無関係だから，両辺は同じ定数入でなければならな

い([51:p. 63]参照）。したがって， (45)から 2つの（常）微分方程式 (DifferentialEquation, DE) 

¢P-1(c)¢'(c) =入P-1'cp(Q)= Q' 

p 
p-1 

［ゆ(t)]1l(P-1)炒(t)= 
[ a(t) ]P!(P-1) 
入pll(P-1) , ゆ(T)= 0 

が分離された。ここに，¢の初期値は 0に設定した。これらは簡単な求積法で解けてそれぞれ

cp(c) = pllP入(P-1)/PCl/P 

ゆ(t)=入(P-1~IPp11p [f T (a(s))Pt<P-l)ds JP-OtP 

が得られるから，求める最大値関数は

F(c, t) = [lr (a(s))泌 J1'qc11p

になり， (44) より， Holder不等式が成立する。

O<p<lのときは，積分 faxdtとfゲdtを交換して同様に議論すればよい。

6. 2. Minkowskiの不等式

p>lのとき， Minkowskiの不等式は次のように表される。

j(a+ x)Pdt~[ (fがdtYIP +(f炉dt)11pr x E C+ 

ただし aEC+. 0 < p < 1のとき逆向きの不等号が成り立つ。等号は， x= kaのときに限る。ただ

しKは定数。

さて， P>lのときの最大値問題

Max j(a+x)Pdt 
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s.t. f砂dt~c , c~0 x E C+ 

を解こう。このとき，

F(c, t) = max {f 7 [a(s) + x(s)]Pds 「炉(s)ds~C｝ 
で定義される最大値関数 F:Rix[O,T]―→ Riは後向きベルマン方程式

{-F, ~m~[(a(t)+ x)P-F記] O;'i;t<T, ce',O 

F(c, T) = 0 c~0 

を満たし，これは

a(t) 
X = FJ!<P-1) -l 

で最大になるから

rF, =亨(1)/(FJl<P-0_l)P-1 

F(c, T) = 0 c~0 

〇 ~t<T, c~O 

に帰着する。この PDEを

F = [ゆ(t)+rp(c)]P 

と分離して整理すると

{ p>l{P-0 if;(C)―げ(cf]u<P-n~[~賃嘉;~(~O')-p>l{P-') ,fJ (/) 

ゅ(T)=一 ¢(c)

になり，両辺は共通の定数入でなければならないから， 2つの DE

P[¢(c)―pl! いr-l<p'(c)= 1 , ¢(0) = pl/j-1) 

P[ゅ(f)+ pl! い］た1ゆ'(t)=ーが(t)' ゆ(T)= pll~-1) 

が得られる。ここに ¢(0)を入jpll(P-1)にした。これらはそれぞれ一般解

¢(c) = cl/P+;l/pll(P-1) 

ゆ(t)= (JTが(s)dsy1P -1t/P11<P-o 
t 
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をもつから，最大値関数は

F(c, t) = [ (Jrが(s)dsyrp +c11p『

となり， (44) より， Minkowskiの不等式が証明された。

O<p<lのときは，積分J<a+x)Pdtとf炉dtを入れ替えて同様に計算すればよい。

6. 3. 算術平均・幾何平均不等式

ここでは算術平均・幾何平均不等式

fa log xdt f axdt 

f 
~log x EC+ 

adt f adt 

を証明しよう。ただし aEC十．等号は x=定数のときに限る。

さて，最大値問題

に対して

Max fa log xdt / f adt 

f axdt 
s. t. log~c , c~0 x E C+ 

f adt 

{JT F(c, t) = max a(s) log x(s)ds a(s)ds a(s)x(s)ds~c} /1 11 
で定義される最大値関数 F:Rix[o, T]-だは次のベルマン方程式を満たす。

l -F, ~m3/'[ a(~ 訂—a(t)FcX-~靡］

F(c, T) = 0 c~0. 

〇 ~t<T, c~O 

ただし A(t)= fr a(s)ds. [ ]内は
t 

1 
x= F凶 (t)

で最大になるから，ベルマン方程式は PDEt'~ ~ 腐[logA(t)+log F. 叶 F+l]

F(c, T) = 0 c~0 

〇 ~t<T, c~O 
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になる。^ これを

F = log [¢(c)/ゆ(t)]

なる型に分離すれば，

¥ log¢/(c)~log¢(/)-log A(l)+[logル(I)]'/logA(I)]'-1 

〇 ~t<T, c~O 

¢(c)=<P(T) c~O 

になる。したがって，両辺を入とおき，ル(T)= 0とすれば， 2つの DE

{¢,'(c)~ ぶ， ¢(0)~0

logル(t)-log A(t) + [logゆ(t)]'/[logA(t)]'-1 = 1t , ル(T)= 0 

が得られる。第一の方程式からはただちに

¢(c) =ぷc.

第二の式は

[logゆ(t)]'=[log A(t)]', ¢(T) = 0 

に注意すると，解として

logゆ(t)= 1t + log A(t) 

が得られる。結局，ベルマン方程式は，解

F(c, t) = log [c/A(t)] 

をもつ。したがって，算術平均・幾何平均不等式が証明された。

7. 不等式の逆と反転

この節では，不等式の逆と反転について考える。いずれも不等式の同値変形であるが，動的計画の

考え方と深く結びついている。

7. 1. 逆理 論

われわれは，第 2,3, 4, および 6節ではもっぱら最大値問題だけを考えて，不等式を得てきた。

不等式の逆理論とは，一言で言えば，最小値関題を解いて，やはり不等式の成立を証明することがで

き，最大値，最小値のいずれの問題を解いても得られる不等式は同値すなわち同一であるということ

である。ここに，最大値問題と最小値問題の対は，たとえば2節の問題群P1,P2, P3についてはその
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逆 L,I2, 13との対であり，次のようになる。

P1 Max /(x) s.t. x E X 

L mm ． g(x) s.t. XE  X (g(x) = -f(x)) 

巳(c) Max f(x) s.t. g(x) = c , x E X 

Iz(c) mm ． g(x) s.t. g(x) = C'XE  X 

P/c) Max /(x) s.t. g(x)~c , x E X 

IJ(c) mm ． g(x) s.t. /(x)~c , x E X 

このとき，定理2.1, 2. 2, 2. 3, 2. 4に対応する定理 2.1', 2. 2', 2. 3'(以上省略）， 2.4'がそれぞれ成

立する。

．．．． 
定理 2.4' 問題群Lを考える。 関数 V:<a, b>ー→ くa,/3>は狭義増加とする。このとき，次

の (i), と (ii-a)',(ii -b)'は同値である。

(i)' 問題群 Lが最小値関数 Vをもつ。

(ii-a)'V x E X g(x)~V(/(x)) 

(ii -b)' V c E < a, b > ヨぇ EX f(え） = C'  g(え） = V(f(え））．

また主問題群 p3の再帰式 (8) に対応する逆問題群Lの再帰式は

{研-•(c)~;叩：叫； VN-n+'((か）ー'(c)))

v0(c) = gN(f. 炉(c))

になる。ただし＊は知が

Xn E < dn, en> , (j, 炉）→(c) E range (/n+1) 

(46) 

を満たしながら動くことを示す。この再帰式を Vo→が→ …→ vN-1 =; Vと解いて，逆問題Lの最小

値関数 Vと同時に最小点関数えを得ることによって不等式

g(x)~V(/(x)) 

と等号条件が得られる。このとき次の逆関係が成り立つ。

定理 7.1. (逆定理） (i)主関題群p3が上への連続狭義増加な最大値関数 U:<a, /3>ー→ <a, 
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b>と最大点関数 x*= (xi*, …, xt); <a,(]> --X をもつならば，逆問題群Lは，上への連続狭義

増加な最小値関数 u-1:<a, b> --<a,(]>と最小点関数え＝（え1,…，ふ,):<a,b>--Xを

もつ。ただし，

ふ=xJ O u-1 1~n~N. 

(ii)逆問題群13が上への連続狭義増加な最小値関数 V: < a, b > - < a, /3 >と最小点関数え

＝（ふ，…，和）：くa,b>-Xをもつならば，主問題群p3は上への連続狭義増加な最大値関数

v-l: < a, /3>―→ <a, b>と最大点関数 x*= (x「,…， x点）：くa,/3>―→ X をもつ。ただし

点＝ふ。 v-1 1~n~N. 

さらに，第 4,6 節の結果も，対応する最小値問題を個々に解いて不等式 g(x)~V(/(x)) x E X 

を得ることによって，証明される。詳細は省略する。

7. 2. 反転理論

これは与えられた主関数fを含む不等式と，反転関数/-1を含む不等式との間を関係づける理論で

ある。反転関数は，逆関数の概念の逐次パラメトリックな拡張である。われわれは反転可能な関数と

して第 3節が導入した狭義増加性をもつ再帰型関数を考える。

本節では次の記号をよく用いる。

RN= {x = (xi, …， XN)lxn E R1, n = 1, …， N}; 

x = (x1, ・・・, XN-1) , x = (XN-1, ・・・, x1) . 

集合ふは炉の区間 (1~n~N), N~2. X は直積 X = X1XX2X…Xふとする。XXR1上

の再帰型関数f:XXR1~ だは

f(x, k) = 八(x1,f2(x2, ・・・， /N(XN,k)・・・）） (47) 

と表されて fn: Xn X range (/n+1)一→ 炉 (1~n~N-1), /N : Xパ Rl―→ Rlがすべて連続とな

る関数である。特に，これらの関数がすべて狭義増加のとき， fをXXR1上で狭義増加性をもつ再帰

型関数という ((6)参照）。

XxR1上で狭義増加性をもつ再帰型関数f:XxR1―→ R汀こ対して，その反転関数f-1:xxR1 

—• Rlを

f-i(XN, x, c) = U: ）ー1。(/,点均）ーlo…o(/f')-l(c)

で定義する。ただし

X=ふ xXN-1X…xX1 x range (/1) 

(/; 炉）ー1はI炉の逆関数， 。は関数の合成である。 ク={/I/: XXR1 —• Rり を XxR1上で狭
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義増加性をもつ再帰型関数の全体とする。

本節では X 自身の上での第 3節での意味における狭義増加性をもつ再帰型関数の反転関数f→も

自然なものを考える。また x*は対応する最適化問題の最適点であるとする。

いま /Eクとし，仁をその反転関数とすると，動的計画の再帰式を解いて，

max /(x , XN, k) = h 

． ← mm f-i(XN, x, h) = k, 
X 

がそれぞれ得られるが，これらは互い同値である。定義より

f(X'XN, f-i(XN, X'h)) = h 

f-i(XN, X'f(X'XN, k)) = k. 

h = h(k), k = k(h)は共に狭義増加で互に逆関数の関係にある。

定理7.2. f E ダ， /-1はfの反転関数， h,kは定数とする。このとき，主不等式

f (x , XN, k)~h (or~h) (x , XN) E RN 

（が成り立つこと）と反転不等式

f-1(XN, X, h)~k (or~k) (XN, x) E RN 

（が成り立つこと）は同値である。いずれの場合でも，等号は X= x*のときに限る。

以下の記述では（が成り立つこと）は省略して不等式 A とBが同値であると表す。

例 7.1 

（主） (1 -x1) exp (x1) + (1-x2) exp (x1 +叫＋…+(1-邸） exp (x1 +功＋…＋邸）

+k exp (x1+x叶…＋邸） ~expexp…exp k x E RN , k E R1 
Nコ

（反転）（邸一l)+(XN-1―1)exp (-xN)+…+(x2-l) exp (-xN-XN-1―…-x3) 

等号は

+(x1 -1) exp (-xN-XN-1―…-x2)+ h exp (-xN-XN-1 +…-xi) 

~log log…log h x E RN , h~0 
Nコ

点=exp…exp k = log…log h l~n~N -l , xt = k = log…log h 
(N-n)コ nコ N コ

のときに限る。

例 7.2

（主） xげ x戸邸+(x辺）一切＋…十(xi…XN-1)-l邸 +(xi・・・ふr)-1k
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~22[1-(l/ZN)] kl/ZN X E R!: , k~ ゚

（反転） 邸(XN-1(…x2(x1(h-:-x1)一Xz)…ーXN-1)ー邸）

ニ炉/22<2N-l) ()~0'h~0. 

等号は

点=21-(1/2(N-nl)• kl/2(N-n+ll) = z1-2n• h匹 1, 1~n~N-l, 点 =kl/2 = 21-2N h坪— I

のときに限る。反転不等式は( )~0 なる x について成り立つことを意味する。この左辺は次のよう

に書ける。

-x炉ー邸x伶-1 ―… -x紘N-1•・・X2Xf+XNXN-1…X2X1h. 

定理 7.3 f,g E クとする。このとき

（主不等式） f(x)~g(x) x E RN 

と

（反転不等式） f-1(x)~g_1(x) x E RN 

は同値である。いずれの場合でも，等号は X = x*のときに限る。

証明 この I,g E クに対しては

f(x) = /1(x1, fi(x2, …，IN(邸））…）

g(x) = g1(X1, !J: 式X2,…， gN(邸））…）

と書けて fn(Xn,•), gn(Xn, ・） (1~n~N -l), IN(・), g心）はすべて連続狭義増加（したがって可逆）

である。さて

Xo = f(x) = f(ふ邸）

とおくと，

邸=/-1げ， xo)= J_i(x) 

であるから，主不等式が xERNに対して成り立つとすると

Xo~g( ふ邸）．

これは

XN~g-1げ， Xo)

に同値である。したがって，反転不等式が成り立つ。逆向きも容易に成り立つ。等号は，最大値問題

Max f(x) s.t. g(x) = c 

の最大点 x*= x*(c)のときに限る。
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例 7.3 算術平均・幾何平均不等式とその反転

（主） (xi .. 叩）l/N~(X1+ …＋邸）/N Xn~0 l~n~N 

（反転） xt'(x砂·xz)-1~Nxi-Xz―…-XN Xi~0 , Xn > 0 2~n~N. 

等号は xt=…=  xtのとき，すなわち沼＝…=xt = Nxt-xz*-…-x点のときに限る。

例 7.4 関数 r:[O, oo)-[O, oo)は上への連続・狭義増加・凸とする。このとき，算術平均・幾何

平均不等式の拡張として次が成り立つ。

（主） r((x1・・・ 邸）11N)~[ r(x1) +…+r(邸）]/N Xn~0 1~N 

（反転） (r-1(x1))N (x砂 ·xz) ーi~r→(Nx1 -r(xz) -…-r(邸））

Xn > 0'2~n~N'Nx1― r(xz)- … -r(邸） ~0.

等号は

xt =… =x点＝戸(Nxt-r(xi)-…-r(x点））

のときに限る。

例 7.5 Cauchyの不等式とその反転

伽 >O l~n~N のとき，

（主） (a1X1 +… +a紘N)2~(ar+ … +a和）(xr+… +  x1) Xn~0, 1~n~N 

（反転） a戸(xl'2-a匹—… -aN邸） ~[x1(a和＋…十 at)ー1-Xi―…-x1]112 

Xi~(a和＋…十 at)(x?十…十x和）， Xn~0 2~n~N. 

等号は

xt /a1 =対/a2=… =x点/aN

のときに限る。

例 7.6 Szergo不等式とその反転

関数 rは例 7.4と同じとすると

（主） r( 国（一 1)正1Xn)~ 国（ー1r-1r(xn)

ZN-I 
（反転） 戸(xi)-~(-l)n-I Xn ;;;;;; 戸いき（一

n=Z n=Z 

功＞ ゅ＞ …>XZN-1 > 0 

1)n-1r(い）
Xz >邸＞…>XZN-1 > r-1(x1)一こ翌訊ー1r-1心＞〇．

定理 7.4 f,g,hEクとし， u:R2~R.!- とする。このとき
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（主） f(u(x1, Yi), …, u(xN, YN))~u(g(x), h(y)) x, y E RN 

（反転） 仁 (u(XN-1,YN-1), …， u(x1, Yi), u(xo, Yo)) 

~u(g-1(x, Xo), h-1(Y, Yo)) (x, xo), (Y, Yo) E R凡

証明 x,y E RNに対して

とすると，

Xo = g(ふ邸）

Yo = h(Y, YN), 

邸=g-1げ，xo)

YN = h-1(Y, Yo). 

だから，主不等式は

f(u(功， Yi),…， u(XN-1, YN-1), u(邸， YN))~u(xo,Yo)

になり，定理 7.1を用いると

f-iCu(xN-1, YN-1), …， u(x1,Y1), u(xo,Yo))~u(xN,YN) 

になり，反転不等式が得られる。これは逆向きも容易に成り立つ。等号は最大化問題

Max f(u(x1, Yi), …， u(xN, YN)) 

s.t. g(x) = c 

h(y) = d 

x, y E RN 

の最大点 (x*,y*)のときに限り成立する。

例 7.7 Cauchyおよび Aczelの不等式

（主） X1Y1+ … +xNYN~(xt+ … +x品）l/2(yf十・・・十y役）112 x, y E Rf-

（反転） XoYo-X1Y1―…-XN-lYN-1 ;;;;; (5 — xl- … -x伶ーi)1'2(yl-yr-…-y和-1)1/2 

Xo;;;;; (対＋…十x和-1)1/2'y。；；；；； (yr+…+  YN-1)112_ 

これは定理 7.2の

f(z) =ふ十・・・十ZN, g(z) = h(z) = (zt十・・・十z和）112 , u(s, t) = st 

の場合である。

以下，等号条件は省略する。

例 7.8 Holderおよび Popoviciuの不等式

P>lのとき
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（主）

（反転）

x叩＋…十XNYN~(xf+ …＋成）11P(y{1 +…+ y¼)11q X, y E Rダ

Y0Yo-X1Y1―…-XN-1YN-1~(xt-xf-… -xt-1)11P(yoq —y{1- …-y¼ ー1)1/q

xt~xf+ …+ xt-1 ,Yoq~y{1+ …+Y¼-1. 

これは

g(z) = (zf+…＋成）IIP , h(z) = (z['+…+  zi)llq 

の場合である。ただし q= p/(p-1). 0 < p < 1のとき，不等号は逆向きになる。

例 7.9 Minkowskiおよび Lorentzの不等式

p>lのとき，

（主）

（反転）

[(x1 + Yi)丘 (x叶 Y2)叶…＋（邸+YN)P]1IP 

~(xf+xf+…十xt)IIP+(yf+yf+…十yt)I!P

[ (xo+ Yo)P-(x1 + Y1)P-…-(XN-1 + YN-1)P]11P 

~(xt-xf- … -xt-1)IIP+(yt一yf- … -yt-1)1/P

xt~xf+…+xt-1 , 

x,yE Rダ

yt~yf+…+Yt-1. 

これは

/(z) = g(z) = h(z) = (zf +…+ zt)11P, u(s, t) = s + t 

の場合である。

例 7.1 D Cebyshev不等式とその反転

（主） （認~Xn)(い芦1 Yn)~ 鱈~XnYn

or 

Xi~Xz~ …~XN' 

Xi~Xz~ …~XN, 

（反転） (Nxo-x1―…-XN-1)(Nyo-Y1 ―… -yぃ） ~NxoYo-X1Y1―…-xN-1YN-1 

Yi+…+  YN-2+2YN-1~Nyo , 

or 

xげ…XN-2+2XN-1~Nxo , 

xげ…十XN-2+2XN-1~Nxo , 

Yi+…+  YN-2+2YN-I~Nyo , 

これは

f(z) = g(z) = h(z) = (l/N)(zげ…＋邸），

Yi~Y2~ …~YN 

Yi~Y2~ …~YN, 

Y1~ …~YN-1, 

X1~ …~XN-1 

X1~ …~XN-1, 

Yi~ …~YN-1 

u(s, t) = st 

の場合である。
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定理 7.5 関数f,g,h:RN~ 炉は連続， u:R2ー→ 炉は連続で，各 sERに対して u(s,・）

が狭義増加関数とする。このとき，

（主） f(u(xi, Yi), u(x2, Y2), …， u(xN, YN))~u(g(x), h(y)) x, y E RN 

と

(u-反転） h(u-1(x1, z1), U-1(x2, ゐ），…， U-1(XN,邸）） ~U-i(g(x), /(z)) x, z E RN 

は同値である。等号はそれぞれ x= x*, y = y*, x = x*, z = z*のときに限る。ただし

ぶ=u(点， yJ) 1~n~N. 

この変換によって yをzに変えれば，証明は明らかであろう。この反転を特に uー反転という。

例 7.11 Minkowskiの不等式（例7.9参照）とその u—反転

これは p>Iのとき

(u-反転） は(z許ーXn)Pr!P~(芦~ZnYIP -(孟xtY'p 

x E RN , Zn~xt 1~n~N 

になる。

f(z) =~ 贔 Zn, g(z) = h(z) = (~ 恥 z~)11P, . u(s, t) = (s+t)P 

の場合である。

さて，積分を含む不等式の反転を考えよう。ここでは x,y: [O, T] - Riは連続関数， T> 0, 

f, g, h: Ri―→ Riは上への連続狭義増加， u:RixRi—• Riは連続とする。このとき， x,yの積

分不等式を X(t)= f Tg(x(s))ds, Y(t) = f T h(y(s))dsの積分不等式で表すことを考える。以下，証

明は略して具体例を挙げる。えは dz/dtを表す。

定理 7.6 主不等式

t))  1-1(』Tf(u(x(s),y(s))ds)~uい(fTg(x(s))ds), い(fT h(y(s))ds 

と反転不等式

jTf(u(g→ (-X(s)), h→ (-Y(s)))ds 

~f(u(g• cxct>>. h-1c YCt>>> 

は同値である。さらに，等号は X= x*, Y = y*すなわち X = X*, Y = Y*のときに限り成り立

つ。ただし X*(t) = f T g(x*(s))ds, Y*(t) = jT h(y*(s))ds. 
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例 7.12 Minkowskiの不等式とその反転

p>lのとき，

（主） [jT(x(s)+ y(s))Pds r!P~[f T砂(s)必r/P+ T 1/P [1げ(s)ds]

x(t)~0 , y(t)~0 on [O, T]. 

等号は y(t)= cx(t) on [O, T]のときに限る。ただし C は正の定数。これは

（反転） f [(-X(s))ItP+(-Y(s))IIP]Pds~[X叫）＋四(t)]P

T 「 [1T炉（這r/P on [O, T]. X(t) = [! 炉(s)ds , Y(t) = 

この等号は Y(t)= cX(t) on [O, T]のときに限る。

これは定理の

f(t) = g(t) = h(t) = tP, u(s, t) = s + t 

の場合である。 O<p<lのとき，不等号は逆向きになる。 xから Xへの以上の変換は後向き積分変

換であるが，前向き積分変換 X(t)= f g(x(s))dsによっても同様の反転不等式が得られる。これは

省略する。

最後に汎関数を含む不等式とその反転化の定理を掲げておこう。

定理 7.7 T > 0, f(t, X, え）は X について [O,oo)上で狭義増加，えについて (-oo,O]上で狭義減

少とする。このとき，主不等式

JTJ(s, X, 亨）ds~F(t, x(t)) 

〇 ~t~T , x = x(・) , x(T) = 0 , x(t)~0 , ぇ (t)~0

と反転不等式

frg(s, y, y)ds~G(t, y(t)) 

〇 ~t~T , y = y(・) , y(t) = jrf(t, x(s), ぇ(s))ds, え (t)~0

は同値である。ただし等号はそれぞれ X = x*, Y = Yのときに限る。ここに

叩） = jrf(s, x*(s), ぇ*(s))ds

である。
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例 7.13 「2点間の最短距離は直線である」とその反転

（主） 「 d丁戸wds~ ✓炉(t)+(T-t)2 

〇 ~t~T , x = x(・) , x(T) = 0 , ぇ (t)~0 on [ 0, T] 

（反転） 「ハ汽りゴds~ ゲ (t)-(T-t)2
t 

この変換は

である。

〇 ~t~T , y = y(・) , y(T) = 0 , y (t)~ ー 1 on [O, T]. 

x*(s) = (x*(t)/(T-t))(T-s) 

y(s) = (y(t)/(T-t))(T-s) 

T 

y(t) = f三 ds

〇 ~t~s~T.

例 7.14 定常二乗評価不等式とその反転

（主）「(xz+炉）ds~coth (T -t)炉(t)

〇 ~t~T , x = x(・) , x(T) = 0 , x(t)~0 on [O, T] 

（反転） JT J-y tanh (T-s)-y ds~ 心(t)t~nh (T-t) 

〇 ~t~T , y = y(・) , y(T) = 0 , y(t)~0 on [O, T]. 

x*(s) = x*(t) sinh (T-s)/sinh (T-t) 

y(s) = y(t)sinh2(T-s)/sinh2(T-t) 

y(t) = JT (が＋炉）ds. 
t 

例 7.15 非定常二乗評価不等式とその反転

（主） f (s+I)2x2ds~ 炉(t)／（叶—½)

〇 ~t~s~T

〇 ~t~I , x = x(・) , x(l) = 0 , x(t)~0 on [ 0, 1] 

（反転） 『ご万―
t s+I ds~ ✓ y(t)しい—½)

〇 ~t~I , y = y(・) , y(l) = 0 , y(t)~0 on [O, 1]. 

x*(s) = x*(t)(l/(s+l)-1/2)/(1/(t+l)-1/2) 
〇 ~t~s~I

y(s) = y(t)(l/(s+l)+l/2)/(l/(t+l)-1/2) 
T 

y(t) = f (s+l)2喜zds.
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