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リードタイムのある動的在庫モデルの最適政策

児 玉 正 憲

需要が一般形態の確率的・動的在庫モデルで，配達遅れ（リードタイム）のない場合の最適購入政

策を検討した鸞

本小論では，需要量が連続的な，配達遅れのある動的在庫モデルについて，多くの需要形態を含む

統合モデルを導入し，過剰需要が後期需要として取扱われる場合と取扱われない場合に分けて最適政

策を検討する。

発注間隔の期首に発注された発注量は入期 (Aは一定）の配達遅れを伴い入期後の期首に納入される

ものとし，各期の需要量を表わす確率変数は互いに独立で同じ分布に従うものとする。また各期の需

要の発生は，期を通じて一様に発生する場合や，期首に突発的に発生する場合などを特殊な場合とし

て含む一般的かつ総合的形態をとるものとする ((1.8)式で表現される）。

本論文を通して使用する記号を導入する。

Bi : i期の需要量を表す確率変数

P(Bi~b) = f b¢(t)dt' bは且の実現値， E(Bz) = /00 b¢(b)dbく (X)

X : 現期の繰越在庫量

a ・．割引率 (0< a< l) 

c(z) : 発注量が zのときの費用関数

h(z) : 在庫量が z のときの在庫維持費用関数， z~O のとき h(z) = 0 

p(z) : 在庫不足量が z のときの品切費用関数 z~Oのとき p(z)=O

c(z), h(z)およびp(z)は2回微分可能を仮定する。

瓜x,Yi, Y2, …， y口）：現期の繰越在庫量を x,次期の初めに配達される発注量を Y1,再来期の初めに

配達される発注量を Y2,…， A-1期遅れて配達される発注量を yいとしたとき， n期間にわ

たる期待割引費用を最小にするという意味での最適発注政策を取ったときの費用関数 (n> 

入）

f(x, Yi, Y2, …， yぃ）：現期の繰越在庫量を x,次期の初めに配達される発注量を Yi,再来期の初めに

配達される発注量を Y2,・・・, A-1期遅れて配達される発注量を yいとしたとき，無限期間に

わたる期待割引費用を最小にするという意味での最適発注政策を取ったときの費用関数

1) 児玉正憲 [9], [10] 
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1. 過剰需要が後期需要として取扱われる場合

1.1. 単純な特定在庫モデル

単純な特定在庫モデルの代表として，発注量は発注間隔の期首に即時的にみたされ，需要はすべて

期首に即時に拡いだされる場合の無限期間動的在庫モデル (Arrow-Harris-Marschak型モデル）2)を

取り上げる。この場合f(x,Y1, Y2, …， yぃ）は次の関数方程式を満たす。

/(x, Yi, Y2, …， Y,i-1) =珊{c(z)+L(x;¢)+a J"" f(x-b+y1,Y2, …， Y,i-1, z)¢(b)db} (1.1) 

ここに

L(x; ¢) = 
! f h(x-b)'P(b)db+ f p(b-x)'P(b)db 
f00 p(b-x)¢(b)db 

゜

X > 0, 
(1.2) 

X < 0. 

｝の第 1項は現期で発注量が zのときの発注費用 c(z)を表し，第 2項は現期の繰越在庫量が X

のとき，需要が期首に突発的に発生し，期首に即時にみたされる場合の（期待在庫費用＋期待品切れ

損失費用）を表している 3)。第 3項は次期以降の期待最小費用を現期において勘定に入れる場合の費用

を表す4)。したがって最適性の原理より (1.1)式が得られるのである。

図 1に現期の需要量 bが X より小さい場合と大きい場合の在庫状態を示す。

最小期待費用 f(x,Yi, Y2, …, yぃ）を与える発注量 zはx,Yi, …,Yいの関数であるので z(x,Y, …， 

Yい）とかく。このとき次の定理が成立することが知られている冗

定理 1 最適発注量 z(x,Yi, …， Y,i-1)はX,Yi, …， Yいの和 x+y1+…Y,i-1だけの関数である。

この定理は発注量決定の際の在庫量は手持の在庫量だけでなく， 1期遅れて配達される量 Yi,…,A 

-1期遅れて配達される y,.-1の和 x+y1+…+yいを新しい在庫量と考えて発注量を決定すればよい

ことを意味している。

定理 1における最適発注政策の性質を調べるため c(z)= c・zと仮定すると，次の定理が成立する

ことが知られている。

↓約↓約 ↓y入ー2 ↓y入ー1 ↓z ↓約

；土壬二＼
： 

I 
]『↑； -x,:x--. 

|土 ii 
1-
z 

ー 2 
Aー 1 入 1 2 

図 1 単純な在庫モデル

(b < Xの場合）

(b > Xの場合）

2), 3), 4) Arrow K. J., S. Karlin and Scharf [1] pp. 155 
5) Arrow K. J◆, S. Karlin and Scharf [1] pp. 155 
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定理 2 c(z)=c・z,h(x)とp(x)が凸増加関数で， h(O)= p(O)ならば最適発注量 z= z(x1, Yi, ・・・，

yぃ）は

z = Max (0, えー(x+y1+Y叶…十Y,1-1))

である。ここにぇは

(1.3) 

c(l -a)+ a,¥ f .. ・f 00 L'( 元 -b1-b2ー ·••-b峠(b峠(bz)·・ ・ ¢(b,.i)db幽 ・・・db,.i= 0 (1.4) 

の唯一の根である。ここで， Lr(u)を (1.5)式で定義すると， (1.4)式は (1.6) 式で表される。

Lr(u) = f00い (u-b)¢(b)db, Lo(u) = L(u) 

゜
c(l-a)+a" f00い（元一b)¢(b)db= 0 

゜
方程式 (1.5) の根元は入に依存するから，元(11-l)で表すと，次の定理を得る。

定理 3 定理2の仮定のもとで，十分 1に近い aに対して，

元(1)<元(2)<…＜元(11-l) 

となる。

1. 2. 需要形態の一般的在庫モデル

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

1.1. における需要形態は突発需要で，それが期首に発生する例になっている。また期を通じて一様

に発生する場合もよくみる例である。そこでこれらを特殊な場合として含む一般的かつ総合的需要形

態を表すモデルとして

Q(T) = x-g(T/t)b , 0~T~t (1.8) 

を用いる。ここに

Q(T) : 時点 T(~t) における在庫量（ただし， T は発注時点からはかる）

X : 現期の繰越在庫量

t : 発注間隔

b : 需要量（実現値）

g(y) : g(O) = 0, g(l) = 1, 
dg(y) 
dy > 0 なる X の関数 (0~y~1)6)

このとき，現期の期待在庫費用と期待品切損失費用の和を L*(x;¢)で表すと，論文[9]より L*(x;

¢)は次の式で与えられる。

L*(x; ¢) = fx h(x-bG(l))¢(b)db+ f00 h(xg→ (x/b)-bG(g-1(x/b)))¢(b)db 
0 X 

6) g(y) = 0, g(y) = 1(0~y~l) の場合は g(y) の仮定に反するが適当に修正することによって本論文の議論は成
立する。論文 [6]を参照
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+ f 00 p(b(G(l)-G(g→ (x/b)))-x(l -g→ (x/b)))¢(b)db x > 0, (1.9) 
X 

L*(x; ¢) = /00 p(bG(l)-x)¢(b)db x < 0. (1.10) 

゜
こ,' ここ

G(y) = f y g(s)ds , 

゜
g→ (x/b)は

x = bg(z) 

を満足する zを表わす。

このモデルにおける f(x,Yi, Y2, …， yぃ）を f*(x,Yi, Y2, …， Y,t-+)で表わすと最適性の原理より

f*(x, Yi, Y2, …， yぃ）は次の関数方程式を満たす。

(1.11) 

(1.12) 

f*(x, Yi, Yz, …， yぃ）＝唖{c(z) + L *(x ; </>)+a f 00 f*(x -b + Y1, Yz, …， Y,1-1, z)</>(b)db} 

(1.13) 

このモデルにおける最適発注量を z*(x,Y1, …， yぃ）とすると定理4,...__, 定理6を得る。

定理 4 最適発注量 z*(x,Y1, …， yぃ）は x,Y1, …， Yいの和 (x+y1+…+yぃ）だけの関数である。

証明 (1. 13)式は次のように書き換えられる。

f*(x, Yi, Yz, …， yぃ）＝唖{c(z)+ L*(x; </>)+a』00f*(x-b + Y1, Yz, …， Y,1-1, z)</>(b)db} 

= L *(x; </>)+ Min { c(z)+a f f*(x+ Yi-b, Yz, …, Yた 1,z)</>(b)db} 
z~O 

(1.14) 

(1. 14)式の最小値が得られたとき， z*はz*= z*(x + Yi, Yz, …， yぃ）の型の関数であることは明らか

である。 z*を (1.14)式に代入すると， f*(x,Yi, …， Yい）は次式で表される。

f*(x, Yi, …， YA-1) = a(x)+d(x+y1,Y2, …， yぃ） (1.15) 

ここに

a(x) = L*(x; ¢) 

この式は最小費用が X十めの和を通してのみめに依存していることを示している。 (1.15)式を(1.14) 

式に代入して次の式を得る。

f*(x, Yi, Y2, …， Yい） = a(x)+四{c(z)+a』[a(x+Yi-b) 

+d(x+y1+y2-b, Y3, Y4…, Y.!-1, z)]</J(b)db} 

= a(x)+ai(x十Yi)+唖{c(z) 
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+a /00 d(x+yげ Y2-b,Y3, …， YA-1, z)¢(b)db} (1.16) 

上の式は z*(x,Yi, …， yぃ）が z*= z*(x+yげ Y2,Y3…, yい）の型となることを示している。 z*を (1.

16) に代入すると，

f*(x, Y1, Y2, …, Yい） = a(x)+ai(x+y1)+d1(x+yげ Y2,Y3, …， yぃ）

を得る。この方式を繰り返すと

f*(x, Y1, Y2, …， YA-1) = a(x)+ai(x+y1)+a紅 +yげ Y2)+…+aぃ(x+yげ Yz+…+yぃ），

(1.17) 

であり， z*(x,Yi, …， yぃ）は z*= z*(x+yげ…十YA-I)の型をもつことがわかる。

［証終］

関数 a(x)は発注費用 c(z)を除いた手持の在庫量 Xの関数として現期の期待費用を表している。 Yi,

…, YA-Iは現期の費用に影響を与えないし，発注量 zは入期後まで関係しない。 a1(x+y)は発注費用を

除いた第 2期における期待費用を表し，第 2期の初めまでに配達された全部の量 x十めの関数である。

alx+y1+…+yi)は発注費用を除いた第 (i+1)期における期待費用を表し， i期までに配達された全

部の量 x+y1+…Yiの関数となっている。aぃ(x+yげ…十yぃ）は入期の期待費用で，現期の発注費用

を含んでいる。

定理 5 c(z) = c・z, lim p'(x) > c/a¥ h(x)が狭義の凸関数かつ増加関数， p(x)が凸増加関数， h(O)
X→OO 

= p(O) = 0ならば，最適発注量 z*(x,Yi, …,yぃ）は

z* = Max (0, 元＊ー(x+y1+…+yぃ））

である。ここに元＊は

c(l-a)+a" /00 Lt五（元一b)</>(b)db= 0 

の唯一の根である。ここに

叫） = /00 Ltー1(u-b)</>(b)db, Lt(u) = L*(u, </>) 

定理 5を証明するために次の補題 1'補題 2を証明する。

補題 1 定理5の仮定のもとで， -1= 1の場合の最適発注量 z*(x)は

z*(x)~{ 元＊ー X

゜ここに元＊は

xく元＊

x~ 元＊

c(l -a)+ a f 00 L *'(← * -b ; ¢)¢(b) db = 0 

゜
- 97 -
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の唯一の根である。

証明 n期間モデルを考えると， fn*(x)は最適性の原理より (1.23)式を満たす。

fn*(x) =唖{c・z+L*(x;¢)+a』00fn*-1(x+z-b)¢(b)db} (1.23) 

L*(x; ¢)は (1.9) ,....__, (1. 10)式で与えられる。

盆(x)をn期間モデルの最適発注量とする。このとき一般理論”は limfn*(x) = lim f*(x), f*(x)は
X→ oo X→OO 

(1. 13)式 (11= 1)を満たすことを保証する。このことによって， z!(x)は具体的に求められる無限期

間モデルの最適発注量 z*(x)に収束することを示そう。証明は nに関する帰納法を用いる。

(i) n=lの場合 このとき，

斤(x)=唖{c・z+L*(x;¢)} = L*(x; ¢) 

斤'(x)= L*'(x; ¢) 

/i*"(x) = L*"(x; ¢)~ 〇

z「(x)= 0 X > -oo 

(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

を得る。発注したものは次期に納入されるので， 1期モデルでは発注しないことが最適であることを

意味している。つまり任意の X に対して z*(x)= 0である。対t= -00 と定義しておく。

(ii) n=2の場合

/z*(x) = Min{c・z+L*(x; ¢)+a』00fi*(x+z-b)¢(b)db} 
z;.;;o 

(1.28) 

｝の中を zに関して微分し， x+z=yとおいた関数を H1(y)と表すと，

H心） = c+a f00 fi*'(y-b)¢(b)db 

゜
(1.29) 

となる。 (1.26)式と定理の仮定より H1(y)はyの増加関数で， limH1(y) > 0となる。 (1.25)式と定
y→00 

理の仮定より limH1(y) < 0となるので凡(y)は少くとも 1つの零点をもつ。 ¢(x)> 0で (1.28)式
y→00 

の｛ ｝の中の第 2項を除いたものは zの関数として凸関数であるので， H1(y)は高々 (-oo,Xo)で一

定で y>x。なる yに対しては狭義増加関数であることがわかる（図 2参照）。したがって H1(y)は唯

ーの零点討くをもつ。明らかに元l>元「で， x+z= y, および (1.28)式， (1.29)式より

ぶ(x)~{ 正x

゜したがって

7) Bellman, R [3] 

xく元；

x>元；

- 98 -
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H1(Y) 

y
 

図 2 H1(y)のグラフ

月(x)= 
r討一x)+L *(x; ¢)+a』OO八＊（討一b)'P(b)db

L*(x; ¢)+a f"°Ji*(x-b)¢(b)db 

゜
となり，

xく天；

(1.31) 

x>天t

-c+L*'(x; ¢) 

だ'(x)~{L*'(x; <p)+a f J.*'(x-b)<p(b)db 
xく元；

x>元；
(1.32) 

となる。 H1(元t)= 0を用いると， /z*'(x)は， x=四；で連続であることがわかる。

xく元；に対して

-/z*'(x) = c-L*'(x; ¢) > -L*'(x; ¢) = -/i*'(x) (1.33) 

L*(x; ¢)は凸関数で /1*'(x) は連続であるので討：を除いたすべての点で fz*"(x)~0 となる。また点

豆における右 2階微分係数，左 2階微分係数は存在する。

(iii) n = kに対して (1.35)式を満たす唯一の根式を用いて最適発注量点(x)が (1.34)式で表

されたと仮定する。

ぶ(x)~{ 元:-x

゜
xく元：

x>元；

c+a「//-'--1(元t-b)¢(b)db= 0 

゜
さらに即：は次の性質をもっていると仮定する。

ヽ
｀
＇
／
）

4

5

 

3

3

 

1

1

 

（

（

 

i) 元:~ 元t-1;

ii) バ(x)~{ ― c+L*'(x; ¢) 

L*'(x; ¢)+a /00 f, い(x-b)¢(b)db 

゜

xく元:

x>パ；

iii) J:(x)は X の凸関数で x=元:を除いて 2階導関数が存在し，克：では右 2階微分係数，左 2階
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微分係数が存在する。

iv) -/, 只x)~-J:!_i(x) xく元；

このとき，

心 (x)=四{c・z+ L *(x; </>)+a f00パ(x+ z-b)</>(b)db} 

となる。

(1. 36)式の｛ ｝の中を zで微分し， x+zをyとおいた関数を Hiy)で表すと，

Hk(y) = c+a f00 fk*'(y-b)</>(b)db 

(1.36) 

(1.37) 

iii) より H心）は yの増加関数となり，定理の仮定より limHk(y) > 0。また ii) と定理の仮定より
y→00 

凹Hiy)< 0となる。 (ii)の場合と同様な議論より Hiy)= 0は唯一の根式ョをもつことがわか

る。

iv) より yく式に対して Hぃ (y)< Hk(y)となり， Hi双） =Oであること，および Hk+1(y),

Hk(y) が増加関数であることからえ:+1~ 以：を得る。また x+zをyとおいたこと，および (1.36) 

式， (1.37)式から

zい(x)~{ 叫—x

゜を得る。

x< -* Xk+I 

x>元t+1

fl+iCx) = 

le ・［叫—x]+L *(x; ¢)+a』mJ:心 -b)¢(b)db

L*(x; ¢)+a /00 fl(x-b)¢(b)db 
゜

であるから

-c+ L*'(x; ¢) 

似(x)~{L*'(x; ¢,)+a 』~H'(x-b),f,(b)db 

元t<xく元f+1なる X に対して

c+a「応(x-b)¢(b)db> 0 

であるから

x< -* Xk+1 

x> -* Xk+l 

x< -* Xk+I 

x> -* Xk+1 

—犀(x) = c-L*(x; ¢) > L*'(x; ¢)-a /00 fk*!_i(x-b)¢(b)db = -J:'(x). 

(1.38) 

(1.39) 

(1.40) 

また x~ 双に対しては，ー／ぷ1(x)= c-L*'(x; ¢) = -/:'(x)となるので n= k+lに対してiv)が

成立する。 L*(x;¢)は凸関数， fk*'(x)は連続関数であるので x=元:+lを除いたすべての X に対して

-100-
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fぷ'1(x)~0 となり，克l+1 における右 2 階微分係数，左 2 階微分係数は存在する。このことより J:+i(x)

がiii)の性質をもつことがわかる。

ここで n→ 00 とすると，桝りfn*(x)= f*(x)を用いて，桝Eぶ(x)= z*(x)なる z*(x)は (1.21)式

で与えられる。ここに元＊は /*(x)が凸関数である次の方程式の唯一の根である。

c+a /00 /*'(元＊一b)¢(b)db= 0 

(1. 13)でtt= 1とおき， xくがに対して (1.21)式を用いると，

/*(x) = c[元＊ーx]+L*(x;¢)+a /00 f*(x*-b)¢(b)d 

となる。従って

f*'(x)=-c+L*'(x;¢) xく元＊

(1.41) 

(1.42) 

となり， (1.41)式で元＊一bく元＊であるから (1.42)式を (1.41)式に代入して元＊は (1.22)式の

根であることがわかる。唯一の根であることは Hn(y)が唯一の零点をもつことを示した方法で容易に

示される。

［証終］

注 1 紅の存在の証明のとき limp'(x) > c/aが必要で， n>2の場合の xtの存在の証明の場合
X→CX) 

は条件がゆるめられ， limp'(x) > c(l -a)/aでよい。
X→OO 

補題 2 定理 2の仮定のもとで，入 =2の場合の最適発注量 z*(x,Y1)は

z*(x, y)~{ x• ー x-y,

゜ここに元＊は

x+y1く元＊

x+y1~ 元＊

c(l-a)+cl-「JooL *'(元＊一b1-b2; </>)</>(b峠 (b2)db幽 =0
0 0 

の唯一の根である。

(1.43) 

(1.44) 

証明 tt = 2の n期間 (n> 2)モデルを考察する。このとき， fl(x,y), zt(x, Yi)は直接的計算に

より次のような性質があることがわかる。

加，め）＝唖{c・z+L*(x;¢)+a /00 L*(x+yi-b; ¢)¢(b)db} 

゜
(1.45) 

= L *(x; ¢)+ a /00 L(x+ Yi-b; ¢)¢(b)db 

゜= L *(x; ¢)+ blx+ Yi) (1.46) 

対(x,Yi)= 0 x+y1 > -oo 

ba(x+yi) = a /00 L*'(x+yi-b; ¢)¢(b)db 

゜
(1.47) 

-101-



経済学研究第 54巻第 1・2号

b{(x+y1) = a f00 L*"(x+y1-b; ¢)¢(b)db~0 

゜
(1. 46)式を用いて斤(x,Yi)を変形すると，

fl(x, Yi)=唖 {c・z+L*(x;¢)+a /00 Jt(x+y1―b,z)¢(b)db} 

゜
= L*(x; ¢)+袖{c・z+af00 Jt(x+y1―b, z)¢(b)db} 

゜
= L*(x; ¢)+a /00 L*(x+y1-b; ¢)¢(b)db 

゜
+Min { c・z+a f00ん(x+Yi+ z-b)¢(b)db} 

z~O 0 

= L*(x; ¢)+blx十Yi)

(1.48) 

(1.49) 

こ’ー（ここ

ん(x+y1)= a』00L *(x + Yi -b ; 翫 (b)db十四{c・z+a/00 bix+y1+z-b)¢(b)db} 

゜ (1.50) 

(1. 50)式の｛ ｝を zで微分して x+y←z=uとおいた関数を Kiu)で表すと，

Kiu) = c+a /00屁(u-b)¢(b) db (1.51) 

柘(v)は Vの凸関数であるからん(u)は U の増加関数で， (1.47)式と定理の仮定より limK/u) > 
u→00 

0, lim K/u) < 0となる。入 =1における場合と同様な方法により， K/u)= 0は唯一の根四：をも
U→ -oo 

つ。明らかに四＞討'(ここで四s*-ooと定義する）。 x+yげ z= u, (1. 49)式，および (1.50)式

より

叫Yi)~{ 元t-x-yi . x+yiく汀

0 x+yi~ 豆

bix+yi)~1-c+a 1~L*'(x+yi-b; ,f,),P(b)db 

a /00 L*'(x+yi-b; ¢)¢(b)db+a£00吋(x+Yi-b)¢(b)db 

゜

(1.52) 

x十兄く元t

x+y1~ ぇf

(1.53) 

となる。また biu)はu=元tで連続である。

L*(x; ¢)および b/v)は凸関数であることから biv)は凸関数で四tを除いたすべての点で b釦(v)

~o となる。また，元t における右 2 階微分係数，左 2 階微分係数が存在する。

x+y1く式に対して

bい(x+y1)= -c+a 100 L*'(x+y1-b; ¢)¢(b)db = -c+b正(x+y1)< b応(x+Yr) 
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よって

-biu) < -bt(u) uくえ「

を得る。

次に， 11= 2の n期間 (n> 2)モデルを考察する。このとき

パ(x,Yi) =唖{c・z+L*(x;¢)+a f00応 (x+ Yi -b, z)¢(b)db} 

゜
となる。 fn*-i(x,Yi)が次の性質をもつことが示されたと仮定しよう。

i) fn*-i(x, Yi)= L*(x; ¢)+bn-1(x+y1); 

ii) z1-1(x, Yi) =瓦いーx-y1, x+yiく元1-1'

(1.54) 

(1.55) 

=0 x+y1~ 元:-1'

ここに元いは次の方程式の唯一の根である。

c+a f""い (y-b)¢(b) db = 0 ; 

゜
(1.56) 

iii) 元J-1~ 元J-2;

-c+a f00 L*'(x+y1-b; ¢)¢(b)db 
゜

iv) bい(x+Yi) = i a /00 L *'(x+ Y1―b; ¢)¢(b)db 

+゚a Joo応 (x+ Yi.-b)¢(b)db 

゜
bい(x+Yi)は変数x+めの連続関数である：

v)bn-1(u) は U の凸関数で， u= 元J'-1 を除いて b~-1(u)~0, u =四J'-1では右 2階微分係数，左

2回微分係数が存在する：

Y1+xく元J-1

Yr+x~ 元1-1

vi) -bい(u);;;;; —b~-2(u) uく元:-1

nの場合を調べるために， i) を (1.45)式に代入すると，

fn*(x, Yi)= L*(x; ¢)+a /00 L*(x+yi-b; ¢)¢(b)db 
゜

滉阻{c・z+a 1"° い (x+Yi+ z-b)¢(b)db} 

= L*(x; ¢)+加(x+Yi) , (1.57) 

こ
，
ー
'ここ

b心 +y1)= a』00L*(x+y1-b; ¢)¢(b)db十唖{c・z+a f""い (x+Y1 + z-b)¢(b)db} 

゜ (1.58) 

(1. 48)式の｛ ｝のを zをで微分して， x+yげ zを (JJ とおいた関数を Kn(w)で表すと，

Kn(w) = c+a f00 bい(x+Yi+ z-b)¢(b)db 
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v)より Kn(w)は (J)の増加関数となり，定理の仮定より limKn(w) > 0。またiv)と定理の仮定より
w→00 

lim K心）＜〇となる。 11= 1の場合と同様な論法により， Kn(co)= 0は唯一の根双：をもつ。 x+y1
W→ -oo 

+z = w, (1. 58)式および (1.59)式より，

ぶ(x,y,)~{ 元:-x-yi
0 x+yi~ 元:

x+y1く元:

b知 +y,)= 1-c+a』00L*'(x+y,-b; <f,)<f,(b)db 

a』00L*'(x+y1-b; ¢)¢(b)db+a』OO 炉 (x+Y1-b)¢(b)db 

となる。また，枕(u)は U の連続関数である。

iv), Kn-1伽）およびKn佃）の定義より

-* > -* Xn = Xn-1 

となる。

(1.60) 

x+y1く元：

x+y1~ 元:

(1.61) 

(1.62) 

L*(x) および bn-i(u) は凸関数であるから， bn(u) は凸関数で，料：を除いたすべての点で尻(u)~

0である。また，式における右 2階微分係数，左 2階微分係数が存在する。

即いく x+y1く式に対して Kn-i(w)> 0であるから

噂 x+y1)= c-a f"°L*'(x+yi-b; </>)</>(b)db 

> -a f"°L*'(x+yi-b; </>)</>(b)db-a f"° 応 (x+ Yi -b)</>(b)db 

= -bい(x+Yi) , 

x+y1~ 即t-1に対しては

羞 (x+y1)= c-a f"°L*'(x+yi-b; </>)</>(b)db = -bい(x+Y1) 

となる。したがって

-b~(u)~-bい(u) uく式

を得る。

n→ CX) として次の結果を得る。

z*(x, y,) = {元-x-y,

゜ここに元は

x+y1く元＊

x+y1~ 元＊．
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00 
c+a f b'(元＊ーb)¢(b)db= 0 

゜
(1.64) 

の唯一の根である。 i)で n→ 00 とすると次式を得る。

fn*(x, Yi)= L *(x; ¢)+ b(x+ y) 

ここに

b'(w) = 
{―c+a』w L*'(w一b;¢)¢,(b)db 

a』00L*'(w一b;</J)</J(b)db+a f00 b'(w-b)<fJ(b)db 

゜

(JJく元＊

(1.65) 

(J) >元＊

(1. 64)式で元―bくがであるから (J)<月＊に対する (1.65)式を (1.64)式に代入すると，万＊は

c(l-a)+り「/00L*'(x-b1-b2;¢)¢(b況(b2)db幽 =O
0 0 

(1.66) 

の唯一の根であることがわかる。

［証終］

定理 5の証明 入期の配達遅れのある場合は補題 1,2の自然な拡張である。このとき次の諸式を得

る，

f(x, Yi, Y2, …，yた 1)= L *(x; </>)+ L1(x+ Yi)+ Li(x+ Yi+ Y2)+ …• 

+ L,.i-lx +Yi+ Y2 +…+ Y,.i-2)+ b(x+ Yi+ Y2+…＋め）， (1.67)

z*(x, y,, y,, …， yぃ）＝｛

ここに

元ー(x+y1+Y叶…十yぃ）

゜
x+yげ Y2+…+yいく元＊

x+yげy叶…十YA-1~ 元＊

叫） = Jooい (u-b)</J(b)db, Lt(u) = L*(u; ¢) 

゜
また，

b'(w) = 
{―c+a』OOい (m一b)¢,(b)db

LA-z(w一 b)+a/00 b'(w一 b)</>(b)db

゜

(J)く元＊

w~ 元＊．

元＊は (1.71)式の唯一の根である。

(1.68) 

(1.69) 

(1.70) 

00 
c(l-a)+cl f … Joo L*'(元＊一b1-b2-…-b;.; 翫 (b峠 (b2)・・・</>(b;.)db1・・・db;.= 0 (1.71) 

0 0 

よって定理は証明された。

［証終］

方程式 (1.19)式の根元＊は入に依存するから月*(,1-l)で表すと，次の定理を得る。

定理 6 定理 5の仮定のもとで，十分 1に近い aに対して，

-105-



経済学研究第 54巻第 1・2号

訂 (1)<元*(2)<…＜ぇ*(;l-1)

となる。

証明 乃を次の方程式の唯一の根とする。

Joo L芦(yr-b)¢(b)db= 0 

゜
乃が唯一であることは元*(r)の唯一性と同様にして証明される。

Lた 1(u)は凸関数であるから

L*'(yr-b);;;;; Lt五(Yr-b -b1)'v b > 0 , ¥/ b1 >。
となり，ある点で L*'(yr-b)> Lt五(yr-b-b1)が成立するから

0: i口；：ロニ:b>f』w Lt~i(y,-b-b1帰(b)贔）dbdb1 

Jooば (y-b)¢(b)db 

゜
はyの増加関数であるから (1.72)式から

Yr+I > Yr , 

元*(r)は

c(l -a)+ ar f 00 Lf'--i(ぇ*(r)-b)¢(b)db= 0 

゜
の根である。 a→1のとき元*(r)→y入したがって十分 1に近い aに対して

対 (1)<元t(2)<…＜元*(11-l) 

2. 過剰需要が後期需要として取扱われる場合

2. 1. 単純な特定モデル

この場合は (1.1) に対応して f(x,Y1, Y2, …， y,,_1)は次の関数方程式をみたす。

f(x, Yi, Y2, …， yぃ） = Min { c(z) + L(x; ¢) + af(y1, Y2, …， y,,-1, z) 00 

z~O 
f¢(b)db 

X 

+a fx f(x-b+Y1, Y2, …, y,,-1, z)¢(b)db} 

゜
ここに
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L(x; ¢) = 1x h(x-b)¢(b)db+ f00 p(b-x)¢(b)db 
X 

(2.2) 

このモデルの場合，最適発注量 z(x,Yi, …， Y,1-1)は簡単な形にならない。次の定理 7'定理8が成立す

ることが知られている凡

定理 7 在庫が少ないとき，ある正の量を発注することが必要で，在庫が多いとき，ある正の量を

発注することが不利益ならば，最適発注量 z(x,Yi, …， Y,1-1)はx+y1+…+yた 1の関数とはならない。

定理 8 c(z) = c・z, p(x) = P・z, h(x)は凸増加関数， ¢(b)> 0 (b~0), 11 = 1ならば，最適発

注量 z(x)はXの連続関数で次の型をもつ，

z(x) >。
z(x) = 0 

xくえ

x~ 元．

さらに， z(x)はxく元に対して狭義減少関数で， ldz(x)/dxl< 1である。

2. 2. 需要形態の一般的在庫モデル

この場合は (1.13) に対応して f*(x,Yi, …， yぃ）は次の関数方程式をみたす。

f*(x, Y1, …， yぃ） = Min { c(z) + L *(x; ¢) + af*(y1, Y2, …， Y,1-1, z)「¢{b)db
z.:;;O X 

X 

+a 1 f*(x-b+Y1,Y2, …， Y,1-1, z)cp(b)db} (2.3) 

.,,. .,,. .... 
'--'--に，

L *(x; ¢>) = ix h(x-bG(l))c/>(b)db+ f"°h(xg―1(x/b)-bG(g→ (x/b)))c/>(b)db 

+ f"°p(b(G(l)-G(g-1(x/b)))-x(l-g→ (x/b)))c/>(b)db (2.4) 

このモデルにおける最適発注量を z*(x,Yi, …， yぃ）とすると定理9および定理10を得る。

定理 9 在庫が少ないとき，ある正の量を発注することが必要で，在庫が多いとき，ある正の量を

発注することが不利益ならば，最適発注量 z*(x,Yi, …， yぃ）は x+y1+…+yた 1の関数とはならない。

証明 最適発注量 zがz(x+y1+…+yぃ）の形をもつと仮定し，このとき得られる結果が定理の仮

定と矛盾することを， 11= 2の場合に対して示そう。この証明は一般性を失わない。 z(u)は有限個の

不連続点だけをもつと仮定する（発注量が唯一であればごく自然の仮定で，発注量が複数個存在すれ

ば，この形の特別な一つが選ばれる）まず次の 3つの補題を証明する。

補題 3 z(ii) = z > 0とする。このとき， y=乏におけるが(x,y)/ay は X~ii なる X に依存し

ない。

証明 x+y = iiなる任意の (x,y)に対して次の G(x,y; z)を定義する。

G(x,y;z) = {c(z)+L*(x; c/>)+af*(y,z) 1"°c/>(b)db+a fx f*(x+y-b,z)c/>(b)db} (2.5) 

8) Arrow K. J., S. Karlin and H. Scharf [l] 
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えは最適発注量であることから (2.3)式より

oG(x, y; z) 
oz 

=O 

の根である。したがって (2.6) 式を x,yについて微分して

が(G(x,y; z) がG(x,y; z)生-= 0' 和 (x,y; z)十的(x,y;z) k=  0 
oxoz 

＋ 
和 ax oyoz 和 ay

となる。とのころが奏＝鸞であるから

がG(x,y; z) =がG(x,y; z) 
axaz ayaz 

となる。
がG がG
axaz'ayaz が連続であるから

がG(x,y; z) _叙G(x,y; z) 
azax azay 

= 0 z=ぇ

を得る。

aG(x, y; z) az af(y, z) az 00 
ax = c'(疇＋←茄―盃1¢(b)db+a』 ax

X 紆(x+y-b,z)
¢(b)db 

和 (x,y; z) = c"(z) az 訂 (y,z) az CO X 町(x+y-bz) 
疇 ax+←定―盃1¢(b)db+a』 azax'¢(b)db

(2.6) 

(2.7) 

ac(~ 珈;; z) = c'(z)鸞+a{並黛立+a/1~z) 患}100¢(b)ab+ 100 af(x十ふ―b,z)¢(b)db 

和 (x,Y ;z) = c"(z) k+  a{がf(y,z) 町(y,z)也 OO

疇 ay azay + az2 ay} 1¢(b)db 

+a fx町(x+y-b,z)¢(b)db 
。 ozoy

o/(x+y-b, z) =紆(x+y-b,z) 
ax oy 

が成立するから， (2.7)式の左辺を計算することにより

和G(x,y; z) _がG(x,y; z) 
＝一

訂(y,z) oo 

疇 疇 三冨-1 i/>(b)db 

を得る。したがって

況f(y,z) 
=O z=z, y~ii ayaz 

となる。 (2.8)式を yについて積分することにより補題 3を得る。

(2.8) 

補題 4 和の関数である一つの最適発注量が存在すれば， z(x+y)がまた最適発注量であるような

有限個の区間上で一定である関数z(u)が存在する。
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証明 z(u)は有限個の不連続点をもつから， zの値域は有限個のかさならない区間から構成され

る。るとゐを同じ区間内の任意の 2点とする（図 3にz(u)が 1次減少関数の例が示されている。ふは

x+y = Ui, ゐは x+y=知に対して最適であると仮定する，ただし Ui~ 如で，一般性を失うこと

なくふ，ゐは 11の任意の 2点としている）。

補題 1から

f(y, る)-f(y, ゐ）=! z2 of(y, z) 
ふ oz dz 

= K(zi, 忍） Y~Ui 

となる。 x+y~ いに対して y~ui, x+y-b~x+y~ui となるから G(x, y; z)の定義式より

G(x, y; る)-G(x, y; 忍）

= c(z1)-c(zz) + a{f(y, ふ）一f(y,Zz)} 

• 100¢(b)db+a』x{f(x + y-b, zi)-f(x + y-b, z2)}¢(b)db 

= c(z1)-c(zz) + aK(zi, 忍） /00¢(b)db+a fx K(zi, z峠 (b)db

= c(る)-c(忍）+aK(ふ，ゐ） x+y~U1 

となる。 Z1はx+y= U1で最適であるから

G(x, y; ふ） ~G(x, y; z) が三 /11

したがって (2.9) 式から

〇 ~G(x, y; z1)-G(x, y ; z) = c(z1)-c(z) + aK(z1, z) 

となる。よって

Z(u) 

□ ロI 
I 叫 Uz
I 

1< J-
I J 2 )  

図 3 z(u)のグラフ
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c(z1) + aK(z1, z2)~c(z) + a{K(z1, z2)-K(z1, z)} 

= c(z) + aK(z, ゐ） zE lu 

を得る。つまりふは区間 luで c(z)+aK(z,ゐ）を最小にする zの値となっている。したがって (x,y) 

が x+y~U1 をみたす点であれば最適発注量はふである。よって U1 を区間 ]1 におけるすべての (x,

y)に対して max(x+ y)に接して選ぶことにのって補題 4を得る。

補題 5 和の関数である最適発注量をもつならば，また在庫量のいかんにかかわらず一定量を発注

することが最適である最適発注政策が存在する。

証明 補題4で述べた性質をもつ発注政策を考えよう（図 4' 図5参照）。いま U を関数zが Z1か

ら忍にジャンプする点とする。 G(x,y; z)がzの連続関数であるから， x+y= uにおいて G(x,y;

叫>G(x, y; ゐ）とすると， x+y< uのもとでふだけ発注することが最適であることに矛盾する。

また x+y= uにおいて， G(x,y; ふ） < G(x, y; z2) とすると，忍が u~x+y くいで最適であるこ

とに矛盾する。よって x+y= uにおいて G(x,y; z1) = G(x, y; z2)となり，その結果

ac(x, y; ふ） - ac(x, y; ふ） = ac(x, Y; z2) _ ac(x, Y; 忍）
ax ay ax ay 

となる。上式の両辺を Gの定義より直接計算すると（補題 3の計算を参照）

x+y = u 

が(y,ふ）＝が(y,z2) 
ay ay 

y~u 

を得る。これは f(y,z1)-f(y, ゐ）が yに依存しないことを示している。補題 4の証明と同様にして

G(x,y; る） = G(x, y; 忍）+c(z1)-c(z2)+a[/(y, z1)-f(y, z2)] x+y~u 

となり， x+y= uにおいて， G(x,y; ふ） = G(x, y; zz)であるから

c(zz)-c(る）+ a[f (y, z2) -f (y, ふ）]=0 x+y=u 

ところが上式の左辺は y に依存しないから， x+y~u に対して G(x,y; る） = G(x, y; z2)を得る。こ

Z(u) 
G(x, y, z) 

2r t --------------------, 

Z3「―--------1 I 

I I 

: l 

Z 叶—――― I I 
I 

I I 
I I 
I I 

Z1 

u 
u ー u 2 

¥ I~ 
Un-1 U 

J
 z ー

Zz ＼
 

z n 

図 4 z(u)のグラフ 図 5 G(x, Y, z)のグラフ
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のことは忍も不連続点 u 以下の区間 (x+y~u) で最適であることを示し，図 4 において 1 個少い

ジャンプをもつ新しい最適発注政策の構成を可能とする (x+y< U1 のとき忍， U1~x+y く加のと

き忍，…の発注を行うことが最適発注政策である）上の議論を U1,U2, …， Un-Iで行うことにより補題 5

を得る。

定理 9の仮定は補題 5と矛盾する。

［証終］

定理10 c(z)=c・z, p(x)=P・z, h(x)は凸関数で，狭義増加関数， ¢(b)> O(b~0), 入=lな

らば最適発注量 z*(x)はX の連続関数で次の型をもっ，

z*(x) > 0 

z*(x) = 0 

xく元＊

x>元＊．

さらに， z*(x)はxく元＊に対して狭義減少関数で, ldz*(x)/dxl < 1である。

証明 この場合の関数方程式は次式で与えられる

f*(x) =唖{c・z+L*(x;¢)+a/(z) 100¢(b)db+a ix f(x+z-b)¢(b)db} (2.10) 

ここに L*(x;¢)は (2.4) 式で与えられる。また n期間モデルに対する f;f(x)は次式で与えられる。

叫）＝唖{c・z+L*(x;¢)+a. 応 (z)100¢(b)db+a ix fJ'-1(x+z-b)¢(b)db} (2.11) 

まず， n期間モデルを取扱い， n→ 00 とすることにより定理を証明する。

(i) n=lの場合 このとき，次の諸式を得る冗

八*(x)= Min{c・z+L*(x; ¢)} = L*(x; ¢) (2.12) 
店 0

co X 

-/i*'(x) = -L*'(x;¢) =P 1¢(b)db-1 h'(x-bG(1))¢(b)db 

00 -f [h'(xg-1(x/b)-bG(g→ (x/b)))+p]g-1(x/b)¢(b)db~p (2.13) 
X 

/i*"(x) = L*"(x; ¢) = fx h"(x-bG(1))¢(b)db 

゜+「{h"(xg→ (x/b)-bG(g→ (x/b)))(g-1(x/b))2+ [h'(xg―1(x/b) 
X 

ag-1(x/b) 
-bG(g→ (x/b)))+ p] ox }¢(b)db 

＞。
lim fi*'(x)~0 
X→00 

(ii) n期間モデルの解に関して，次の諸性質が成り立っていると仮定する。

9) 児玉正憲・北原貞輔 [5]
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i) z~(x) は最適発注政策にしたがって発注された最適発注量を表し，ぶ(x) について次式が成立し

ている。

1-1 <~ 誓 <0

ぶ(x)= 0 

x< -* Xn , 
(2.16) 

x~ 即r; 

ii) ーパ'(x)~p (バ(x)は存在し連続）：

iii) fn*"(x) > 0 X > 0 ; 

iv) lim 月'(x)~0。
X→OO 

このとき， (n+l)期間モデルに対する関数方程式は

fn*+1(x) =唖{c・z+L*(x;¢)+a』xfn*(x+z-b)¢(b)db+afn*(z) 100¢(b)db} (2.17) 

となる。｛ ｝を zに関して微分したものを Kn(Z;x)とおくと，

c+a 1x f;'(x+z-b)¢(b)db+af;'(z) /00¢(b)db = Kn(z;x) 
X 

(2.18) 

iii)によって氏(z;x)はX を固定したとき， zの狭義増加関数であり， zを固定したとき， X の狭

義増加関数である。 iv) により limKn (z ; x) > 0。Z,i-1(x)を (2.18)式の唯一の零点が存在すれば，
X→ IX) 

零点を表すものとし，存在しない場合は z:-1(x)= 0とする。 z:+1(x)はiv)により有界で， X を固定し

たとき， Kn(z;x)=Oの唯一の根として求められるから X の連続関数である。 Kn(z;x)はX の狭義増

加関数であるから， Zn+1(x)は連続な導関数をもち，かつr誓x)< 0 

z: ョ(x)= 0 

xく元t+1

x~ 元it+1

である。氏(z:+1Cx);x) = 0をX に関して微分して次の関係式を得る。

0 = (1 + dzJd~(x)) f x fn*"(x + z:+i(x)-b)¢(b)db十片"(zかい））f 00¢(b)db・d心 (x)

゜
dx 

iii) と (2.19)式より

1+ 
dz:l'+1(x) 

dx 
> 0. 

よって n+lに対して (2.16)式が成立する。 (2.17)式に zi+1(x)を代入すると，

(2.19) 

(2.20) 

芦 (x)= C叫 (x)+L*(x;¢,)+a 1x fn*(x+心 (x)-b)¢,(b)db+afn*(zi+1(x))/00¢,(b)db 
X 

(2.21) 

となり， (2.16)式および (2.17)式を用いると次式を得る。
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In*五(x)= 
! a f /:'(x+心 (x)-b),f,(b)db+L*'(x;,f,) 

a「バ'(x-b)¢(b)db+L*'(x;¢) 

゜

x< -* Xn+I 

(2.22) 

x~ 天J+1

また， (2.13)式と ii) を用いると，

-fn*. ら(x)~ap1x¢(b)db+p 100¢(b)db < p 

を得る。したがって (n+l)期間モデルに対して i) とii)が示された。 iv)は (2.15)式，帰納法の

仮定および (2.22)式から明らかである。次にiii) を示す。

(2. 22)式および (2.14)式から， xく元ii+lに対して

In*叫） = [ a jx fn*"(x+叫 (x)-b)¢(b)db][1+ d叫(x)J+a/~(z,!+i(x)).¢(x)+L*"(x; ¢) 
dx 

；；；；；い』Xln*"(x +心(x)-b)¢(b)db][1+ d誓x)]+』xh"(x-bG(l))¢(b)db 

+ 100 [ h"(xg→ (x/b)-bG(g→ (x/b)))(g→ (x/b))2+ h'(xg-1(x/b) 

-bG(g→ (x/b))) ag-~~x/b) ]¢(b)db+ P[l00 ag-~c:/b)¢(b)db ―吟(x)]

＞。
となる。これは上式の最終項が正の値をとること 10)から明らかである。

X;;;;; 点+lに対して

犀 (x)= a jxパ"(x-b)¢(b)db十諺'(0)¢(x)+L*"(x;¢) 

；；；；； a f fl"(x-b)¢(b)db+ 1x h"(x-bG(l))¢(b)db 

+ P[l00 ag-~c:/b)¢(b) db -acp(x)] 

+ 100 [ h"(xg-1(x/b)-bG(g→ (x/b)))(g-1(x/b))2 

+ h'(xg-1(x/b)-bG(g→ (x/b))) ag-l(x/b) ]¢(b)db >。
ax 

したがってiii)は示された。

ぶ(x) は dぶ(x)/dx~0 なる連続微分可能な減少関数であるから X の連続減少関数である極限関数

z*(x)を選びうる。 z*(x)は (2.23)式で与えられる関数で (2.24)式を満している。

z*(x) > 0 xく元*, z*(x) = 0 x >ぇ＊ (2.23) 

10) 児玉正憲 [9]

本節では， c(z)= c・z, p(z) = P・z, h(z) = h・zを仮定する。論文 [5] より
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f*(x) = c・z*(x)+L*(x; ¢)+a ix f(x+z*(x)-b)cp(b)db+f(z*(x)) /00 cp(b)db (2.24) 
X 

(2. 22)式から次式を得る。

f*'(x) = 

! a [ f*'(x+ z*(x)-b),f,(b)db+ L *'(x; <p) 

a fx f*'(x-b)cp(b)db+L*'(x; ¢) 

゜

xく元＊

(2.25) 

x>元＊

fn*(x)とfn*'(x)はそれぞれ/*(x)と/*'(x)に一様収束するから /(x)は凸関数で『(x)はいたると

ころ存在し，ー/*'(x)< Pであることがいえる。

実際

-/*'(x)~ap ix¢(b)db-L*'(x; ¢)~ap fx¢(b)db+p f00¢(b)db < p 

となり， /*(x) の狭義凸性は， /*"(x)~0 であるから， x く月＊に対して

dz*(x) 
(dx)  /*"(x) = a f f*"(x+z*(x)-b)¢(b)db I+ +L*"(x; ¢) 

左辺は ~0, L *(x; ¢)が狭義凸関数であるから右辺は＞〇となり， /*"(x)> 0を得る。同様にして

xく元＊に対して /*"(x)> 0である。 /*'(x)はx=戸に対して連続であるから /*(x)は狭義凸関数

である。

氏 (x;z*) = 0はxく元＊に対して， z*(x)は

0 = c+a fx f*'(x+z-b)</>(b)db+af*'(z) f00¢(b)db 

の唯一の根であることを意味している。 (2.26)式の両辺を X で微分して

0=小＋麿）』xf*"(x + z-b)¢(b)db+ af*"(z噂100</>(b)db 

(2.26) 

dz/dx~0 で f は狭義凸関数であることが示されているから
dz 

'dx =Oなら右辺が正となり矛盾，し

たがって dz/dx< 0。また (1+dz/dx)~0 であるが (1+ dz/dx) = 0なら右辺は負の値となり矛盾，し

たがって (1+ dz/dx) > 0よって，ー1< dz/dx < 0を得る。

［証終］

3. 同値問題

変数 Z1, Zz, …， Znに関して 2つのシステム A,Bが同値であれば， Bのふるまいを調べることでA

のふるまいを知ることができる。このとき， BがAに比して簡単であれば好都合である。需要形態の

一般的在庫モデルと単純な特定在庫モデルを，それぞれA,Bで表すものと考え，その同値関係につ
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いて考察する。 A,Bのいずれについても制御可能な変数は発注量 z(x,Yi, …， Yい）だけである。発注

量のシステムヘの影響は期待総費用である。したがって期待総費用について同値関係を求めることが

本節の目的となる。

本節では c(z)= c・z, p(z) = P・z, h(z) = h・zを仮定する。論文 [5] より

s(b) = Joo og-l(b/x) 
ob b 

</J(x)dx (3.1) 

00 
を導入すると， s(b)は確率密度関数であり fbs(b)db < ooであることが証明されている。このと

゜
き，次の諸定理をうる。

定理11 (1.2) 式の ¢(b)を (3.1)式の s(b)でおきかえると，過剰需要が後期の需要として取扱

われる場合の有限期間モデルにおいて

瓜x,Yi, Y2, …， yぃ）
00 

＝四{c(z)+ L(x; s)十alい (x-b + Yi, Y2, …， Y,1-1, z)cf;(b)db} 

00 
= Min{ c(z)+L*(x; ¢)+a f fn*-iCx-b+y1, Y2, …， Y,1-1, z)cf;(b)db} 

z,;;; ゚ ゜
= fn*(x, Yi, Y2, …， yぃ）

が成立する。

証明帰納法による，

(i) n= 11の場合はすでに証明した (n< 11のとき， fn-1= /t-1 = 0) 

(ii) n=kのとき成立しているとする (k> 11)。つまり

瓜x,Yi, Yz, …， yぃ） =f, 以x,Yi, Yz, …， yぃ）

このとき，

(3.2) 

(3.3) 

fぃ (x,Yi, Yz, …, Y,1-1) =唖{cCz)+L(x;s)+a100ん(x-b + Yi, Yz, …， YA-1, z)¢(b)db} 

＝唖{c(z) + L *(x; ¢)+a f00バ(x-b + Yi, Yz, …， YA-1, z)¢(b)db} 

= fk*+i(x, Yi, Yz, …， yぃ）

定理12 (1.2) 式の ¢(b)を (3.1)式の s(b)でおきかえると， (1.1)式と (1.13)式の間に

f(x, Yi, Yz, …， y,,-1) =唖{c(z) + L(x ; s) + a f 00 f(x -b + Yi, Yz, …， y,,-1,z)¢(b)db} (3.4) 

＝四{c(z)+L*(x;¢)+a』00f*(x-b + Yi, Yz, …， YA-1, z)¢(b)db 

= f*(x, Yi, Yz, …， Y,1-1) (3.5) 

が成立する。

証明定理11より fn(x,Yi, Yz, …,yぃ） = fn*(x, Yi, Yz, …， Y-t-1) (n~ 入）および一般論よりり巴
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瓜x,Yi, Yz, …， yい） = f(x, Yi, Y2, …， yぃ） = f*(x, Yi, Yz, …， yぃ） =1咆パ(x,Yi, Y2, ・・・，…， Y,1-1)が

いえることより明らかである。

［証終］

定理13 (1. 2)式の ¢(b)を (3.1)式の s(b)でおきかえると，過剰需要が後期需要として取扱わ

れないモデルにおいて

瓜x,Yi, Y2, …， Y-t-1) =祖{c(z) + L(x ; s) + a fn-1(Y1, Y2, …， Y-t-1, z) 00¢(b)db 

+afい (x,y,, y,, …， y,-,, z)q¥(b)db} 1 (3.6) 

= Min{ c(z) + L *(x; ¢) + afn*-1(Y1, Y2, …， Y-t-1, z) 
z~O 

+ a ix fn*-i(x-b + Yi, Y2, ・・・, Y-t-1, z)¢(b)db} 

= fn*(x, Yi, Yz, …， Y,1-1) 

が成立する。

証明帰納法による。

(i) n =入のときは既に証明した (n<入のとき， fn-1= fn*-1 = 0) 

(ii) n=kのとき成立しているとする。つまり

瓜x,Yi, Yz, …, yぃ） = fl(x, Yi, Yz, …， yぃ）

このとき，

00 
f¢(b)db 

X 

fぃ (x,Y1, Yz, …， Y,1-1) =唖{c(z)+ L(x; s)+砧 (y1,Yz, …， Y,1-1, z) 1""¢(b)db 

+a fx fk(x-b+y1, Yz, …， Y,1-1, z)¢(b)db} 

゜
= Min { c(z) + L *(x; ¢) + afl(Y1, Yz, …， Y,1-1, z) f""¢(b)db 

z~O X 

+a fx fl(x-b+Y1, Yz, …， Yた 1,z)¢(b)db} 

゜= fk*+1(x, Yi, Yz, …， Y,1-1) 

(3.7) 

［証終］

定理14 (1. 2)式の ¢(b)を (3.1) 式の s(b)でおきかえると， (2.1)式と (2.3)式の間に

f(x, Yi, Yz, …， Yた 1)= Min { c(z) + L(x ; s) + af(y1, Yz, …， Y,1-+1, z) 00¢(b)db 
z~O 

+ a 1x J(x-b+ Y1, Y,, …， Yた 1,z)¥?(b)db} 1 (3.8) 

00 ＝唖{c(z) + L *(x; ¢) + af*(y1, Yz, Yた 1,z) 1¢(b)db 

+a fx f*(x-b+y1, Y2, …，Y-l-1, z)¢(b)db} 

゜
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= f*(x, Y1, Y2, …， yぃ） (3.9) 

証明定理13より fn(x,Yi, Y2, ・・・, Y,i-i) = fn*(x, Yi, Y2, Yい）および一般論より t杷fn(X,Yi, Y2, …， 

YJ-1) = f(x, Yi, Y2, …, yぃ） = f*(x, Yi, Y2, …， yぃ）＝凹fn*(x,Y1, Y2, ・ ・ ・, YJ-1)がいえることより明ら

かである。

定理11"-'定理14は，一般的需要モデルの最適政策を論ずる場合 (3.3)式， (3.5)式， (3.7)式およ

び (3.9)式のかわりに (3.2)式， (3.4)式， (3.6)式および (3.8)式で論ずればよいことを示して

いる。例えば次の定理が成立することを示している。

定理15 c(z) = c・z, p(z) = P・z, p > c/a¥ h(z) = h・zならば，過剰需要が後期需要として取扱

われる場合，一般的需要形態の動的在庫モデルにおける最適発注量 z*(x,Yi, Yz, …， yい）は

z* = Max (0, 元＊ー(x+y1+…， yい））

である。ここに元＊は

c(l-a)+パfL'.f臼（元一b)¢(b)db= 0 

の唯一の根である。ここに

Lf(u) = f00 Lf-1(u-b)¢(b)db , Lt(u) = L(u; s) 

である。

定理 5と異なる点は，定理の費用関数が線形であること， (1.20)式における L*(u;z)がL(u;s)に

なっていることである。

上の議論は費用関数が線形関数であることによるので，一般費用関数の場合は成立しない。

4. む す び

配達遅れのある動的在庫モデルを検討した。過剰需要が後期の需要として取扱われる場合は最適政

策は簡単な形式で表現できた。しかしながら，過剰需要が後期需要として取扱われない場合は，最適

政策を簡単な形に表現できなかったが，次稿では政策を簡単な形に限定した上で期待費用を最小にす

る動的在庫問題を検討したい。
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