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動的在庫モデルの最適政策 (II)
連続編

日
J
ーノ 玉 正 憲

需要が一般形態の確率的・動的在庫モデルで，費用関数が線形の場合の最適購入政策を論じた凡

本小論では，単純な特定在庫モデルと需要形態の一般的在庫モデルの同値問題について論じ，さら

に需要形態および費用関数が共に一般の場合の最適政策を検討する。本論文を通じて使用される記号

を導入する。

B: 各期の需要量を表す確率変数

P(B~b) = jb¢(t)dt' bはBの実現値， E(B) = j"" b¢(b)db < oo 

x: 初期の在庫量

z:z-xだけ発注した後の期首在庫量

a: 割引率(O<a<l)

瓜x):初期在庫量を Xとしたとき， n期間にわたる期待割引費用を最小にするという意味での最適購

入政策を取ったときの費用関数

/(x) : 初期在庫量を Xとしたとき，無限期間にわたる期待割引費用を最小にするという意味での最適

購入政策を取ったときの費用関数

c(z): 購入量がzのときの費用関数

p(z): 在庫不足量が z のときの品切費用関数， z~O のとき， p(z)=O

h(z) : 在庫量が z のときの在庫維持費用関数， z~O のとき， h(z)=O

c(z), p(z)およびh(z)は2階微分可能と仮定する。

第 1節では c(z)=c・z, p(z)=p•z, h(z)=h•z とする。

1. 同値問題

変数 Z1, Z2, …, Znに関して 2つのシステム A,Bが同値であれば， Bのふるまいを調べることで

Aのふるまいを知ることができる。このとき， BがAに比して簡単であれば好都合である。論文 [9]

で述べた需要形態の一般的在庫モデルと単純な特定在庫モデルを，それぞれA,Bで表わすものと考

ぇ，その同値関係について考察する。 A,Bのいずれについても制御可能な変数は在庫水準だけであ

る。在庫水準のシステムヘの影響は期待総費用である。したがって期待総費用について同値関係を求

1) 児玉正憲 [9]
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めることが本節の目的となる。

1.1. 過剰需要が後期需要として取扱われない場合

1. 1. 1. 有限期間在庫モデル

(i) 単純な特定在庫モデル

単純な在庫モデルの代表として，発注量は発注間隔の期首に即時的にみたされ，需要はすべて期首

に即時に拡いだされる場合のn期間の動的な購入・販売在庫モデルを取りあげる。論文 [9]より fn(x)

は次のようになる。

fi(x) = Min{L(z; x, ¢)} (1.1) 
z~x 

瓜x)=班{L(z;x, ¢)+a[fn-1(0) 1¢(b)db+』fn-1(z-b)¢(b)db}, n = 2, 3, …， (1.2) 
こ,', ここ

L(z; x, ¢) = c・(z-x)+h』z(z-b)¢(b)db+ p f00 (b-z)¢(b)db 
~-cx+cz+h 』,(z-b),f,(b)db+ p, {(b-z),f,(b)db 
= -ex+ H(z; ¢) 

(1.3.) 

(1.4) 

(ii) 需要形態の一般的在庫モデル

(i) における需要形態は突発需要で，それが期首に発生する例になっている。また期を通じて一

様に発生する場合もよくみる例である。そこでこれらを特殊な場合として含む一般的かつ総合的需要

形態を表わすモデルとして

Q(T) = z-g(T/t)b , 0~T~t (1.5) 

を用いる。ここに

Q(T): 時点 T(~t) における在庫量（ただし Tは発注時点からはかる）

z: 期首在庫量

t : 発注間隔

g(x): g(O)=O, g(l)=l, 
dg(x) 
dx 
>Oなる Xの関数 (O~x~l)2l 

このモデルにおける fn(x)をfn*(x)とかくと，論文 [9]より fn*(x)は次のようになる。

八*(x)= Min{L *(z; x, ¢)} (1.6) 
z~x 

00 
fn*(x) =班{L*(z;x, ¢)+a[/n*-i(O) 1¢(b)db+』fn*-1(z-b)¢(b)db]}, n = 2, 3, …， 

(1.7) 

こ
，

ーここ

L*(z; x, ¢) = c・(z-x)+h{』z[z-bG(l)]</>(b)db+ f"" [zg→ (z/b)-bG(g-1(z/b))]</>(b)db} 

2) g(x)=O, g(x)=lの場合は g(x)の仮定に反するが適当に修正することによって本論文の議論は成立する。論文
[6]を参照
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+ p /00 {b[ G(l)-G(g→ (z/b))]-z[l-g→ (z/b)]}¢(b)db 
z 

= -cx+H*(z; ¢) 

論文 [5]より

s(b) = Joa og→ (b/x) 
ob 
¢(x)dx 

b 

ヽ`

’l,‘.,'／

8

9

 

•• 1
1

 

（

（

 

(1.10) 

00 
を導入すると， s(b)は確率密度関数であり f bs(b)dbく 00であることが証明されている。このとき，

゜
次の定理をうる。

定理 1 (1. 3)式の ¢(b)を (1.10)式の s(b)でおきかえると，

瓜x)=叫L(z;x, s)+a[い (0)100い (z-b)¢(b)db]} (1.11) 

=Min{L*(z; x,¢) 
z;,,x 

+ a[tn*-1(0) f00¢(b)db+ f zfl-1(z-b)¢(b)db]} (1.12) 

= fn*(x) , n = l, 2, … 

が成立する。

証明帰納法による。

(i) n=lの場合論文 [5]で証明されている。

(ii) n=kのとき定理が成立しているとする。つまり

瓜x)= fk*(x) (x~0) 

とする。このとき，

fぃ (x)=叫L(z;x, s)+a[fiO) 100¢(b)db+ 100ん(z-b)¢(b)db]} 
＝叫L*(z;x, ¢)+a[fk*(O) 100¢(b)db+ 1z fk*(z-b)¢(b)db ]} 
= 1:. ョ(x)

［証終］

注意 歳入を考慮する場合は，売価の単価を rとすると，

L(z; x, s) = c・(z-x)+ jz[h・(z-b)-rb]s(b)db+ 00[p・(b-z)-rz]s(b)db 

L*(z; x, ¢,)~c·(z-x)+ 』'{h·[z-bG(l)]-rb)if,(btb + h {[zg→ (z/b)-bG(g→ (z/b))] 
・ ¢(b)db+ j00{P・[b[ G(l)-G(g-1(z/b))] -z[l -g→ (z/b) ]]-rz}¢(b)db 

となる。

8L(z; x, s) 
oz 
= c-p-r+(h+ p+ r) j s(b)db 

82L(z; X, s) 
紺
= (h+ p+ r)s(z) 

私 *(z;x, ¢) 00 
oz 
= c-(p+ r)+(h+ p+ r) jz¢(b)db+(h+ p) g-1(z/b)¢(b)db 1 

がL*(z;x,¢) 
ー＾＝ゆ(z)+(h+p)f 

OO ag-1(z/b) 
西
¢(b)db 
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であるから叫

s(z) =神(z) + r f゚;Jg→(z/b) 
h + p + r h + p + r z oz 

¢(b)db (1.13) 

とおくと， s(z)が確率密度関数であり， L(z;x, s)=L*(z; x, ¢)が成立することが示される 4)。この

場合も定理1は成立する。

1. 1. 2. 無限期間在庫モデル5)

(i)単純な特定在庫モデル

最適性の原理より f(x)は次の関数方程式をみたす。

f(x) =~ 吋L(z;x, ¢)+a[f(O) 100¢(b)db+ lz f(z-b)¢(b)db ]} 
(ii)一般需要形態の在庫モデル

(1.14) 

このモデルにおける /(x)をf*(x)で表すことにすると，最適性の原理より f*(x)は次の関数方程式

をみたす。

f*(x) =叫L*(z; x, ¢) + a[f*(O) 100¢(b)db+ 1z f*(z-b)¢(b)db]} (1.15) 

このとき次の定理をうる。

定理 2 (1. 3)式の ¢(b)を (1.10)式で定義される s(b)でおきかえると

/(x) =~ 吋L(z;x, s)+a[/(0) f00 </>(b)db+ j00J(z-b)</>(b)db ]} (1.16) 

＝叫L*(z;x, ¢)+a[/*(O) J00 </>(b)db+ J00 f*(z-b)</>(b)db ]} 
= f*(x) (1.17) 

証明定理1より fn(x)=灯(x)(n~l), 一般論6)より lim/n(x)= /(x) = /*(x) = lim/;(x)が云える
n→ oo n→OO 

ことより明らかである。

［証終］

定理1および定理2は，一般的需要形態の在庫モデルの最適政策を論ずる場合， (1.12)式および

(1. 16)式のかわりに (1.11)式および (1.17)式で論ずればよいことを示している。つまり次の 2

つの定理が成立することを示している。

定理 3 有限期間の一般的需要形態の動的在庫モデルの最適購入政策は

z= ふ， O~x~ ふ

z= X,  ふ ~x

である。ここにふは

p-c = f汀(h+b)s(b)+叫（ふーb)¢(b)]db
゜

の唯一の根である7)。ただし， lo=O

3), 4) 児玉正憲・北原貞輔 [5]の方法で示される
5) 児玉正憲 [9]
6) Bellman, R [3] 
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証明 論文 [9]の定理1の証明と同様である。［証終］

定理 4 無限期間の一般的需要形態の動的在庫モデルの最適購入政策は

z= ぇ， O~x~ 元

z= X,  え ~x

である。ここに元は

p-c = fx [(h+p)s(b)-ac¢(b)]db 

の唯一の根である凡

証明 同値関係を使用しないで (1.17)を用いて解いた元は論文 [9]の定理5より

P-c = jx[h+p-ac]¢(b)db+(h+p) f00 g(元/b)¢(b)db
云

の唯一の根である。したがって

fx s(b)db =』云 </J(b)db+f00g→（元/b)</J(b)db
゜ ぇ

(1.18) 

なる関係を示せばよい

』Xs(b)db = ix (100 ag-;1b/y)¢(y)dy)dy 

=「(fyag→ (b/y) 
0 0 

ab db)¢(y)dy+ Joo(x ag→ (b/y) 
云

』 ab db)¢(y)dy 

= 1:xい (b/y)]叩 (y)dy+f1g-1(b/y)]g: 綽(y)dy
ヌ

=』x¢(y)dy+! 云~g→（応）dy (・：g→(1) = 1, g→ (0) = 0) 

最適政策については論文 [9]の定理から明らかである。

［証終］

1. 2. 過剰需要が後期需要として取扱われる場合

1.2.1. 有限期間在庫モデル9)

論文 [9]で検討したので後の解析に必要な定式化の結果をあげておく。

(i)単純な特定在庫モデル

八(x)= Min{L(z; x, ¢)} 
z;.:;x 

瓜x)= Min{L(z; x, </>)+a /00 fn-1(z-b)</>(b)db} 
z.:;x 

こ，＂＂ ここ

L(z; x, if,)~c·(z-x)+! 
h fz (z-b)¢(b)db+p (b-z)¢(b)db , 

PI』~(b-z)ef,(b)db f , 
z>。

(1.19) 

z<O 

7), 8) s(b)=¢(b)のとき，つまり単純な特定モデルの場合，ある正の閉区間のすべての値が根となるかもしれな

い。このときは最小値をふとする
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(ii)需要形態の一般的在庫モデル

このモデルにおける fn(x)を片(x)で表すことにする。

/i*(x) = Min{L*(z; x, ¢)} 
Z.?;X 

fn*(x) = Min{L*(z; X, ¢)+a f00心 (z-b)<fJ(b)db}, n=2,3, … 
Z.?;X 0 

こ,' ここ

L *(z; x, ¢) = c・(z-x)+h{』z[z-bG(I)]¢(b)db+ j00[zg-1(z/b)-bG(g-1(z/b))]¢(b)db 
z 

+pf  {b[G(l)-G(g→ (z/b))]-z[l-g→ (z/b)])¢(b)db , z > 0 }20) 

L*(z: x, ¢) = c・(z-x)+p』00[bG(I)-z]¢(b)db , z < 0 (1.21) 

L(z; x, ¢)およびL*(z;x, ¢)は無限期間の場合も同じである。

このとき次の定理をうる。

定理5 (1. 19)式の ¢(b)を (1.10)式で定義される s(b)でおきかえると，

応）＝伍L(z;x, s)+a /00い (z-b)¢(b)db} 
゜＝伍L*(z;X, ¢)+a /00 fn*-i(z-b)¢(b)db} 
゜=J:(x) , n = I, 2, …， 

が成立する。

証明帰納法による。

(i) n=Iの場合は論文 [5]で証明されている。

(ii) n=kのとき定理が成立しているとする。つまり

瓜x)= fk*(x) 

とする。このとき

fぃ (x)=~ 吋L(z;X, s)+a /00 /, 心ーb)¢(b)db}
゜＝班化*(z;x, ¢)+a』00fk*(z-b)¢(b)db} 

= J:+i(x) 

［証終］

1.2.2. 無限期間在庫モデル10)

(i)単純な特定在庫モデル

f(x) =~ 吋L(z;x, ¢)+a』00f(z-b)¢(b)db} 
ここに L(z;x, ¢)は (1.19)式で与えられる。

(ii)一般需要形態の在庫モデル

9) 児玉正憲 [9]

10) 児玉正憲 [9]
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この場合のf(x)をf*(x)で表すことにする。

f*(x) =螂L*(z;x, ¢)+a』00f*(z-b)¢(b)db} 
ここに L*(z;x, ¢)は (1.20)式および (1.21)式で与えられる。

このとき次の定理をうる。

定理 6 (1. 19)式の ¢(b)を (1.10)式で定義される s(b)でおきかえると，

f(x) =伍L(z;x,s)+a』00f(z-b)¢(b)db} 
＝芭印*(z;x, ¢)+a /00 f*(z-b)¢(b)db} = f*(x) 

゜
が成立する。

証明 定理5より fn(x)=fn*(x) (n~1), 一般論11)より屈四Jn(x)=f(x)= f*(x)=肛咆fn*(x)が云え

ることより明らかである。

2. 一般費用関数をもつ動的在庫モデル

このときのfn(x),片(x),f(x), f*(x)は次のようになる。

(1) 過剰需要が後期需要として取扱われない場合

(i)有限期間在庫モデル

(a)単純な特定在庫モデル

［証終］

応）＝伍L(z;x, ¢)+a[!n(O) 1¢(b)db+ 1zい (z-b)¢(b)db]} , n = 1, 2, …， (2.1) 

ただしlo=o, 

L(z; x, ¢) = c(z-x)+』zh(z-b)¢(b)db+ f00p(b-z)¢(b)db 
z 

(2.2) 

(b)需要形態の一般的在庫モデル

t:(x)~ 班 {L*(z;x, 9')+a[幻 (0)f 9'(b)db+ f t:-,(z-b)9'(b)db ]} , n~l, 2, ~-~3) 

ただしが=0' . 

L *(z; x, ¢,) = c(z-x)+』zh(z-bG(l))</>(b)db+ f00 h(zg→ (z/b)-bG(g→ (z/b)))¢,(b)db 
z 

+ 100 p(b(G(l)-G(g-1(z/b)))-z(l -g→ (z/b)))¢,(b)db (2.4) 

(ii)無限期間在庫モデル

(a)単純な特定在庫モデル

11) Bellman, R. [3] 
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/(x) =祖{L(z;x, ¢)+a[/(0) 1""¢(b)db+ 1z /(z-b)¢(b)db ]} 

ここに L(z;x, ¢)は (2.2)式と同じである。

(b)需要形態の一般的在庫モデル

f*(x) =叫L*(z;x, ¢)+a[/*(O) 1""¢(b)db+』zf*(z-b)¢(b)db ]} 
ここに L*(z;x, ¢)は (2.4)式と同じである。

(2) 過剰需要が後期需要として取扱われる場合

(i)有限期間在庫モデル

(a)単純な特定在庫モデル

応）＝班{L(z;x, ¢)+a f""い (z-b)¢(b)db} 
ここに L(z;x, ¢)は (2.2)式と同じである。また lo=O。

(b)需要形態の一般的在庫モデル

応）＝祖{L*(z;x, ¢)+a f""幻 (z-b)¢(b)db}
ここに L*(z;x, ¢)は (2.4)式と同じである。また， lo*=O。

(ii)無限期間在庫モデル

(a)単純な在庫モデル

f(x) = Min{L(z; x, ¢)+a f"" /(z-b)¢(b)db} 
z~x 

ここに L(z;x, ¢)は (2.2)式と同じである。

(b)需要形態の一般的在庫モデル

/*(x) =班{L*(z;x,¢)+a』00f*(z-b)¢(b)db} 
ここに L*(z;x, ¢)は (2.4)式と同じである。

2. 1. 同値問題． 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

ここで同値問題を議論するためには，まず第 1期における期待費用 (2.2)式および (2.4)式にお

いて

L(z; x, s) = L *(z; x, ¢) (2.11) 

となるような適当な確率密度関数s(b)を決定できるかという問題を議論する必要がある。もし，この

ような s(b)が存在すれば第1節の議論が成立することは証明の過程より明らかである。一般的に云っ

て，第 1節のように簡単に s(b)を決定することができない。これを調べるために過剰需要が後期需要

として扱われる場合について， (2.11)式の両辺の Zに関する第 1次導関数および第2次導関数を求め

ると，次のようになる 12)0
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L'(z; x, s) = c'(z-x)+』zh'(z-b)s(b)db-100 p'(b-z)s(b)db (2.12) 

L"(z; x, s) = c"(z-x)+』zh"(z-b)s(b)db+ /00 p"(b-z)s(b)db+(h'(O)+が(O))s(z)(2.13) 
z 

匹； x, ¢) = c'(z-x)+ fz h'(z-bG(l))¢(b)db 

゜+ /00 h'(zg→ (z/b)-bG(g-1(z/b)))g-1(z/b)¢(b)db 
z 

+ Jooが(b(G(l)-G(g-1(z/b)))-z(l -g-1(z/b)))(-1 + g-1(z/b))¢(b)db (2.14) 
z 

L *"(z; x, ¢) = c"(z-x)+ f z h"(z-bG(l))¢(b)db 

゜+「{h"(zg-1(z/b)-bG(g→ (z/b)))(g→ (z/b))2 
z 

ag→ (z/b) 
耀 (zg→(z/b)-bG(g→ (z/b))) az }¢(b)db+ l00{p"(b(G(l)-G(g-1(z/b))) 

-z(l -g-1(z/b)))(-1 + g-1(z/b))2 

＋が(b(G(l)-G(g-1(z/b)))-z(l -g-1(z/b))) ag→ (z/b) }¢(b)db (2.15) 
az 

ここで， h(z)= h・z, p(z)+p•z とすると，

L"(z; x, s) = c"(z-x)+(h+ p)s(z) 

L*"(z; x, ¢) = c"(z-x)+(h+P)j 
CX) ag-1(z/b) 
z oz </>(b)db 

(2.16) 

(2.17) 

となり， s(z)を (1.10)式で定義すると， s(z)が確率密度関数となり (2.11)式をみたすことを示す

ことができた。

h(z), p(z)が2次の凸関数でh(O)=p(O)=Oをみたす

h(z)~{鱈＋加， z>O
0 , z~O 

h1 > 0 , h2 > 0 (2.18) 

p(_z)~{紅＋加， z>O
0 , z~0 

か>O, Pz>O (2.19) 

の場合に，具体的な確率密度関数s(z)を求めてみよう。このとき，

L'(z; x,s) = c'(z-x)+ jz[2h1・(z-b)+厨s(b)db-/00 [2か・(b-z)+叫s(b)db (2.20) 

゜L"(z; x, s) = c"(z-x)+2か+2(h1ーか）fz s(b)db+(h叶加）s(z) (2.21) 

゜L*'(z; x, ¢) = c'(z-x)+ jz[2h1・(z-bG(l))+叫 (b)db

゜+ j00[2h1・(zg-1(z/b)-bG(g→ (z/b)))+ h』g-1(z/b)¢(b)db

+ Joo [2加 (b(G(l)-G(g-1(z/b)))-z(l -g→ (z/b))) +叫(-1+ g-1(z/b))¢(b)db 
L*"(z; x, if,)~c"(:-x)+2か +2(h1 ーか）f ,f,(b)db+2(hげか） ~(g-1(z/b))湯(b)db

-4P1 lm g-1(z/b),f,(b)db O 1 

12) 児玉正憲 [7]ページ556(1. 25)式参照

- 23 -



経済学研究第 53巻第 6号

+2(hげか） f00 [zg-1(z/b)-bG(g-1(z/b))] 
ag→ (z/b) 
西
¢(b)db 

+2P1 l00[bG(l)-z] ag-l(z/b)¢(b)db+(h叶 P2)f00 ag-l(z/b)¢(b)db (2.22) 
az az 

となる。よって L"(z;x, s) = L *"(z; x, ¢)より

2(h1―か） f z s(b)db+(h2+拓）s(z) 

~2(h, ―か） f'P(b)db+2(h, 十か） f<g―'(z/b))渇(b)db-4p, m g-'(z/b),f,(b)db 

+2(hげか）f [zg-'(z/b)-bG(g-'(z/b))] Jg―; ~/b)¢,(b)db 1 

+2P1 100 [bG(l)-z] ag-i(z/b)¢(b)db+(h叶加）Joo ag→ (z/b)¢(b) db (2.23) 
az az 

ここで

h1 = P1 = h (2.24) 

と仮定すると，

s(z) = l { 4h j00[(g-1(z/b))2-g→ (z/b)]¢(b)db 
h叶 P2 z 

+4h j00[zg-1(z/b)-bG(g-1(z/b))] ag-l(z/b)¢(b)db 
az 

2h f00 [bG(l)-z] ag-i(z/b)¢(b)db+(h叶加） 00 ag→ (z/b) az 1 西 ¢(b)db} (2.25) 

となる。 g-1(z/b)2~g-1(z/b) (・：O~g-1(z/b)~l, b~z) より無条件に s(z)~O でない。 s(z)~O は¢ と

g に依存する。 s(z)~O となる¢ とgを選んだと仮定しよう。このとき，

lb g-1(z/b)dz = [zg-1(z/b)]8-1b三；し:/b)db= b-』bb aG(g;~(z/b)) dz 

= b-b[G(g-1(z/b))]8 = b(l-G(l)) (2.26) 

および，

g-1(1) = 1'g―1(0) = 0 , G(O) = 1 

を用いると，

s(z) = l { 4h /00 <f;(b)db汀(g-1(z/b))2-g-1(z/b) 
h叶 P2 o o 

(2.27) 

崖 (z/b)+(zg→ (z/b)-bg(g→ (z/b))) dz 

+2h 100 <p(b)db』,[bG(l)-z] a~-;~1/b) dz+(h叶 p,)』00<p(b)db f ag-;~z/b) t1z} 

= h2~P2 {4h 100 <f;(b)db{lbい (z/b))2dz-lb g→ (z/b)db 

+[(zg→ (z/b)-bG(g→ (z/b)))g-1(z/b)]8-f ¥g―1(z/b))2dz 

゜+2h』00¢(b)db{[ (bG(l)-z)g→ (z/b)]合+f g-'(z/b)dz}} 
+(h叶加） /00 <f;(b)db[g→ (z/b叫=1 (2.28) 

゜
となる。 1次および2次の積率を求めるために次の定積分の値および関係式を求めておく。 (2.26)式
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をK(b)とおく。 zg→(z/b)-bG(g-1(z/b))= K(z)に注意すると，

lbK(z)g―1(z/b)dz = [K(z)喩—fb K(z)g-1(z/b)dz =上が(1-G(l))2 。 2

lbzK(z) ag―; ~/b) dz~[~(z)g• (z/b) l名一(,"K(z)g―'(z/b)dz-』bzg-'(z/b)'dz 
＝ーが(1-G(l)2)- zg→ (z/b)油

f z[bG(l)-z] ag-~~/b) dz~[z(bG(l)-z)g—'(:b)]8-bG(l) f g→ (z/b)dz 

2 

+2 fb zg→ (z/b)dz 

゜
＝が(G(l)2-1)+2fb zg→ (z/b)dz 

゜［三；~z/b)dz = [zg→ (z/b)]← f b g-1(z/b)dz = bG(l) 
゜

fb牙K(z)og―1(z/b) 
。 oz

dz=が(l-G(l))-2fb zK(z)g→ (z/b)dz-f b z2g-1(z/b)2dz 

゜r牙g-'(z/b)dz~ が(l-G(l))-2r zK(z)dz 0 

f゚ zg→ (z/b)dz~ が(1-G(l)) -/ K(z)dz 

゜仁K(z)g→(z/b)dz~ 長(1-G(l))'~½fK(z)'dz 
戸□(z/b) dz=が(2G(l)-1)+2fb K(z)dz 。 oz 0 

となる。上の定積分値および関係式を用いると，

1"" zs(z)dz = hz~Pz { 4h 1""¢(b)dbい[cg→(z/b))2-g-1(z/b)+ K(z) ag-~ 戸:lb)]dz 

+2h f""¢(b)db fb z[bG(l)-z]誓 (z/b)dz 
0 0 oz 

+(h叶加） f""¢(b)db f b zag→ (z/b) dz 
0 0 oz 

= hz~Pz {2h 1""¢(b)db lb [ z(bG(l)-z) ag-~~z/b) -2zg-1(z/b) 

+2(zK(z)い (z/b)+ zg→ (z/b)2) ]dz 
oz 

＋（加-Pz)G(l)1"" b¢(b)db} 

00 

= G(l) f 励(b)db (2.29) 

戸s(z)dz~h,~~。 {4hf <p(b)db□ [ g-'(z/b)'-g―'(z/b)+ K(z) ag-~~/b) ]dz 

+2h f""¢(b)db f""ぶ[bG(l)-z]ag-l(z/b) dz 
0 0 oz 

+(h叶か） 1""¢(b)db 1""牙 og―;~z/b) dz} 

= h2~ 加{2h 1""¢(b)db [ 2が(1-G(l))-4 f b zK(z)g―1(z/b)dz 
゜b 

-2/オg-1(z/b)dz十が(G(l)-l)-2bG(l)lb zg-1(z/b)dz+31bオg-l

゜
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(z/b)dz]+ (h叶加）100¢(b)db [が(2G(l)-1)+ 2』bK(z)dz]} 

= hふ{2 h 100¢(b) db [が(1-G(l))+fb zい (z/b)dz-2bG(l) zg-1(z/b)dz 
゜

-4』"zK(z)g→(z/b)dz]+(h叶加）』w¢,(b)db[が(2G(l)-1)+&"K(z)dz ]} 

= hふ {4h』00¢(b)db』b[K(z) + bG(l)-z]K(z)dz 
+(h叶加）100¢(b)db[が(2G(l)-1)+ 2』bK(z)dz]} (2.30) 

次に， s(z)~0 を調べるために，

g(x) = X (0~X~1) (2.31) 

つまり一様需要を仮定してみよう。 このとき

G(l) =½, g-1(z/b) =舟，
[bG(l)-z] ag→ (z/b =上＿互

az 2 b 

og→ (z/b) =上
oz b' 

K(z) = zg→ (z/b)-bG(g→ (z/b)) = z2 
2b' 

となり，

s(z) = h2~P2 {4h 100 (悶:-舟）¢(b)db+2h100 (½- i)<!>(b)db+(h叶加） 100¢~) db 

(2.32) 

となる。

ここで，

¢,(b) = {がt;t,
〇’

と仮定すると

0

0

 

Z
 I
V
 

b

b

 

(2.33) 

e -ZIP 
s(z) = {h(牙ー4/3z+2/3り+(h2+P2)(z+ /3)} 
2(h叶 P2)が
e -z!P 

＝ 
2(h叶加）が

{h[z+(h2+ P2-4/3h)/2h]2+ [ -2/32が十3/3h(h2十加）一(h2+P2)2/4]/h}(2.34) 

となる。よってー2/32が十3/3h(h2+P2)-(h2+ Pが/4~0,

伽+P2)(3-J7)く (h叶 P2)(3+J7)
4h = /3~ 4h 

すなわち

(2.35) 

に対して， s(z)~O となる。つまり (2.18) 式， (2.19)式， (2.31)式および (2.33)式を仮定する

と， (2.35)式が成立するとき (2.25)式で定義される s(z)は確率密度関数になることを示している。

しかしながら，

L'(O; x, s) = c'(-x)-2P1 /00 bs(b)db-P2 

L*'(O; x, </>) = c'(-x)-2P1 /00 G(l)b</>(b)db-P2 

L(O; x,s) = c(-x)+p, f~ ゚がs(b)db+Jh bs(b)db 』00
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L*(O; x, ¢) = c(-x)+P1』00G(l)2b湯(b)db+P2f00 G(1)b¢(b)db 
であるから (2.25)式で定義された s(z)が確率密度関数である場合， (2.29)式が成立するから L'(z;

x, s)=L*'(z; x, ¢)が成立するが， (2.30)式より

』OOがs(b)dbキ』00G(l)2b湯(b)db (2.36) 

であるから， L(z;x,s)キL*(z;x, ¢)となる。すなわち L(z;x, s)-L *(z; x, ¢)=d (一定）

しかし L(x;x,s)およびL*(z;x, ¢)を最小にする zの値は同じである。 dの値はる。

とな

d = L(O; x, s)-L*(O; x, ¢) 
00 

= P1{』がs(b)db-G(l)2』00b祁(b)db} (2.37) 

で与えられれる。 (2.24)式， (2.31)式， (2.33)式および (2.35)式が成立する場合のdの値は

d = h{2hGj誓闊(1))』""b澤(b)db+G(l)(l-G(l))』""b渇(b)db}
＝紅{I悶+3}

となる。

2. 2. 凸費用関数

(2.38) 

購入関数が線形で，在庫維持費用関数および品切費用関数が凸関数の場合の最適政策を調べよう。

定理 7 h(t)が狭義の凸関数かつ増加関数で， p(t)が凸増加関数， c<p'(O)ならば (2.3)式， (2.

6)式， (2.8)式および (2.10)式の最適購入政策は，それぞれ (2.39)式， (2.41)式， (2.43)式お

よび (2.45)式で与えられる。

(i) 

z=紅，

z=x ， 

ここに元fは

〇 ~x~ 紅

ぇ:~x

C + f X,i[h'(元%-bG(l)) + afn*-'--i(ぇ%-b)]¢(b) db 

゜+ Ix天：h'(豆g→（只/b)-bG(g督 /b)))g→（叫）¢(b)db
+ f00 p'(b(G(l)-G(g→（紅/b)))一紅(1-g→（叫）））（一l+g―1(豆/b))¢(b)db= 0 
元'；

の唯一の根である。ただし， fo*'=O

(ii) 

z=ぇ*, O~x~ ぇ＊
z=x, 月*~X

ここにぇ＊は

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

c+ fx*[h'(ぇ*-bG(l))-dc]¢(b)db+f h'(ぇ*g冠*/b)-bG(g―l(元*/b)))g→（ぇ*/b)¢(b)db 
x* 
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00 
+ f p'(b(G(l)-G(g-1(ぇ*/b)))―ぇ*(l-g→（元*/b)))C-1 + g-1cぇ*/b))</>(b)db = 0 
え＊

の唯一の根である。

(iii) 

(2.42) 

z= 式， x~ 元］

z= X,  ぷr~x (2.43) 

ここに点は

c+』天,ih'(式一bG(l))<f;(b)db+/00 h'(元い（式/b)-bG(g-1(豆/b)))g→（豆/b)¢(b)db
克，;

+ Jooが(b(G(l)-G(g→（紅/b)))一点(1-g―I(元訂b)))(-l+g→（元:/b))<f;(b)db 元:

+ a /00 fn*!_1(紅一b)¢(b)db = 0 
゜

の唯一の根である。

(iv) 

(2.44) 

z= ぇ*'X~ ぇ＊

z= X,  ぇ*~x

ここに，ぇ＊は

(2.45) 

c(l -a)+ f x* h'(ぇ*-bG(1))¢(b)db+ h'(元*g-1(ぇ*/b)-bG(g贋 */b)))g→（ぇ*/b)¢(b)db 
+ f, ヌ：が(b(G(l)-G(g冠 */b)Eぇ*(l-g-1(ぇ•/b)))(-1+ g-1(ぇ*/b))¢,(b)db~0 

(2.46) 

の唯一の根である。

(2. 4)式の第2項，第3項および第4項の和を H*(z)とおくと，仮定より H*"(z)>Oとな

また c+H*'(O)<O,c(l-a)+H*'(z)>O (z→ oo)が成立するから論文 [9]と同様にして証明さ

証明

る。

れる。

在庫維持費用関数および品切費用関数が一般の場合， c</00 p'(bG(1))¢(b)dbのとき， c+H*'(O)< 

0となり cz+H*(z)は原点の近傍で減少の状態にあり，論文 [9]の議論と同様にして，例えば

cz+H*(z)+a{f*(O) 100 </>(b)db+』zf*(z-b)</>(b)db]にJ*(z)と(1), (ii) , (b)を例にとると，

おく）は原点の近傍で減少状態にある。もし Z;>O (i=O, 1, …)でJ*(z)が極小値をとるならば，その

とき］＊（る）=O, J*"(z;) >O (i=O, 1, …） J*(O)は， J*'(O)< 0であるから極小値でない。

いま， J*(z)は図 1に示されるものとする。 Zo, Zi, ゐは極小値である（図 1参照）。
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J * (z) 

-------, 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

I I 

zo X 1 Zl X 2 Z2 

図1

このとき最適政策はつぎのようになる。

(i)x<.zoならば

(ii) Zoくx<x1ならば

(iii) X1 < Xくふならば

(iv)るくxく幼ならば

(V)ゅ<x<z2ならば

(vi)忍<xならば

証明

(i) x<.zoならば

(ii) Zoくx<x1ならば

(iii) X1 < Xくるならば

(iv)るくxく幼ならば

(v)ゅ<x<z2ならば

(vi) z2<xならば

となるからである

3. むすぴ

ZoーXだけ購入する

購入しない

ふーXだけ購入する

購入しない

忍一xだけ購入する

購入しない

J*(,G())くJ*(x)

J*(x)くJ*(z) (x < z< x1) 

］＊（ふ）くJ*(x)

J*(x)くJ*(z) (x<zくゅ）

]*(ゐ）くJ*(x)

J*(x)くJ*(z) にくz<oo)

X 

［証終］

需要が一般的な動的在庫モデルで，費用関数が線形の場合の同値問題および費用関数の一般化を論

じた。配達遅れのある動的在庫モデルについては次稿に検討したい。
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