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おわりに

はじめに

Ricardoによれば，

「商品にたいする需要がどのように大きく

ても，その価格は結局は売手の競争によって

規制されるであろう，—それはその自然価

格にまたはその近くに，落ちつくであろう。

…価格の大規制者は生産費である…。」1)

本稿の目的は，「安定な行列」の性質から，

LeontiefSraffa体系を利用して，この命題を証

明することにある。 Aを賃金財消費部分もふく

めた「安定な」増補投入行列とするとき，まず，

産出量体系においては，任意に与えられた最終

需要ベクトル f20にたいして，乗数効果の波

及過程

x(t) = Ax(t -l) + f ; x(0) = 0 

が進行する。ただし，ベクトル x(t)は，波及過

程の第 t段階における産出量をあらわす。それ

に応じて，価格は，

p(t) = (l+r(t-l))p(t-1).A; 

r(t-1) = p(t-1)(/-.A―)x(t-1) 
p(t-l)Ax(t-l) 

という修正プロセスを経て改訂されるとする。

ただし， p（t)，r(t)は，それぞれ，波及過程の

第 t段階における，価格ならびに平均利潤率を

示す。すなわち，乗数効果の波及過程の各段階

において，競争の結果，全産業に同一の平均利

潤率が成立するように価格が形成されると考え

る。ふたたび， Ricardoを引用すれば，

「誰でも，資本を自分の好むところに使用

することが自由であるかぎり，当然その資本

のためにもっとも有利な用途を探し求めるで

あろう。…すべての資本使用者側のこの不断

の願望は，彼らすべての利潤率を均等化しよ

うとする，…，強い傾向をもっている。」2)

このとき，初期価格ベクトルp(l)20がどのよ

1) Ricardo (10〕訳書50-51ページ。
2) Ricardo⑲〕訳書104-105ページ。
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うに与えられようとも，価格p(t)は， A~の正固

有ベクトル

P = O+r)pA 

に，相対価格として，収束することが示される。

この， Sraffa体系の解でもある，極限価格ベク

トルp>Oが， Ricardoのいう「自然価格」であ

ると解釈できよう。

§1.数学的準備I)

〔1〕安定な行列

定義 1. 分解不能行列 A~O は叫任意のベク

トル p~O にたいして，

limp( 
A t 

t→ OO A(A)) 
(1.1) 

が存在するとき，「安定な行列」という。ただ

し， 11(A)は行列 Aの Frobenius根である乳

補助定理 1．分解不能な非負行列Aにたいし

て，つぎの条件 (i), (ii)は同値である。

(i) Aは安定である。

(ii) ！兜しん）tが存在する。
〔証明〕（ii)⇒(i) は明らか。 (i)がみた

されれば， とくに，標準的（行）基底 ej=[oぃ，

贔，…， 0nj](j = 1, 2,…， n)にたいして (1.1)が

成立。 （証了）

1) この節の結果は，おもに，二階堂〔6〕,Nikaido
〔7〕，ならびに， Gale(1〕による。
2) n 次正方行列 A=[a』 ~o は，番号の集合 {l, 2, 
…, n}の空でない真部分集合］が存在し，条件
(V(i,j)ErxJ)(a,i = 0) 
をみたすとき，分解可能であるとよばれる。すなわ
ち，分解可能行列Aは，適当な置換行列 Pを用い
て，

p-1AP = [ AOu ~::] ; A1i. A22は正方行列

のかたちに変換できる。 n次正方行列 A~O は，分解

可能でないとき，分解不能であるという。
3) Aの分解不能性により入(A)>O。したがって，
(1. 1)は意味をもつ。二階堂（6〕86ページ参照。

第 52巻第 6号

定義 2．非負正方行列 A=[aij]は，行和がす

べて 1に等しいとき，すなわち，

n 

2四＝ 1 (i = 1, 2,…， n) (1.2) 
j=l 

が成り立つとき，「確率行列」という。条件 (1.

2) を行列表示すれば，

Al= 1 (1.2') 

となる。ただし， 1はすべての成分が 1である n

次列ベクトルをあらわす。また，成分和が 1に

等しい非負ベクトル

p= ［か，釦，…，加］~ O; 
pl= 1 

を「確率ベクトル」とよぶ。

(1.3) 

(1. 2')式から，確率行列 Aは固有値 1をもつ

ことがわかるが，じつは，これが Aの

Froben£us根 !l(A)である。

補助定理 2.確率行列 AのFrobenius根は，

入(A)=l。

〔証明〕 A(A)に属する非負固有行ベクトルp

20を考えれば叫

A(A)p = pA。

両辺に右から 1をかければ，（1.2'）から，

入(A)pl= pAl = pl。

pl>Oだから，けっきょく，

A(A) = 1 

を得る。 （証了）

確率行列 A の成分 aij~o を，ある時点で状

態 iがおこったとき，つぎの時点で状態jがお

こる条件付確率とみなせば，条件 (1.2)は，っ

ぎの時点でいずれかの状態jが，かならず，ぉ

こることを意味する。そして，時点 tにおける

確率分布p(t)が与えられれば，時点 t+lにお

4) A司0だから， Frobeniusの定理により， 11(A)に
属する非負固有ベクトル p~O が存在する。二階堂

〔6〕74ページ参照。
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ける確率分布は

p(t + 1) = p(t)A (1.4) 

となることがわかる。 p(t)は確率ベクトルだか

ら，

p(t+l) ~〇，

p(t+l)l = p(t)Al = p(t)l = 1。

すなわち， p(t+l)も確率ベクトルである。そう

すると，初期確率p(l)が与えられたとき，時点

tの確率分布は，（1.4) から，

p(t) = p(l)A t-1 

となるので， Aが安定な場合には， 1t(A)=1を

考慮すれば，極限確率分布

lim p(t) = p 
t→ co 

が存在することがわかる。このとき，（1.4) に

おいて両辺の極限をとれば，

P = pA, 
p ~ 0, 

pl= 1 

を得る。すなわち，極限確率分布pは，入(A)=

1に属する非負固有ベクトルであるが， Aの分

解不能性により，じつは，

p > 0。

さらに，入(A)=lに属する任意の固有ベクトル

Sにたいして，

p = as, (aキ 0)

をみたす aERが存在する 5)。したがって， sが

確率ベクトルであれば

s1 = 1 

を満足するので，上式の両辺に 1をかけて，

1 =pl= asl = a。

こうして，極限確率分布pは，初期確率p(l)が

どのような値をとろうとも，一意であることが

わかる。以上をまとめて，定理 1を得る。

5) 二階堂〔6〕86ページ参照。

定理 1.確率行列Aが安定であれば，（1.4) 

をみたす極限確率分布

lim p(t) = p 
t→ 00 

が存在する。極限確率分布pは，入(A)=lに属

する正固有ベクトルであり，初期確率p(l)が

どのように与えられようとも，一意である。

補助定理 3. 分解不能行列 A~O を，入(A) に

属する正の列固有ベクトルの第 i成分を第 i対

角成分とする対角行列 Qによって変換すれば，

Q―l A Q (1.5) 
入(A)

は確率行列になる。

〔証明〕入（A）に属する列固有ベクトルを q=

[q」>0とすれば，

Aq =入（A)q

であるが，

n 

q = ~ qiei; e1は標準的（列）基底
i=l 

だから，上式に代入して，

A[q1e¥…， qぷ］1＝入(A)

X (q1e¥…，心e叶1。
そこで，

(1.6) 

Q =［紅，…， qぷ]=［ぷ1••• :n] 
とおけば， q>Oより，

IQI = q渭 2…qn> O。

したがって，逆行列 Q-1が存在する。同様に，

Qの任意の主座小行列式も正であるから， Q―l

~o がわかる叫じっさい，

Q―1= ［ 1/q1•..1/qn];,, 0。

(1. 6)の両辺に左から Q-1をかけて，入(A)>

0で割れば，

6) すなわち，行列 Qに関して， Hawkins-Simonの
条件が成り立つので，逆行列 Q-1~0 が存在する。二

階堂〔6〕66-69ページ参照。
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A Q-IQ1  = 1。
入(A)

すなわち，行列

Q-1 A 
入(A)
Q ~ 0 

は条件 (1.2') をみたす。 （証了）

補助定理 4 ．分解不能行列 A~O は，確率行列

(1. 5) が安定のとき，かっ，そのときにかぎ

り，安定。

〔証明〕（1.5)が安定ならば，補助定理 1に

より，

日Q-1入ふQ)t=B  
が存在する。一方，

（いかり＝いしん）り
が成り立つので，両辺に左右から，それぞれ，

Q, Q―1をかけたうえで極限をとれば，

凹しん）t= Q伍（い心叫）Q―1
= QBQ―lo 

したがって，ふたたび，補助定理 1により Aは

安定。逆に，

lim( 
A t 

t→ OO A(A)) ＝ C 

が存在すれば，

lim(c 
A 

t→ OO A(A)叫＝ Q―lCQ。 （証了）

補助定理 5.安定な確率行列 (1.5)の

Frobenius根＝1に属する正固有確率ベクトル

をbとすれば，（1.5)の極限行列 Bは，

B = [ !l。
〔証明〕定理 1において，初期確率ベクトル

を標準的基底 ej(j=1, 2,…， n)にとれば，極限

の一意性から，

第 52巻第 6号

lim eA Q-1 
A t 

t→ 00 (A(A) Q) ＝ b。
(j=l,2,・・・,n) 

これにより結論を得る。 （証了）

定理 2.A~O を安定な行列とするとき，

(i) （ん）tの極限行列の各行は，入(A)
に属する Aの正固有ベクトル。

(ii) 任意のベクトル p~O にたいして，

pしん）tは入(A)に属する Aの正固
有ベクトルに収束。

（証明〕補助定理4, 5により，

日心）,= QBQ―1 = [ :：bb:Qt] 

であるが， bの定義から，

A bQ —l~Q= b, 
!l(A) 

したがって，

bQ―1A = 11(A)bQ-¥ 

すなわち， bQ-1>Oは，入（A)に属する Aの正

固有ベクトル。 Qi>O(i = 1, 2,…, n)とあわせ

て，（ i)を得る。つぎに，（1.7)により，任意

のベクトル p~O にたいして，

limp( 
A t 

t→ CX) A(A)) ＝abQ―lo 

ここで，

a= pq > 0。

したがって，（ ii) を得る。 （証了）

補助定理 6.確率行列Aが安定ならば，その

適当なべき

A11 > 0。

〔証明〕定理 1によれば， Aの安定性から，

任意の確率ベクトル sにたいし， sA11は極限確

率分布p>Oに収束。したがって，とくに，標準

的基底 ei(j= 1, 2,…, n)をえらべば，
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凹A=l : l >O。
すなわち， A三 [a＼り］とおけば，

lim aげ＝九＞〇
レ→03

だから，

（れ＞ O）（ヨ四EN)(¥:/!)こ四）

(pj-a炉~ IPi-a閃く九）。

つまり，

（ヨ四EN)(¥:/!)こ四）（aげ＞〇）。

そこで，

!)。＝ max｛叫
i,j 

とすれば，

（ヨ VoEN)(¥/V ~叫(aげ＞ O）。 （証了）

定義 3.p= [P1, P2,…，加］ERnのノルム

IIPIIを

IIPII＝含 I九1 (1.8) 

によって定める”。

定義 4.Aを分解不能な確率行列， p>Oをそ

の固有確率ベクトルとする。このとき，ある数

戸三(0,1)が存在し，任意の確率ベクトル Sにた

いして，

llsA-p/1 ~ rlls-p/1 (1.9) 

が成り立つとき， Aを「収縮行列」という。

補助定理 7.収縮行列 Aは安定。

〔証明）任意の確率ベクトル Sにたいし，

llsA11-PII ~ァ1111s-pll

が成立する。じっさい， v=lのときは定義から

明らか。 l.Jー 1のときに成り立つと仮定して，

S11-1=sA11-1とおけば， S11-1も確率ベクトルに

なるので，

7) このノルムは，通常利用されるノルム

IIPII=~ 
j=I 

と同等の役割を果す。 二階堂〔5〕76ページ参照。

llsA11 -PII = 11s11ー1A-pll

~ rllsvー1-PII
= rllsA11-1 -PII 

ニ汀ls-p||。

O<y<lだから，戸→O(v→00)。したがって， A

は安定凡 （証了）

補助定理8．分解不能な確率行列Aが正の列

をもつならば， Aは収縮行列である。

〔証明〕 Aの第 k列 aKが正とする。
． 

a=  mm aik 
I. 

とおいたとき，

r = 1-a 

が (1.9) をみたす収縮定数である。じっさい，

n 

ak>O, ~ aij=lより，
j=l 

o < r < 19)。

ここで，固有確率ベクトルを pとおくとき，任

意の確率ベクトル Sにたいし，

z = s-p 

とする。 P, sは，ともに，確率ベクトルだか

ら，

zl = 0。
そこで，

8) 任意のベクトル s：：：：：〇は，成分和 sl>Oで割るこ

とにより，確率ベクトル s/s1に変換することがで
きる。したがって， Aが収縮行列のときには，

limsAII = s1［咆-frA"= slp 
U→ 03 

が存在する。

9) Uk >Oより

r < 1 
は自明。また，かりに，

a=  mina.-k = 1 

とすれば，含 au=lから，

ak =1 

となるので，

llt = 0 (lキ k)
であるが，これは， Aの分解不能性に矛盾。したがっ

て，

o < r。
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z+ = [zt]; zt = max {z,, O}, 

Z―=［z;]; z; = min {z;, O} 

とすれば，

z = z++z―, z十~ 0, z—~o 
であるから，

z+l = -z―1, 

z+l-z―1 = llzll。

したがって，

llzll -z―1 = --2 0 

以下の議論において，

Zllk ~ 0 

と仮定してもよい。そうでなければ，zを一zに

置き換えた議論を考えればよいからである。こ

のとき，任意のベクトル Xにたいし， lxl=[lx」]

と定義すれば，

llsA -PII = llzAII 

= lzAll 

= ~ lza」+zak
jキk

~ ~ lzlaj+ zak 
j*K 

= lzlAl+zak-lzlak 

= lzll + zak-lzlak 

= llzll + zak -z+ a□Z―ak 
= llzll + zz-ak 

~ llzll+2az-1 

= llzll-allzll 

= rlls-p||。

したがって，条件 (1.9) を満足する。（証了）

補助定理7, 8から，ただちに，

系 1．分解不能な確率行列Aが正の列をもて

ば， Aは安定。

補助定理 9．分解不能な確率行列Aのあるべ

きAmが安定ならば， Aは安定。

〔証明〕一般に， Aのべき Arは確率行列であ

るから 10)，任意のベクトル bにたいして，

llbArll = lbArll ~ lblArl = lbll = llbll 

が成り立つことに注意する。いま， Amが安定と

すれば，

第 52巻第 6号

(Vc>O)（ヨ））1EN)(V））こ））！）

(llsA mv —PII < E) 

が任意の確率ベクトル sについて成り立つ。そ

こで，

v。=mv1

とおけば， Vいこ J)。にたいし，

v = mv1 + r ; r ~ 0 

と書けるので，

llsA11―PII = llsA叫＋r_PII
= ll(sAm111-p)Arll 

~ llsAmv,_PII 

となるが， mv1~ V1であることに注意すれば，

けっきょく，

(\/c>O)（ヨ J)。EN)（り~ J)。)

(llsA11―PII < C)。 （証了）

系1と補助定理9とをあわせて，

系2．分解不能な確率行列Aのあるべきが正

の列をもてば， Aは安定。

補助定理3によれば，一般の分解不能行列 A

=[a』 ~o に，変換

q1 -1 a1J 入(A)qj

をほどこすことにより，行列 (1.5)を確率行列

とすることができる。そうすると， q>O,A(A) 

>Oであるから，同一指数のべきを比較すれば，

10) 確率行列どうしの積は確率行列である。じっさ
し)

Al = 1, A~ 0 ; Bl = 1, B ~ 0 
にたいして，

ABl = Al = 1, AB ~ 0。
この結果から， Aが確率行列のときには， Amも確

率行列となることがわかる。なお，分解可能行列の

べき は分解可能である。じっさい，

p-1AP = [ A011 ~ :: ] 

にたいして，

p-1A2P = p-1APP-1AP = [ ; : ]。
同様に，分解不能行列のべきも分解不能であること

がわかる。
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両行列の正の要素の配列状態は，たがいに，等

しいことがわかる。その結果，補助定理6なら

びに系 1,系2は，一般の分解不能行列にたい

しても成り立つ。したがって，

定理 3 ．分解不能行列 A~O にたいして， A の

適当なべき Amが正の列をもつとき，かっ，その

ときにかぎり， Aは安定。

〔2〕 Primitiveな行列

定義5.A~O を n 次分解不能行列とする。番

号の集合 {1,2,…， n}の分割 G1,G2,…,Gs(S 

~2) で，条件

s 

U Gk= {1,2,…， n}, (1.10) 
k=I 

Gkキ ¢(k=l,2,…， s), 
Gk nGl = ¢(Kキ l)，｝ (l.11)

(i, j)E GいXい⇒仰＝ 0, (1.12) 

をみたすものが存在するとき， Aは im-

primitiveであるという。ただし，（1.12) にお

いて， Gs+I= G1とする叫なお，（1.12) は
jEGk, aij > 0⇒iEGぃ (1.12')

と言い換えることができることに注意しておく。

定義 6.impガmitiveでない分解不能行列 A

~o を pガmitive であるという。

定義から，ただちに，定理4を得る。

定理 4 ．分解不能行列 A~O は，正の対角要素

が存在すれば， pガmitive。

11) したがって， impガmitiveな行列 Aは，適当な置

換行列 Pを用いて，

〔証明〕（1.12')から自明。 （証了）

補助定理10.非負行列A=[a;j]にたいし， AJ,I

=[a¥?]とおくとき，

n 

a~ダ十 l/) ＝ 2 aiがaげ~ a~がa~り。
l=l 

(i, j = l, 2, ・・・, n ; μ, 1.1 = 1, 2, ・・・）

〔証明〕Aμ+v=AμA11,Aµ~o, A11叫0より自

明。 （証了）

補助定理11.imprimitive な行列 A~O にたい

し，任意の自然数ッを分割の個数 sで割ったと

きの剰余を r(v）であらわせば，

(i) aげ＞0,jE Gk⇒i E Gr(k+v>, 12) 

(ii) l,/が Sで割り切れなければ，

(V (i, j)E Gk x Gk)(aげ＝ 0),

とくに，任意の iについて

a炉＝ 0,

(iii) ))が Sで割り切れれば，

(V(i, j)E G~x Gk)(aげ＝ 0),

がk=l,2,…， Sに関して成立。

〔証明〕（ i)））＝1のときには，（1.12')から

自明。））一1のとき，任意の Kについて，成立と

仮定。））のとき， a¥乳＞〇とすれば，補助定理10

により，

n 

ai? ＝ 2 ai・t―l) alj > 0 
l=l 

巳
p-1AP = 田□] 

圧

だから，ある lに関しては，

aw-l) > 0, alj > 0。

さらに， jEGkであれば， Aが impガmitiveで

あることから， a1j>Oとあわせて，

/E Gk+lo 

したがって， a~~― l)>O を考慮すれば，帰納法の

仮定により，

iE Gr(k十V)o

(ii) 条件

12) r(k + 11）＝〇のときには， Gr(k+，，，)＝Gsとする。
のかたちに変換できる。
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(i, j)E Gk Xら ⇒屈＝ 0 

は，同値な条件

jE Gk, aげ＞ O⇒iEGi 

に言い換えることができることに注意する。 U

はsで割り切れないので，

r(k+v）キ r(k)。

そこで， jEGk, aW>Oとすれば，（ i) によ

り，

iE Gr(k十J.1)キ Gr(k)= Gk 
となるので，分割の条件 (1.11) に注意すれば，

iEG~。

(iii) l)は Sで割り切れるので，

r(k十v)= r(k)。
したがって，

jEGk, aW > 0⇒iE Gr(k十II)

= Gr(k) = Gko 
（証了）

補助定理12.最大公約数が 1である自然数

n1, n2,…， nmにたいし，

m 

（ヨ（アI，ア2,…，アm)EZり(2rふ＝ 1）。
i=l 

すなわち， n1,nz,…， nmの，整数による， 1次

結合で，値が 1に等しいものが存在する。

m 

〔証明〕 2/3ini, (/31,/32,…，ふ）EZmのかた
i=l 

ちであらわせる，あらゆる正数の集合を考える 13)。

この集合の元で最小のものを

m 

g=  ~アin1
i=l 

とおけば14)，各 niはgで割り切れることが示

され， g=lとなる15)。じっさい，かりに

n i = ug + v, 0 < v < g 
とすれば，

13) n1はこの集合の元だから，この集合は空ではな
し)0

14) いま考察の対象となっている集合は，自然数の空

でない部分集合であるから，最小元が存在する。杉

浦（W〕11ページ参照。

15) 条件より， n1,n2,…,nmの最大公約数は 1。

第 52巻第 6号

v = ni-ug 
= (l-ur;)n;+j~i (-urj)nJ 

となり，いま考えている集合の元になるが，こ

れは gの最小性に矛盾。この議論は各 iについ

て成り立つので，すべての n1はgで割り切れ

る。 （証了）

補助定理13.最大公約数が 1である自然数

n1, n2,…， nmにたいし，

（ヨ 110EN)(V 11 ~ 110) 

（ヨ(a1,a2,…， am)E(NU{o})m) 
m 

（v = ~ aini)。
i=l 

すなわち，％より大きい自然数レは， n1,n2,…， 

四の，非負の整数による， 1次結合としてあら

わすことができる。

〔証明〕補助定理12の％を用いて，

m 

d = l: lriln,, 
i=l 

））。＝ d2

とおけばよい。じっさい，））こ））o=がならば，

）） ＝qd+ r, 0 ~ r < d 

とあらわしたときに

q~d 

となる 16)。そこで，

m 

r=r·l=r~ アin1
i=l 

なることに注意すれば，

m 

1/ = qd+r = ~ (qlr.-l+rr.-)n,o 
i=l 

さらに， q~d>r, かつ， 1叫こ r1 だから，

16) II~ !loのとき，

qd+ r ~ d2 
だから，

(q-d)(d-r) ~ r{d-(q-1)｝。

ここで，かりに，

q<d 
とすれば，

q-1 ~ d 
だから

0 > (q-d)(d-r)~ r{d-(q-1)} ~ 0 
となり矛盾。
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q|r,| ＋ r％こ r（ |r,| ＋ r, ） ~o。 （証了）

定義 7.A~O にたいし， ko=i から k,.,=j へ

連なる連鎖

{ko, k1, ・・・, k,.,} 

で，その任意の 2つの連続する部門 ksとks+l

とが直接的に連結しているようなもの，すなわ

ち，

aksks+1 > 0 

であるようなものが存在するとき，第 i部門は

第j部門に連結しているという。

補助定理14.A~O は，任意の部門 i が任意の

部門jに連結しているとき，かつ，そのときに

かぎり，分解不能。

〔証明〕 Aは分解不能であるとする。任意に

選んだ部門 j。にたいし，集合］。を， j。に連結し

ているような部門全体がなす集合と定める。こ

のとき， Aの分解不能性により， iキj。かつ a,Jo

>Oとなる部門 iが存在するので17), j。キ¢。任

意の J.e]。にたいして，定義から， j。に連結す

る連鎖 {j,…,jo}が存在する。ここで，かりに，

四＞0であるような iE]ばが存在するとすれ

ば，この iは，連鎖{i'j'…， j。}により， j。に連

結し， iE]。となるので矛盾。したがって，

(V(i, j)e]。fxf。)（a,.J= 0)。

そうすると， Aの分解不能性から， J。＝¢か，

あるいは，］。＝｛1, 2,…， n}かでなければならな

いが，さきに示したように］。キ¢なので，けっ

きょ<,j。=｛1, 2,…， n}。すなわち，部門j。

は，任意の部門にたいして連結。

逆に，任意の部門は任意の部門にたいして連

結であるとする。集合］を，条件

17) もし，そうでなければ，

(V (i, j)e {j。}cX {j。}）（aij= 0) 
となり，分解不能性に矛盾。
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(V(i, j)Ejcxj)(aij=O) 

をみたす空でない集合と定める。このとき，]=

{1, 2,…, n}となることを示せばよい。かりに，

iEJCである部門 iが存在するとすれば， jE]

をとるとき， iがjに連結するような連鎖 {i,

…,ks, ks+1,…， j}が，仮定された連結性から，

存在することがわかる。このとき， iE]c,jE 

］であるから，この連鎖のなかには， ksE]c,

ks+1E]となるような連結する部門 ks,ks+1が

存在する。すなわち，

（ヨ (ks,ks+1)Ejcx])(aksks+1 > 0) 

となるが，これは Jの定義に矛盾。したがっ

て， Jc=</>であるから，けっきょ <,J= {1, 2, 

…, n}。 （証了）

補助定理15.A11=[aげ］とおく。 A~O の分解

不能性は，つぎの条件と同値。

(V(i, i)E {1, 2,…， n}り（ヨ））EN)

(a貯＞ O）。

〔証明〕一般に，

aW= ~~…~ a;k,akぶ ••ak1,1-IJ
k1 k2 k,, 
＞ ~ aik1ak1k2'"ak1,1ー IJ

なので，

（ヨ(k1,k2,…， Kl,I-1)） 

(a;k,ak1k2"" ak11-1i > 0)⇔ aW > o。

すなわち，条件 aげ＞〇は，部門 iが部門 jに連

結していることに同値であるから，補助定理14

により，結論を得る。 （証了）

いま，分解不能行列Aにたいして，自然数の

集合

M1 = {via\~> > O} 

を定める。 Aの分解不能性から，補助定理15に

より， M注¢。このとき， M の元の最大公約数

をgとする。

補助定理16. 分解不能行列 A~O は，集合 M1
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の元の最大公約数gが1のとき，かつ，そのと

きにかぎり，安定。

〔証明〕 Aが安定ならば，補助定理 6によ

り，

（ヨ l)。EN)(¥;/v~い(All> 0)18)0 

そうすると， y。より大きな任意の自然数 l)は集

合 M1の元となる。gは，これらの Uの約数でな

ければならないので， g=l。

逆に， g=lとする。このとき， M1の有限個の

元匹切，…， J.lmで，それらの最大公約数が 1に

等しいものが存在する。これらの元を利用すれ

ば，補助定理13により，ある自然数 l)。より大き

な任意の自然数 l)にたいして，

m 

11 =~aふ，（a は非負整数）
i=l 

と書ける。レIEM1だから， a仰＞ 0, したがっ

て，補助定理10により，

a\~) ~ (a\~1))a1 (a\~2))a2 ・・・ (a＼やm))am > 0 

であるから，

(V v ~ JJo)(aW > 0)。

すなわち， Voより大きな任意の自然数 1)にたい

して， vEM1。また， Aの分解不能性から，補

助定理15により，

（ヨμiEN)(a炉＞〇）。

以上のことから， i=l,2,…, nにたいして，

(V v ~ vo+max {μ1, μ2,…，叫）
(a仰＞〇）

が成り立つ。じっさい，任意の iにたいして，

ッ＝ Vo+入1+μi，ふこ〇

とおけるので，

a柑 ~a仰a竹°凸） ＞〇。

したがって，がの第 1列の成分はすべて正に

なるので，定理3により， Aは安定。 （証了）

18) 分解不能行列は各行（列）に少なくとも 1つ正の

成分をもつので，正行列をかければ，かならず，そ

れらの積も正行列になる。

第 52巻第 6号

補助定理17. 分解不能行列 A~O は，集合 M1

の元の最大公約数g>lのとき，かっ，そのとき

にかぎり， imprimitive。

〔証明〕 Aをimpガmitiveとする。このとき，

条件 (1.10)-(1. 12) をみたす分割 G1,G2,…， 

Gs(s~2) が存在し，補助定理11. (ii)の対偶

から，

aW > o⇒ sはレの約数

となる。すなわち， s~ 2は l.lE M1の公約数で

あるから， gの最大性により，

g~2。

逆に， g>lとする。このとき，任意の自然数

l.lを

v = mg+ r, 0 ~ r < g 

のかたちであらわしたときの剰余 rをr(v)と

おく。そこで，

k(v) = r（v)+l, l~k(v)~g 

とおいたうえで，集合 {1,2,…,n}のg個の部

分集合 Gkを，つぎのように定める。

Gk =｛i|（ヨvEN)(a仰＞ 0,k(v) = k)｝。

(k=l,2,・・・,g) 

この分割が，条件 (1.10), (1. 11)，ならびに，

(1.12'）をみたすことを示せばよい。まず，

Gl nGk = ¢(lキ k)

である。なぜなら，かりに， ieGlnらとすれ
ば，

（ヨμEN)(aW> 0, k(μ) = l), 

かつ，

（ヨ沢EN)(a炉＞ 0,k（v) = k）。

一方， Aの分解不能性から，補助定理15によ

り，

（ヨ(1)EN)(a炉＞〇）

となるので，あわせて，補助定理10を考慮すれ

ば，

a¥r+w)三ai炉a炉＞〇，

また，
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a忙w)~ a仰a仰＞〇。

したがって， μ+(JJ,v+(JJEM1となるので，定

義により， gはμ+(JJ,v+(JJの約数。そうする

と，μーv=(μ+(JJ）-(v+(JJ）は gで割り切れる

ので， r(μ)=r（v)となるが，これは， k(μ)=l 

キk=k（レ）に矛盾。つぎに，

g 

U Gk= {1,2,…， n} 
k=l 

を示す。じっさい，任意の iにたいし， Aの分

解不能性により，

（ヨ））EN)(a柑＞ 0)

が成り立つので，

iE Gk(l.l)o 

すなわち， iはいずれかの Gkの元である。こん

どは，条件 (1.12'）の成立を示す。 jEGk, a,; 

>Oとする。さきに示したように，Aの分解不能

性から，

（ヨ））EN)（ヨk司1,2,…， n}) 
(a賃） ＞0, k(））) ＝k) (1.13) 

が成り立つので，あわせて，

a竹＋1)こaija仰＞ 0,k(））＋1) = k+ l 

を得る。したがって，

iE Gk+lo 

さいごに，

Gkキ¢ (k = l, 2,…， g) 

を示そう。 Aの分解不能性から， j=lの場合に

(1.13)が成り立つので，

（ヨ lE{l, 2,…,n})(lEG1)。
すなわち，

Glキ¢

である。このとき，かりに， G1+1=¢ とすれ

ば，任意の iにたいし， iEGf+1であるから，す

でに成立が示された条件 (1.12)から，任意の

jeGlにたいして， aij=O。したがって，とく

に，

(V(i, j)E Gfx Gi)(a;j = 0)。

これは， Aの分解不能性に矛盾。したがって，

Gl+1キ¢。

この議論を有限回くり返せば，すべての Kにつ

いて G戸¢が成り立つ。 （証了）

以上の結果を総合して，定理5を得る。

定理 5 ．分解不能行列 A~O は， A が primi­

tiveであるとき，かつ，そのときにかぎり，安

定。

〔証明〕補助定理16と補助定理17の対偶とか

ら自明。 （証了）

§2. Leontief -Sraffa体系

〔1〕産出量体系

投入係数行列 A,労働投入係数（行）ベクト

ル a。，必要消費（列）ベクトル Cを，それぞ

れ，つぎのように定義する。

A=  [aij]叫O;

仰＝商品 jを1単位生産するために必要な

商品 iの数量。

a。=[aoj]~O; 

仰＝商品 jを1単位生産するために必要な

労働。

C = [cj]~O; 

Cj ＝労働力を 1単位再生産するために必要

な商品 jの数量。

このとき，商品 jを1単位生産するためには，

商品 iが，生産手段として aij単位，労働者のた

めの消費財のかたちで Cia。j単位，あわせて，

aij+c沼 OJ

だけ必要になる。そこで，増補投入行列A~＝

［む］をつぎのように定める。

A=  A+ca。 ~o。

行列Aに関して，つぎのような仮定をおく。
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仮定 1.A～は分解不能。

仮定 2.Aは半生産的。

仮定 J.Aは正の対角成分を，少なくとも 1

っ， もつ。

これらの仮定の経済的意味を述べよう。仮定 l

は，補助定理14によれば，任意の部門 iが任意

の部門jに連結していること，すなわち，体系

内のすべての産業が，直接的にであれ間接的に

であれ，自部門も含む他のすべての産業の生産

物の投入を必要とすること，したがって， Sraffa

の言葉を借りれば，すべての生産物が「基礎的

生産物」であることを意味する鸞つぎに，産出

量（列）ベクトル X を，

x= ［叫~ O; 
ふ＝商品 iの産出量

とするとき，仮定2は，条件

x ~Ax 

をみたすベクトル x~O が存在すること，すな

わち，すべての産業でその生産のために必要な

生産物を補填したうえで，少なくとも 1つの産

業では補填部分を上回るような非負の産出量水

準 Xが存在することを意味する。あるいは，剰

余生産物（列）ベクトル fを

f = （I-A)x 

と定めれば，仮定2は，すべての産業で非負か

つ少なくとも 1つの産業で正の剰余生産物を生

み出すような，非負の，産出量ベクトルの存在

と言い換えることができる。さいごに，仮定3

は，ある部門 iに関して，

ふ'i= a、.i+Cia。i>O
であること，したがって，部門 iは自己の生産

物を生産手段として直接投入するか，あるいは，

1) Sraffa (16〕訳書10-12ページ参照。

第 52巻第 6号

部門 iで雇用される労働者が自部門の生産物を

消費すること叫を意味する。経済に賃金財生産

部門が存在することを考慮すれば，後者の条件

が自動的にみたされることは自明である。

これらの仮定がみたされれば， Frobeniusの

定理から叫逆行列

(I-A)-1 > O 

の存在がいえる。そして，任意の剰余生産物ベ

クトル f>0が与えられたとき， fにちょうど

等しい剰余生産物を生み出すような，非負の，

産出量水準 Xが，

x = （I-A～戸f

により，一意に，定まる。このとき，逆行列 (I

-A~）-1の級数展開式を考えれば，

X = f +Af +A2f +A3f+…。（2.1)

すなわち，求められる産出量xは，剰余生産物

f自身， fの生産のために直接に必要となる生

産手段プラス必要消費Af,Afの生産のため

に直接に必要となるそれら A~2f，等々，の総和

のかたちであらわせる。このように， xは， fの

生産のために直接・間接に必要となる生産手段

プラス必要消費と， f自身との合計である。

〔2〕価格体系

視点を変えて，こんどは，価格の側面から，

再生産過程をみてみよう。価格（行）ベクトル

P,賃金率 w,利潤率 rを，それぞれ，つぎのよ

うに定義する。

2) 厳密にいえば，ある部門 iにおいては，生産のた
めに労働投入が不可欠であり，かつ，労働者は部門

iの生産物を消費すること。なお，このとき， Aと
Aとが等しくなる可能性は排除されるので， A五：
A。
3) Frobeniusの定理については，二階堂〔6)参照。
なお，静学体系に関しては，また，動学体系につい

ても産出量体系に関しては，仮定 3は不要である。
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p=［か］こ〇；

か＝商品 iの価格。

w=労働力 1単位あたりに支払われる賃

金。

r ＝生産物 l単位あたりに投下された生

産費にたいする収益率。

商品 jを1単位生産するためには，各 iについ

てaij単位の生産手段と， aoj単位の労働とが必

要である。そのためには，総計，

f p.. a.. j+wa。j
i=l 

に等しい額の生産費がかかる。このとき，産業

jの利潤は，生産物1単位あたり，

Pj-（#1 P;aij+wa。j)
となるが，競争の結果，生産費あたり全産業で

同一の利潤率 rが成立するとすれば，上式は，

n 

r(~ Piaii+waoj) 
i=l 

と値が等しいので，けっきょ<,

p = (1 + r)(pA + wa。)

を得る。さらに，賃金率 wは，必要消費 Cを購

入するのにちょうど等しい金額だけ支払われる

と仮定すれば，

w = pc。

これを上式に代入して，

P = (l+r)p.A―。

μ=(l+rいとおけば，上式は，

μp = p.A; p ~ 0, μ ~ 0 

なる非負固有値問題とみなすことができる。 A

の分解不能性により，この非負固有値問題は，

μ = A(A)＞ 0 ; A(A―）は Aの Frobenius
根

以外に解をもたず，しかも， A（A)に属する正固

有ベクトルが存在し，任意の実固有ベクトルは

定数倍を除いて一意であることがわかる 4)。し

4) 二階堂〔5〕136ページ参照。

たがって，相対価格は一意に定まる。また，仮

定2から，ふたたびFrobeniusの定理を利用し

て，

0 < ;l(.A) < 1 

であることがわかるので，

1 
1 r = ---;-;--:-一

ll(A) 

とあわせて，

r>O。

ところで，価格方程式は

A~ 
p=p瓦

と書き換えることができる。ここで， pを入(A)

に属する正固有ベクトルではなく，任意の半正

ベクトルp(l)2:0で置き換えてみよう。そうす

ると，価格p(l)で評価された，必要消費を含

む，生産手段の生産費に l+rを乗じた価格

p(2)は

p(2) = p(l 
A~ 

ト——-
入(A)'

p(2)で評価された生産手段の生産費に l+rを

乗じた価格p(3)は

A~ 
p(3) = p(2~ = p(l)( 

A ¥2 
入（A) 叩r)，

等々，となり，一般に，

A～ レー1
p(v) = p(l)（耳y) (2.2) 

のかたちであらわせる。このとき，仮定3から，

定理4を適用して， Aは primitive, したがっ

て，定理5により， A~は安定であることがわか

るので，

A- レー1

t咆P（り＝l咆P(1)（直y)
が存在し，しかも，定理2から，この極限は固

有価格ベクトルPのスカラー倍であることが

わかる。したがって，初期価格ベクトルp(l)こ

0がどのように与えられようとも，反復過程
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(2. 2)をたどることにより， p(l)は，究極的に

は，生産費に規制された価格p>Oに，相対価格

として，一致することになる。あるいは，ニュ

メレールとして，賃金単位

P-= P 
w pc 

をえらべば， p(））)／w(））)は，極限において， p/

wに一致すると言い換えることができる。

〔3〕価値体系

上述の価格体系は， p/wが，商品 1単位で購

入することのできる労働量であることから，再

生産過程を支配労働の観点から位置づけたもの

とみなすことができる。再生産過程は，さらに，

投下労働の側面からも特徴づけられよう。その

ために，価値（行）ベクトル Vを導入する。

v=［叫；
ゎ＝商品 jを1単位生産するために必要と

される，直接労働投入量，プラス，生

産手段に投下された間接労働投入量。

商品 jを1単位生産するためには，生産手段と

して，各商品 iにつき匹単位が必要となり，商

品 iには 1単位あたり V1に等しい価値が含ま

れている。一方，このとき必要とされる直接労

働投入量は a。jだから，けっきょく，商品 jは，

1単位あたり，

n 

VJ=~ V沼ij+a。J
i=l 

に相当する価値をもつことになる。あるいは，

行列表示すれば，

v = vA+a。
である。ここで，

A~A~O 

に注意すれば， Frobeniusの定理により，

入(A)~ 11(A)。

一方，仮定2がみたされれば，

第 52巻第 6号

0 < 11(.A) < 1 

であるから，けっきょく，

〇ニ入(A)<1 

となり，行列I-Aは非負逆転可能。したがっ

て，非負の価値ベクトル

v=a。(I-A)-1こ 05)

が，一意に，存在する。この式を級数展開して，

v=a。+a。A+a。が十a。が＋…

を得る。 a。は商品 1単位を生産するために直接

投下される労働量， a。Aはそのために必要な生

産手段を生産するために直接投下される労働量，

a。がは生産手段の生産手段を生産するために

直接投下される労働量，等々，であるから，そ

れらの総和である価値ベクトル Vは，商品 1単

位のなかに直接・間接に含まれる投下労働量を

あらわす。じっさい，

Vi= a。(/-A)-1e1;
ei: Rnの標準的（列）基底

であるから，商品 iの価値は，当該商品 1単位

を純生産するような「小体系」の粗生産物(I

-A)-1e;に投下された労働量をあらわす6)0

〔4〕双対性

ところで，分解不能な非負行列Aに関して，

Frobeniusの定理から，つぎに示す 3つの条件

は同値である。

(I) （ヨ f~ 0)（ヨx~ 0)((1-A―)x=f)。
(II) （ヨ f> 0)（ヨx~ 0)((1-A―)x=f)。
(III) 0 < 11(.A) < 1。

条件 (I)は， Aが半生産的であるという仮定

1にほかならない。条件 (II)は， A~が生産的

5) かりに， v=Oとすれば，

v = vA+a。;a。;;:::0 
に矛盾。

6) 「小体系」については， Sraffa(16〕訳書146-147

ページ参照。
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であることを意味するが，これと同値な条件

(III)から，さきに示したように，半正の価値

ベクトル vzOが存在することとあわせて，搾

取率 0 が正，すなわち，

vf 
a)＝ 
vca。X

＝ 
資本家が入手する剰余生産物の価値
労働者が受け取る生活資料の価値

>O 

であることに言い換えることができる”。条件

(III)は，さきに述べたように，利潤率 rが正

であるという条件に言い換えられる。したがっ

て，「マルクスの基本定理」

搾取率0>〇⇔利潤率 r>O

がいえる 8)。さらに，正の利潤率をもたらす非負

の価格体系の解が存在すれば，（半）正の剰余生

産物を生み出し得る非負の産出量体系の解が存

在する，そして，この逆もまた成立する。すな

わち，価格体系

p = (1 + r)pA, p z 0, r > 0 

と，産出量体系

x = Ax+ f, x ~ 0, f z 0 

との間には，いずれか一方が解をもてば，残り

の方も，かならず，解をもつといった意味で，

双対性が成り立つ。しかも，

pf= p(J-A)x = rpAふ
すなわち，

剰余生産物価額＝利潤，

したがって， w= pcであることを考慮すれば，

pea。x+pf= wa。x+rpAx,
すなわち，

必要消費価額＋剰余生産物価額＝賃金＋利

潤
言い換えれば，

生産国民所得＝分配国民所得

が成り立つ。なお，このとき，さきに示したよ

うに，価値体系

v = vA+a。,V~ 0, a。20

- 77 -

をみたす価値ベクトル Vが存在して，

vca。x+vf= v(I-A)x = a。X,
すなわち，

7) 方程式体系
v = vA+a。

をみたすベクトル 6を考えれば， A~の分解不能性
により， v>O。上式は，
v(I -A) = (1 + vc)a。

と書き換えられるので，両辺に右から (I-A)-1を
かけて，

v = (1+ vc)v 
を得る。したがって，一般に，

v= 
6 
1+ vc 
>O 

であるから，じつは， f>〇であっても

vf > 0 
がいえる。同様に， c~O から，

vc > 0 
も示されるので，搾取率 (J)の定義式にあらわれる分
母は意味をもつ。ベクトル 6は，生産手段の補填と

いう物的再生産の条件だけでなく，必要消費部分の

補填をあらわす労働力再生産の条件をも考慮した，

投下労働タームによる，生産物の評価方法と考えら

れるので，ベクトル 6を純価値ベクトルとよぽう。

この純価値体系は，定義から明らかに，産出量体系

と双対の関係にある。

8) (J)＞O ⇒r>Oを示そう。まず，
vf (J) ＝ 
vca。X

が定義されるわけだから，産出量体系

心＋f= X, X ~ 0, f ~ 0, 
ならびに，価値体系

vA+a。=V,V ~ 0, a。 ~o

の解x,f,ならびに， vが存在する。一方，定義に
より，

(J)vca。x= vf = v(/-A)x-vca。X = (1 
-vc)a。X,
したがって，

(1-(1+(J)）vc)aox = 0 

である。ここで，かりに， aox=Oとすれば9 (J)が定
義できなくなり矛盾。したがって， aox>O。同様
に， vc>O。そこで，上式を aoxで割れば，
1-vc =(J)vc 

を得るので，

(J)＞O ⇔ 1-vc > 0。
そうすると，価値方程式から9 (J)＞0ならば，
v(/ -A) = (1-vc)a。 ~o。

すなわち，行列I-Aは非負逆転可能。したがっ
て， r>O。なお，上式から9 (J)＞0のとき，すなわ
ち， 1-vc>Oのとき，言い換えれば， I-A~が非負
逆転可能なときには，純価値ベクトル v=a。(I
-.i)-1は，価値ベクトル Vを用いて，

6 = V 1-vc 
のかたちであらわせる。
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必要消費価値＋剰余生産物価値＝投下労働

量，

あるいは，

vAx+vca。x+vf= vAx+a。X,
すなわち， v(I-A)x=a心に注意すれば，

生産手段の価値＋必要消費価値＋剰余生産

物価値＝生産手段に体化された「死んだ」

労働＋純生産物に体化された「生きた」労

働

が成り立つ。

§3.乗数過程と価格形成

〔1〕 乗 数 過 程

前節では，逆行列(J-.tf)-1の級数展開式を

利用すれば，最終需要 fこ0が与えられたとき，

産出量xは，

X = f +Af +A2f＋ふf＋…

のかたちであらわせることを示した。 こんどは，

上式の各項を，乗数効果の波及過程としてとら

え直してみよう。すなわち，はじめに，最終需

要 fz 0が与えられたとき，第 1段階として，

f自身が生産されなければならない。つぎに，

fを生産するためには，生産手段として Af，労

働者の生活資料のかたちでca。f,

る産出量x(t)は，

すべてたしあわせたものになるので，

t-1 

x(t) = ~- A11f; A0 = I 
11=0 

あわせて

Afに相当する追加的な生産物が必要である。

これが波及過程の第2段階である。さらに，波

及過程の第 3段階においては，第2段階におけ

る生産物Afを生産するために，生産手段と必

要消費が，あわせて， A2f必要である。等々。

このプロセスを順次たどれば，第 t段階におけ

この段階までの波及効果を

である。

(t = 1, 2, 3,..・）

この式は，差分方程式のかたちで，

(3.1) 

x(t) = Ax(t -1) + f ; x(0) = 0 

(3.1') 

じっさい，（3.1) 

を代入すれば (3.1'）をみたす1)。逆に，後者に

おいて代入をくり返すことにより前者が導かれ

る。波及効果 (3.1) は， t→00ならしめれば，

と書き換えることができる。

極限において，

x = (1-A)-lf > 0 

に収束する。このことは，仮定 1ならびに仮定

2を考慮すれば， Frobeniusの定理から，ただ

ちに従う。すなわち，乗数過程 (3.1)は，静学

体系における解の存在条件がみたされれば，収

束し，しかも，極限において，静学体系の解xと

一致する。

同様に，波及過程の段階 tにおける雇用量

t-1 

L(t) = -~ a。ルf,
11=0 

あるいは，

L(t) = a。x(t)

を考えることができ，

静学体系における雇用量

この値は，極限において，

L=a。X
に一致することがわかる。なお，

L=a。(I-A-）-1f
n 
= !! /iao(J-.A)-1e1 
i=l 

n "° 
一=~Ii ~ a。Ave'

i=l 11=0 

1) じっさい
t -1 

x(t) ＝ 2A～"f 
11=0 
t-1 

= 2A～"f+f 
V=I 

1-2 
= l:A"十1f+f
11=0 

~t -2 

= A2A～"f+f 
11=0 

= Ax(t-l)＋f。
2) Sraffa自身の語法に忠実にしたがえば， n個の

「小体系」の和。
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であるから，雇用量Lは， n個の「小体系」に

おける雇用の波及効果の極限値の非負 1次結合

2)のかたちでもあらわすことができる乳

〔2〕価格形成

前節においては，任意の初期ベクトルp(l)こ

0が与えられたときに，反復過程 (2.2)におい

て 1)→00ならしめれば， p(v)は，極限におい

て，価格体系の解pに，相対価格として，一致

することが示された。しかしながら，反復過程

(2. 2)において，斉一利潤率 rが天下り的に与

えられているのは非現実的であり，また，

Frobenius ベクトル P を求めるために

Frobenius根A(A~)に規定される rを前もって

知っておく必要があるのは，解pを求めるため

に解 rを利用することになり，首尾一貫しな

ぃ。そこで，こんどは，乗数過程との関連に注

目して，反復過程 (2.2)を改訂したうえで，価

格形成プロセスを考えてみよう。

いま，乗数効果の波及過程の第t-1段階にお

いて，価格p(t-1)が与えられたとする。この

とき，第j産業の利潤冗j(t-1)は，

叫—1) = pj(t-1)ゎ(t-1)―含か(t
-1)a,．jゎ(t-1)

＝ゎ<t -1) P < t -1)(I -A) ej 

となり，個別利潤率

ゎ(t-1)= 

＝ 

冗:;(t-1)

x;(t-l)p(t-l)Ae' 

p (t -1)(I -A) ej 
p(t-l)Aej 

は，一般に，産業ごとに異なった値をとる。そ

こで，産業間の競争の結果，一方で，平均利潤

率 r(t-1)より低い利潤率をもつ産業の生産物

3) このように，「小体系」は，もとの体系の基底とな

る性質をもっている。

の価格は上がり，他方で，それより高い利潤率

を生む産業の生産物価格は下がることにより，

第 t段階においては，価格p(t-1)で評価し

て，すべての産業で同一の平均利潤率が成立す

るように価格p(t)が定められるとする4)。すな

わち，

p(t) = o + r(t-1))p(t-1)A; 
(3.2) 

r(t-1) = p(t-l)(I -A)x(t-1) 
p(t-l)Ax(t-1) 

とする 5)。そうすると，

PAt)-pAt-1) 

= o + r(t-l))p(t-1)A―ej -p(t-1)eJ 
= (l+r(t-l))p(t-l)Aej 
ー（1+ゎ(t-l))p(t-l)AeJ

4) 「諸商品の市場価格が，ある期間にわたって，ひ
きつづきその自然価格をはるかに上まわるかはる

かに下まわることを妨げるものは，自分の資金をよ

り不利な用途からより有利な用途へ転じようとす

る，各資本のもつ欲求である。この競争こそは，諸

商品の生産に必要な労働にたいする賃金，および使

用される資本をその本来の能率状態におくのに要

する他のすべての経費を払った後に残る価値，すな

わち利潤が，各事業において，使用された資本の価

値に比例するように，諸商品の交換価値を調整する

ところのものである。」 (Ricardo[9]訳書107ページ）

5) (3. 2)は，「置塩の転形手続き」と基本的には同

ーである。唯一異なるのは，（3.2)においては，産

出量 x(t)が乗数過程の進行に応じて変わってゆく

のにたいして，置塩の式

p(t) = p(t-l)x 
p(t-l)Ax 

p(t-UA 

においては，分析の目的が，価値ベクトルの反復解

として価格ベクトルを導出することにあったので，

産出量xは不変とされている点である。置塩 [8]
212-216ページ，ならびに． Morishimaand Cate-
phores [2] p. 166参照。なお，価値ベクトル v2:0か
ら出発すると，（3.2)は，たしかに，価格ベクトル
p>Oに，相対価格として，収束するので，価値から

価格への転形は可能である。しかし，塩沢が指摘し

たように，初期ベクトルp(l)司0は，価値でなくと

も，任意の半正ベクトルであってもよいわけである

から，出発点として価値ベクトルをとる必然性は，

まったくない。塩沢 [13]48-49ページ，ならびに，
同[14]242-243ページ参照。とはいえ，価値ベクト
ル v，ならびに，価格ベクトルpは，それぞれ，投

入行列A,あるいは，増補投入行列Aに規定されて
いるわけだから，両行列がもつ性質から，相互に，

密接に，関連しあっているわけではあるが。
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= （r(t-1)一ゎ(t-1)）p(t-l)AeJ

だから，

Pit)奎PAt-1)⇔ r(t-l)奎ゎ(t-1)

となり， たしかに，平均利潤率を下まわる利潤

率しか生まない産業の商品価格は上がり，

より大きい利潤率を生み出す産業の商品価格は

それ

下がることになる。

表示に直せば，

するであろうか。

じっさい，

そこで，（3.2) 

が存在する。ただし，

する正固有ベクトルであり，

学 研

ここでも答は肯定的である。

p(t) = 1 = p(t)A-x(t) 
l+r(t) - p(t)x(t) 

究

を賃金単位

Pw(t) = 
p(t) ＝ p(t) = Pw(t-1)A~ 
w(t) - p(t)c... Pw<t-l)Ac0 

(3.2') 

上式は，任意の初期値 Pw(l)~o から出発して，

段階 tにおいては，値

Pw(t) = 
Pw(1)A~t-l 

Pw(l)At-lc 

をとる。分子・分母を入(A)t-1で割り， t→00な

らしめれば，

A v-1 
limpw(l) 

limp山）＝しOO
（直了）

t→oo (limpw(1) 
A v-1 

t→oo (Afur-l)C 

=-! 

ベクトル pはA(A~)に属

スカラー倍を除い

て一意。したがって， Pw(t)の極限ベクトル p/

PCは，賃金単位であらわした，価格体系の解Pw

に一致することがわかる。

それでは，平均利潤率 r(t)は，極限におい

て，価格体系の解pをもたらす利潤率 rに一致

とおけば，（3.2)により，

p(t) = 
p(1)A~tx(t) 

p(l)At-ix(t)゚

したがって，行列Aの安定性，ならびに，点列

第 52巻 第 6号

{x(t)｝の収束性から，

limp(t) = 11(.A) 
t→ OO 

一

t 

lim p(l) 
A 

X 
t→ 00 (]は了） ！咆x(t)

= A(A~）。

limp(l)（ A v-1 t→ 00 肛了） ！兜x(t)
それゆえ，

lim r(t) ・
1 

= lim~-1 = ~-1 = r 
t→oo t→ 00 p(t) A(A) 

すなわち， r(t)は，極限において，解 rに一致

する叫

このように， LeontiefSraffa体系においては，

どれほどデタラメな価格 p(l)~O が初期値と

して与えられようとも，産業間の競争にもとづ

く，平均利潤率の形成をともなう，価格修正プ

ロセス (3.2)を，乗数過程の進行と歩調をあわ

せつつ， たどることにより， 究極的には，価格

体系の解pならびに rへと到達するわけであ

る。すなわち，「生産費こそはすべての市場価格

がそれをめぐって動く軸心」なのである”。

〔3〕 動学的双対問題

前節では，（半）正の剰余生産物を生み出す産

出量体系

x = Ax+ f, x ~ 0, f 2 0 

の存在と，正の斉一利潤率をともなう価格体系

p = (1 + r)pA, p 2 0, r > 0 

の存在とは同値であり，

pf= rp.Ax 

さらに，

が成り立つことが示された。 そこで， そんどは，

この静学的な命題が，動学的な文脈においても，

依然として，成立することを示そう。

以下の議論を通じて，行列Aは仮定 1,3を

6) この結果は，証明から明らかに，任意の収束列

{x(t)}にたいして成り立つ。

7) Ricardo [10]訳書31ページ。
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みたすとする。したがって Aは安定な行列であ

る。乗数過程

一x(t) = Ax(t -l) + f, 

あるいは，
t-1 

一x(t) = ~A11f 
11=0 

において，産出量ベクトル x(t)が収束するた

めの必要十分条件は， Frobeniusの定理から，

0 < 11(.A) < 1 

である。このとき， x(t)は， t→00ならしめれ

ば，産出量体系の静学解x>Oに収束する。一

方，仮定された安定性から，価格形成過程

p(t) = (l+r(t-l))p_(t-1)ふ

r(t-1)= 
p(t-1)(I -A)x(t-1) 
p(t-1)Ax(t-1) 

において，価格ベクトルPw(t)は，価格体系の

静学解Pw>Oに収束する。しかしながら，さき

に示したように，利潤率 r(t)の静学解 rへの収

束のための十分条件は，乗数過程 x(t)の収束

であり，さらに，解rが正であるための必要十

分条件は，

0 < 11(.A) < 1 

である。以上述べたことを総合すれば，乗数過

程x(t)が産出量体系の静学解x>Oに収束す

るための必要十分条件と，価格形成過程p(t)

が価格体系の静学解p>Oに収束し，かつ，その

ときの平均利潤率 r(t)が体系の静学解 r>O

に収束するための必要十分条件とは，たがいに

等し<,この条件は

0 < 11(.A) < 1 

のかたちに言い換えられる。しかも，この条件

がみたされるとき，

t咆Pw(t)f= Pwf = YPwふ＝ ！咆
r(t)p山）Ax(t)

が成り立つ。

おわりに

本稿においては，冒頭に引用した Ricardoの

命題，端的にいえば，需要がいかなる水準に与

えられようとも，価格は，競争の作用により，

究極的には，「自然価格」に収束するであろうと

いう命題が，「安定な行列」の性質から，じっさ

いに成立することを， LeontiefSraffa体系を利

用して，証明した。証明の要点をくり返そう。

Ricardoによれば，

「商品は，これを生産して市場へもたらす

のに始めから終りまで投ぜられたすべての支

出を，その価格で償うときに，自然価値にあ

るのである。」 1)

すなわち， Ricardoのいう「自然価格」ないし

「自然価値」とは，商品の価格が，ちょうど，

利潤部分を含めたその生産費に過不足なく等し

い水準にあるときの価格，言い換えれば，方程

式体系

p = (l + r)pA; p ~ 0, r > 0 

を満足するような非負ベクトルPを意味する。

このようなベクトルpは，明らかに，行列Aの

Frobeniusベクトルであるが， Aが分解不能の

ときには，正の利潤率をともなう正価格解の存

在条件は，

o < 11(.A) < 1 

である。この条件は，産出量体系

x = Ax+ f, x ~ 0, f ~ 0 

の解x>Oの存在条件と同ーであった。した

がって，産出量体系が生産的でありさえすれば，

「自然価格」の存在もいえる。そこで，つぎに

問題となるのは，任意に与えられた，かならず

1) Ricardo [10]訳書46ページ参照。
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しも「自然価格」に一致しない，価格ベクトル

p(l)~O が，産業間の競争の結果，利潤率の均等

化傾向の進行とともに，遂次，改訂されてゆき，

突極的には，「自然価格」p>Oに収束するか否か

ということである。この問いにたいする答えも

肯定的であり，けっきょ <,Ricardoの命題の

妥当性が示される。というのも，行列Aは，そ

の構成要素として，賃金財生産部門を含むから，

その対角要素に，少なくとも 1つ，正のものを

もつ。したがって， Aは「安定な行列」である

ことがわかるから，価格p(t)が，乗数過程

x(t) = Ax(t-l)+f; x(O) = 0 

の進行に応じて，均等利潤率をもたらすように，

p(t) = (l+r(t-l))p(t-1).A; 

r(t-l) 
= p(t-1)（I-A~）x(t-1) 
p(t-1)Ax(t-1) 

と改訂されてゆくときには，

limpw(t) = Pw, 
t→ OO 

ならびに

limr(t) = r 
t→ OO 

が成立するからである。すなわち，賃金単位で

はかれば， t→CX)ならしめたとき，価格Pw(t)は

「自然価格」 Pw>Oに収束し，同時に，利潤率

r(t)は，究極的には，静学解 r>Oに一致する。

また，上記の乗数過程の収束条件は，静学解の

存在条件と，まった＜，同じであるから，行列

Aが生産的かつ「安定」でありさえすれば，産

出量体系ならびに価格体系の静学解，したがっ

て，とくに，「自然価格」は存在し，しかも，こ

のとき，乗数過程は収束する。そして，どのよ

うな価格p(1)2:0が初期ベクトルとして与え

られようとも，乗数過程の進行に応じて，競争

により，利潤率を均等化するように価格改訂が

おこなわれてゆく結果，価格は，究極的には，

「自然価格」に「落ちつく」ことになる。

第 52巻第 6号

以上のことから，行列Aが分解不能なケース

に関しては，つぎにあげる 2つの条件

(i) Aは「安定」である，

（ ii) Aは生産的である，

をみたすときに，「自然価格」の存在，ならび

に，任意の価格ベクトルの「自然価格」への収

束が示された。すでに検討したように，条件

(i), (ii)の成立は，経済学的にみて，自明

であるのにたいして，Aの分解不能性は，いつけ

ん，厳しすぎるようにおもわれるかもしれない。

しかしながら，たとえ，行列Aが分解可能で

あって，

A~＝[A0土］ ；ふは分解不能

のようなかたちをしていたとしても，条件

(iii) "'(A 11)＞入(..422)

がみたされるかぎり，分解不能行列 A-nが条件

(i)ならびに (ii)を満足するときには，依然

として，「自然価格」の存在，および，任意の価

格ベクトルの「自然価格」への収束性は示され

るのである。それゆえ，分解可能なケースも分

解不能なそれに帰着する。ところで，行列A-11

を構成する任意の産業の生産物は，行列 A12を

通じて，行列 A-22に属する産業への投入物とな

るのにたいして，後者に属するいかなる産業の

生産物も，前者の産業には，投入財として，まっ

た＜，必要とされないので， Sraffaにならって

2)，前者のグループに属する産業を「基礎的産

業」，その生産物を「基礎的生産物」あるいは「基

礎財」とよび，後者のそれらを，それぞれ，「非

墓礎的産業」，および，「非基礎的生産物」ない

し「非基礎財」， と名づければ，条件 (iii)の経

済的意味は，つぎのようになる。すなわち，「非

2) Sraffa [16]訳書10-14ページ参照。
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基礎的」グループが自グループ内において生み

出しうる自己利潤率が，「基礎的」グループのそ

れより大きいという条件である。もし，そうで

なければ，わざわざ，全体の利潤率を引き下げ

るような，「非基礎的生産物」を生産する誘因は

生じなかったであろうし，また，それは，経済

にとって必要不可欠な生産物でもないわけだか

ら，そもそも，存在しなかったであろう。条件

(iii)がみたされるときには，条件 (i), (ii) 

は，それぞれ，よりゆるい条件

(i'）A-nは「安定」である，

あるいは，

(ii'）Anは生産的である，

という条件に置き換えることができる。した

がって，分解不能な体系である「基礎財」体系

の性質だけから，「非基礎的」グループも含め

た，体系全体における解の存在条件，ならびに，

任意の価格ベクトルの静学解ーすなわち「自然

価格」ーヘの収束条件は規定されるわけである。

それに応じて，利潤率も「基礎的」グループ内

部において定まる。また「非基礎財」価格は「基

礎財」価格に依存するのにたいして，後者は前

者から独立であることも示される叫じっさい，

「基礎財」ならびに「非基礎財」価格ベクトル

を，それぞれ， PI, あるいは， pl/であらわせ

ば，行列Aの構成から，ただちに，

P1 = (l+r)p1ふ，
Pu = (1 + r)(p1A12+ p11A22) 

が成り立つ。したがって，条件 (iii)がみたさ

3) Sraffaを引用すれば，

「非基礎的生産物の価格はその生産手段の価格に

依存するけれども，生産手段の価格は非茎礎的生産

物の価格に依存しない。ところが，基礎的生産物の

ばあいには，生産物の価格がその生産手段の価格に

依存すると同じように，生産手段の価格も基礎的生

産物の価格に依存する。」

(Sraffa [16]訳書13ページ）

れるときには，うえの 1番目の式から明らかな

ように，「基礎財」価格がは，「基礎財」体系の

みから構成される行列Anの Frobeniusベク

トルであり，また，利潤率 rは，行列Anの

Frobenius根入（ふ1)>Oを用いて，

1 
1 r = ＿ _ 

入(Au)

のかたちにあらわすことができる。この式から，

Frobeniusの定理により，条件 (ii'）がみたさ

れるとき，かつ，そのときにかぎり，利潤率は

正の値をとることがわかる。このように利潤率

ならびに「基礎財」価格の決定は，もっぱら，

「基礎財」体系内部でおこなわれ，いかなる「非

基礎的生産物」も，その決定に，関与する余地

はない。これにたいして，さきに示した 2番目

の式から，

p/1 = (1 + y)pl_A玉（I-（1＋r)ふ）ー1

を得るので，「非基礎財」価格は，「基礎財」価

格に一方的に依存することがわかる。これらの

推論の詳細に関しては別稿にゆずりたい4)0 
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