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種々の需要形態に関する確率的在庫モデル

児 玉 正 憲

製品や材料などに関する在庫管理問題は発注

あるいは生産関連費用と，材料あるいは製品の

在庫のための諸費用，ならびに在庫不足によっ

て生じる諸損失をいかに均衝させるか，あるい

はそれらの総コストをいかに最小にするかの問

題に帰着する。このとき，さらに問題となるの

は，それらに含まれる諸変数のすべてが確定的

ではなく，そのいくつかが確率的に変化するこ

とである。

かつては上記諸変数とその変化を含む諸種の

決定がそれに関与する担当者の経験と直感に左

右されていた。しかし現在では現場のデータの

整備， 情報処理技術やOR技法の発展によって

多くのモデルが研究・作成され，状況に応じて

その 1つを選択活用することが可能となってき

た。

本小論では発注点と発注量を同時に決める購

入・販売在庫モデルに関し， 多くの需要形態を

含む統合モデルについて考察し多くのモデルが

もっと単純な特定モデルに変換できること，し

たがってその最適解を求めることで他の複雑な

需要形態のモデルの解析を行なうことなしにそ

の最適解に達しうることを示す。

1. 単純な特定モデル

単純な特定モデルの代表として，発注量は発

注間隔の期首に即時的にみたされ， 需要はすべ

て期首に即時に払いだされる場合の購入・販売

在庫モデルを取りあげる。確率的に変化するの

は需要量だけである。この場合決定する変数は

発注水準（したがって各期一定の期首在庫量）

および発注間隔（各期一定）である。まず，

B：発注間隔 tの間の需要量を表わす確率変

数

</> (b, t) : B が連続的確率変数の場合は確率

密度関数 ， P(B~x) ＝「中 (b,t)db, Bが離
゜散的確率変数の場合は確率関数， P(B=x)

=cp(x, t), bは Bの実現値。

x：前期からの繰越し在庫量

y ：発注量 （仮定によって期首に入荷）

む期首在庫量

とお く。仮定によって

z=x+y 

ここでは発注間隔 tは離散的で，ある単位の間

隔（例えば 1時間， 1日，1週間，……）の t

倍を表わすものとする。したがってとりうる値

は1,2, 3, ……とする。 t=lの場合の cp(b,

t)をcp(b)で表わす，すなわち</>(b) = cp (b,1)。

ここでは，各単位の時間間隔の需要量は互いに

独立で，同じ密度関数 cp(b)をもつものと仮定

しよう。このとき cp(b,1), cp(b, 2), ……cp (b, 

t)の間につぎの関係が成り立つ。

砂，t)＝「中(b-x,t-1)中(x,1) dx (1. 1) 
゜これを cf>(b, t-1)と</>(b, 1) の合成積 (con-

volution)といい

cp(b, t) =cp(b, t-1)＊cp(b,1) (1.2) 

- 35 -



経済学研究第 51巻第 5号

で表わす。 在庫量 I1，期待在庫不足量 I』はつぎのように

Bが離散的確率変数の場合は なる。

b 

¢(b, t) = ~¢(b-x, t-1)¢(x, 1) 
X=O 

となる。

以下，需要量 B が連続的と仮定できる場合

とそうでない場合に分けて考察する。解析に当

って最初は発注間隔 tは任意に与えられている

ものとする。

1.1. 需要量が連続的な場合

需要羅 B は仮定によって確定的でない。こ

のため在庫量 zが Bの実現値 bより大かど

うかは確率的であり，その大小に応じて在庫状

態は図 1に示すように正か負のいずれかにな

る。

在

庫

げ
一―-

b

 

一

LJ □
I
I
I
I
 

z
 

量

(1.3) 

時間
b-Z 
-_; __ _ 

I 

I b〈zi b〈z : b〉Z ! 
1 9 1 1 

•—· t,9、 t--------t→ 

図1 突発需要在庫モデルの在庫状態

需要量が bのときの在庫量および在庫不足量

をそれぞれ I1(b), I2(b)で表わすと，図 1より

つぎのようになる。

I,(b)-t゚-b 
b<zの場合

b~z の場合
(1.4) 

狐）＝｛b゚-2  

b<zの場合

b~z の場合
(1.5) 

00 

11 = E (11 (B)) == J: /1 (b) ¢ (b, t) db 

=゚「(z-b)中(b,t)db (1.6) 
゜

l2=EU2CB)) = J:I2(b)¢(b, t)db 

゜00 =［ （b-z)¢(b, t)db (1. 7) 
z 

また，諸コストを

h：在庫維持コスト（単位時間，単位当り）

p:品切れコスト（単位時間，単位当り）

c ：発注経費 (1回当り）

とすると，期待総費用を E{C(z, B)}とすれば

それは

E{C(z, B)} = h/1 +Pf叶¢
t 

=h「(z-b)cp(b,t)db+ 
゜00 叶(b-z)¢(b,t)db+f (1.8) 
z t 

E {C(z, B)｝を最小にするzの値は (1.8)式の

zに関する第 1次微分を0とおくことによって

求めることができる。結果を整理すれば，つぎ

のようになる。

〖冷 (b, t)db=~==q 
P+h 

qは臨界比といわれる。なお z。は zの最適

値の意味である。

したがって，最適発注政策は繰越し在庫量 Xが

与えられたとき， B~z。となる確率が q とな

るような z。に関し

z。>x
z。::}ならば発注量＝｛。

Zo-X 

(1.9) 

(1.10) 

となる。 z。の値がE{C(z, B)｝を最小にする最

d2E{C(z,B)} 
適値を与える事は ＝（h+p)cp(Z, dz2 

t)~o より明らかである。

ところが需要量 B は確率変数であるので期待
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1.2. 需要量が離散的な場合

需要量が離散的であるから期待総コスト

E {C(z, B)} はさきの (1.8)式に代って

00 00 

E{C(z, B)} =hエ11(b) cf, (b, t) + p I;l2 (b) cf, (b, 
b=O b~O 

t)+~ 
t 

Z OO 

=hI;(z-b)cf,(b, t) + PI; (b-z) 
b=O b=Z+l 

•中 (b, t) + —­C 
t 

(1.11) 

と表わされる。このときの期待総コスト最小化

の条件は

E{C(z, B)}~ E{C(z-1, B)} (1.12) 

E{C(z,B)}~ E{C(z+ 1, B)} (1.13) 

であり，問題はこれをみたす zを求めること

に帰着する。

ところが (1.11)式から容易に

E{C(z-1, B)}-E{C(z, B)} =P-(h+P) 

·P{B~z-1} (1.14) 

を求めることができる。したがって (1.12)式

の条件は

P{B~z-1}ニ｝
P+h 
==q (1.15) 

と書き代えてよい。全く同じようにして (1.13)

式の条件は

p 
P{B二Z}=--・ー==q

p+h 
(1.16) 

と書くことができる。 したがって zの最適値

z。は

P{B~知ー1`｀~P{B~zo} (1.17) 

をみたさなければならない。 (1.17)をみたす

z。が E{C(z, B)}を最小にする最適値を与え

ることは {EC(z, B)} の二次差分 E {C(z, 

B)}-2E {C(z-1, B)} +E {C(z-2, B)} 

~o より明らかである。

1.1および1.2節の議論で tは任意に与えられ

ているものとした。 最適発注間隔 t。を求める

ことを考えよう。

(1.9)式および (1.14)式をみたす z。は任

意に与えられた tの関数 Zo(t)である。

この知(t)を (1.8)式および (1.11)式に代

入した値を C。(t) で表わすと最適発注間隔 t。

は C。(t)を最小にする tの値として求まる。し

たがって最適発注間隔および最適発注水準は t。

および Zo(to) として与えられる。 ここの議論

は2節で詳細に述べる。

2. 需要形態の一般的モデル

1節における需要形態は突発需要で，それが

期首に発生する例になっている。また期を通じ

て一様に発生する場合もよくみる例である。そ

こでこれらを特殊な場合として含む一般的かつ

総合的需要形態を表わすモデルとして

Q(T)=z-g(b, T/t) (2.1) 

を用いることにする。ここに

Q(T)：時点 T（ニt) における在庫量（ただ

しTは発注時点からはかるものとする）

z：期首在庫量

t :発注間隔

B:期間 tにおける需要量を表わす確率変

数， Bの実現値を bで表わす。

g(b, x): g(b, 0)=0, g(O, x)=O, g(b, l)= 

8g 8g 
b -->0 --＞0なる b,X の関数（O~x~'ax~ v, ab 

1, O~b<=) 

そこでわれわれの目的は g(b,X)を需要形態

を表わす統ーモデルとして使用し，そのときの

最適化条件を求め， 1のモデルとの同値問題に

ついて考察することにある。もちろん，この点

を除き他の仮定や記号は 1の場合と全く同じと

する。以下，需要量が連続的な場合と離散的な
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場合に分けて考察しよう。

2.1. 需要量が連続的な場合

需要量 B が連続的であるから，在庫の状態

は図 2に示される。需要量が bのときの期（発

注間隔当りの）平均在庫量 (I1(b)），期平均在庫

不足量 (I」(b)）を求めよう。 T 時点の在庫量

は (2.1)式で表わされるから， bニz,b>z の
各々の場合について（図2参照）， /1(b), I2(b) 

はそれぞれ以下のようになる。

i b~z の場合

1 t 
履）＝ーJ:cz-g(b,T/t)JdT t J 0 

1 =+[zt-t『g(b,y)dy] =z-G(b, 1) 
゜ (2.2) 

（•:変数変換： y=T/t)

1 し／t
=-}[zt1 -tf。g(b,y)dy]
t →(f)-G(b, tilt) 

ところが図2から t1時点では

QCt1) =z-g(b, tilt) =O (2. 6) 

が成り立つ。 g(b,y) は y の単調増加関数で

(2.5) 

あるから (2.6)式を tiltについて解いて

右／t=g-1 (b, z) (2. 7) 

とおく。 (2.7)式を (2.5)式に代入して

l2(b) =zg-1(b,z)-G(b,g-1(b, z)) (2.8) 

また， l2(b)についても (2.7)式を用いて

1 t 
l2(b) =-}J;, [g-1(b, T/t)-z]dT 
t J f 1 

=『 [g(b,y)-z]dy 
t1/t 

= [G(b, 1)-G(b, ti/t)J-z(l-ti/t) 

=G(b, 1) -G(b, g-1(b, z))-

ここに

G(b, x)== J:g(b, y)dy 

゜l2(b) =O 

ii b>z~O の場合

1 t 1 
履）＝ーJ;1[z-g(b,T/t)]dT 
t J 0 

在

庫

量

(2. 3) 

(2.4) 

z(I-g-1(b, z)) 

以上まとめると

履）＝｛
z-G(b, 1) b~z の場合

zg-I(b, z)-G(b,g-I(b, z)) 

(2.9) 

b>z~O の場合

(2.10) 

Z←-―↑―--「ミここ-------;----------------------------------------------------
b
 

+---
Z-b 

b
 

b
 

b〈z 二二］ b〈z

＇ ＇ 

t 火 t -t-
図2 一般需要在庫在庫モデルの在庫状態
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種々の需要形態に関する確率的在庫モデル

I2(b)＝｛゚ 饂 zの場合
G(b, 1)-G(b, fl-1(b, z))-z(l-

g-1(b, z)) b>z~O の場合

(2.11) 

ところが需要量 B は確率変数であるので期待

期平均在庫量 Iぃ期待期平均在庫不足量 I1.は

つぎのようになる。

00 

I叶l1(b)中(b,t)db 
゜Z OO 

=I。[z-G(b,1)］中(b,t)db+ J。[zg-1(b,z) 
-G(b,g-l(b, z)）］中(b,t)db (2.12) 
00 

I2 =j I2(b)¢(b,t)db 

゜00 = J:cG(b, 1)-G(b,g-1(b, z))-z(l-
g゚-1 (b, z)）］中(b,t)db (2.13) 

したがってこのモデルの期待総コスト

E {C(z, B,t)}は，

E {C(z, B, t)} =h/1 + Pf:叶 一C 
t 

Z OO 叫I。[z-G(b,1)］中(b,t)db+jz[zg-1(b,z)
-G(b,g-1(b, z))]cp(b,t)db}叫 [G(b,1)

z 

-G(b,g-1(b, z))-z(1-g-1(b, z))J 

•cp(b, t)dt+~ C 

t中(b,t)db-p J)z-
0 0 

G(b, 1)］cp(b,t)db+ (h+P) J:[zg-1(b, z) 

゜-G(b, g-1 (b, z)) ]cp(b, t)db+y (2.14) 

任意に与えられ発注間隔 t＊に対応する最適在

庫水準 z。(t*)は（2.14)式で t=t*とおいて

得られる E{C(z, B, t*）｝を最小にする z(t*)

によってえられる。これは上式を zで微分し

て0とおくことによって求められる。

それは，

z 刈。cp(b,t*)db+ [z-G(z, l)］中(z,t*)}
00 

-P{l中(b,t:)db-[z-G(z, 1)］cp(z,t*) 
z ｝ 

oo a 
+ (h+P) u:[g-1(b, z) +zizg-l(b,z) 

z 函

_ aG (b,g-1 (b,z)) 
紐
]cf,(b, t)db-[zg-1(z, z) 

-G(z,g-1(z, z))]cf,(z, t*)} =0 

ここで関係式

g-1(z, z) =1 

8G(b,g-1(b,z)） 8g→(b,z) 
8z 

=g(b,g-1(b, z)) 
8Z 

z=g(b, g-l(b, z)) 

を用いて上式を整理し， z=zo(t*）とおくと

『m)中(b, p |:o(t•)g-1(b, Zo(t*）） 

•¢(b,t*) db=--=q (2.15) 
P+h 

がえられる。ここに Z。(t*）は与えられた t*に

対して (2.15)式をみたす z。(t*）の値が E{C 

(z, B, t*）}を最小にする z(t*）の最適値を意

ag(b, x) 
味する。この事は ＞0であるから

8“ 

8g-1(b,z) 
8Z >O 

瞑 {Cj:；B,t*）｝=（h+P)I:8g-18(：,z)
•cf,(b, t*)db~O 

となることから明らかである。 z。(t*）を (2.

14)式に代入した値は t＊に対する最小費用 E

{C(z0(t*), B, t*）}である。これを C。(t*）とお

くと最適発注間隔 t。は C。(t*）を最小にする

t*の値である。 (2.14) 式は論文 〔2〕の方

法1) により同値なつぎの式に書き換えられる。

E{C(z,B,t)} =hf: (z-b)r(b, t)db 

゜00 叫 (b-z)r(b,t)db+f 
z t (2.16) 

ここに

r(z, t) = J:~cp(b, t)db 
z az 

(2.17) 

であり， r(z,t)は確率密度関数である。

1) 児玉正憲・北原貞輔〔2〕,pp.57--59. 
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(2.17)式は (2.16)式の zに関する 2次微分

と (2.14)式の zに関する 2次微分を等しいと

おいてえられる。同値関係および (2.17)式が

確率密度関数であることは直接的計算により証

明される。

したがって任意に与えられた t＊に対応する最

適在庫水準 Zo(t*)は（2.16)式で t=t* とお

いてえられる E {C(z, B, t*）}を最小にする

z(t*）によってえられる。それは (1.9)式を

導いたと同様な計算により

fz。u・>r(b, t)db=q 

゜
(2.18) 

をみたす％（t*)としてえられる。

Zo(t*）を (2.16)式に代入した値は t*に対

する最小費用であり，これを C。(t*）とかくと，

z。(tり
C。(t*)=h J:0<t") [z0(t*) -q]r(b, t*) db 
゜

ここに

00 叫 [b-z0(t*)Jr(b,t*) db+p 
Zo(t•) 戸

z。(t.）叫[(z0(t*) -b)R(b-t*）］。
+ J:0u・> R(b, t*)db} +p{μ,,・一[b

・R(b, t*）］。
z。(t.） Z。(t•) 廿 R(b,t*)db 
゜-z0(t*) (1-R(zo(t*),t*))} +1~ 

戸

=P[µ,,•-Zo(t*)]+ (h+P) 

・f:。u・>R(b, t*)db卓 (2.19)

゜

µ,1• = J:br(b,t*)db 

゜ z。(tり
R(z0(t*), t*) = f :0u・) r(b, t*)db 

゜さらに，四＊を ¢(b,t*）を用いて表現すると

00 

μ,, • = J: br (b, t*) db 

゜=f:b[f:ag-1ば'b)中(x,t)dx]db
予中（x,t*)[f:~—ご'b) ． db]dx

第 51巻第 5号

＝「cf>(x, t*) [G (x, g-1 (x, b)）］；心
゜00 = J: G(x, l)cp(x, t*)dx 
゜=IOOg(X,0)中(x,t*)dx 
゜

(0<0<1) 

(2.20) 

一方， O<g(x,0)<x, 0<0<1であるから

g(x, 0) =k(0)x, (O<k(0)<1) 

とおける。ここに k(0) は関数 g によってき

まる 0に依存する X に無関係なものである。

a を単位時間当りの需要の平均率とすると

IOOX中（x,t*)dx=at* 

゜
となるから (2.20)式は

μt •=k(0)at* (2.21) 

となる。したがって (2.19)式はつぎのように

変形できる。

C。(t*)=P[k(0)at*-z0(t*)J 
+ (h+P) f 

z。(t•) 
R(b, t*)db+.f-:. 戸 (2.22)

゜
C。(t*）が t*の凸関数であれば C。(t*）を最小

にする t*の値は

C。 (t*） ~c。 (t＊土 1)

をみたす t*を求めること婦着する。 C。(t*）が

t*の凸関数であるための十分条件を求めよう。

(2.22)式よりつぎの定理が成り立つ

〔定理 1.〕 Zo(t*)が t*の凹関数でI z。(t•) 
oR(x, t*)dx がt＊の凸関数であれば C。(t*）は

t*の凸関数となる。

証明 pk(0)at* +cit*はt*の凸関数である

から，仮定と (2.22)式より C。(t*) は凸関数

となる。

2.2. 需要量が離散的な場合

この場合 (2.14)式に対応する式はつぎのよ

うになる。
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z 

E{C(z, B, t)} =h:E/1 (b)cp(b, t) 
b =O 
oo 

+p工l2(b)中(b,t)＋ーC 
b = Z + 1t  
11/ 

=h:E[z-G(b, l)]cp(b, t) 
b=O 

-P活百―G(b,1)］中(b,t)
00 

+(h+P):E[zg-1(b, z) 
b-z+I 

-G (b, g-1 (b,z)）]中(b,t)＋ーC 
t 

(2. 24) 

ここで 1回当りの発注経費は発注間隔 tごとに

常にかかるものと仮定している。そうでなけれ

ば最後の項 c/tは（1-が(0,t) c/tとなる。

(2.24)式で zの代りに Z+1とおき，変形す

ると

z 

E{C(z+l,B,t)} =hI::[z-G(b, 1)］</>(b, t) 
b=O 
o o“  

-PI.:[z-G(b, 1)］中(b,t)+h塁 (b,t) 
b ＝鸞＋1 b=O 

-P[1-b均(b,t)] + (h+P) ｛認~+1)
•g-1(b, z+l)-G(b,g-1(b, z+l))J 

•中 (b,t)} (2.25) 

したがって

E{C(z+ 1, B, t)} -E {C(z, B, t)} = (h+P) 

釦 (b,t)＋五¥z+l)g-1(b, z+ 1) 
b=O b=Z+l 
-G(b, g-1(b, z+ l))J-[zg-1(b, z) 

-G(b, g-1 (b, z)) Jcp(b, t) }-P (2. 26) 

条件E{C(z+l. B, t)} -E {C(z, B, t) } ~o 
をみたすためには (2.26)式から

p ZOO  
応塁塁(b,t)＋エ¥[1(z+l)g-1(b, z+ 1) 
b-0 b=•+l 
-G(b,g-1(b,z+ 1))J-[zg-I(b, z) 

-G(b,g-1(b, z))]}cp(b, t) (2.27) 

全く同様にして， E{C(z-1, B, t)} -E {C(z, 

B, t)} ~O をみたすためには

11-1 00 

工中(b,t)＋エ{[zg-l(b,z)-G(b,g-I(b,z))] 
b=O b=Z 
-[(z-l)g-1(b, z-1)-G(b,g-i(b, z 

-1))]}</>(b, t)三
p 
-P+h 

(2. 28) 

そこで

Z OO 

M(z)＝塁(b,t)＋エ{[(z+l)g-1(b,z+l) 
bQO b=Z+l 
-G(b,g-1(b, z+ 1)) J-[zg-1(b, z) 

-G(b,g-1(b, z))]}</>(b, t) (2.29) 

とおくと，（2.27)式と (2.28)式から任意に与

えられた発注間隔 t* に対応するコストを最小

にする zの値，つまり最適在庫水準 Z)(t*)は

M(zo(t*-1)` 信口M(zo(t*)) (2.30) 

をみたさなければならない。 z。(t*）が最小値を
与えることは (2.26)式がぶ(t*）の増加関数

であることから示される。

論文〔2〕の離散的な場合の議論2) を援用す

ると同値なつぎの式に書き換えられる。

Z. 00 

E{C(z,B,t)} =h~(z-b)r(b, t) +P~(b 
b=O b=Z+l 

-z)r(b,t)＋ーC 
t 

(2. 31) 

ここに

00 

r(z, t) ＝中 (O,t) ＋ ~[g-1(b, 1)-G(b,g-1(b, 
b~l 

1)）］中(b,t), z=O (2.32) 

r(z, t) = {1-z+G(z, 1) + [(z-l)g-1(z, z 

-1)-G(z,g-1(z, z-1)）］｝</>(Z, t) 

＋謡b,t) {[ (z+ 1) g-1 (b, z+ 1) 
-G(b, g-1(b, z+ 1))]-2[zg-1(b, z) 

-G(b, g-1(b,z))] + [ (z-l)g-1(b,z-1) 

-G (b, g-1(b, z-1)) ]}, z=l,2,… 

(2. 33) 

であり， r(z,t) は確率関数である。 (2.31)式

は (2.24)式の zに関する 2次差分と (2.31)

2) 児玉正憲・北原貞輔〔2〕pp.59-64. 
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式の z に関する 2次差分を等しいとおいてえ

られる。同値関数および r(z,t)が確率関数で

あることは直接的計算によって確められる。

任意に与えられた発注間隔 t* に対する最適

在庫水準 Zo(t*) は (2.31) 式が凸関数である

ことから

p 
R(z0(t*)-l, t*)ニ—==q~R(zo(t*),t*) 

h+P 

(2. 34) 

をみたす Zo(t*）を求めることによってえられ

る。ここに R(z,t*）は需要量の分布関数であ

る。 (2.34)式をみたす z、,（t*）を，（2.31) 式

に代入した値は t＊に対する最小費用であり，

これを CJ(t*)とかくと

Z o (t ・) 

C。(t*)=h~ [z0(t*) -b]r(b, t*) + 
b-0 

00 

pェ c
b-Z。u・)+1[b-z0(t*)Jr(b, t*)＋戸

=h {z0(t*)R(z0(t*),t*）ー翌。~6r(b,t)}

+P{µ喜~:6r(b,t*)-z0(t*) 
b=O 

z。(t•) 
. (1ーエ /(b,t*) ＋ーC 

b=。）}な
=P[μr-Zo(t*)J + (h+P) [zo(t*) 

Z o (t •) 
C 

・R(zo(t*), t*）ーI;br(b,t*)J+ 
b=0 戸

Zo(t•)-1 

=P[μ,r-Zo(t*)]+ (h+P)~ R(b, t*) 
b=O 

+~ (2. 35) 

（心）宮恥，t*)=R(z0(t*) -1, t*) 
b-0 

+R(zoCt*)-2, t*)＋…＋R(l, t*) 

+R(O, t*) 

=[R(z。(t*),t*)-r(z。(t*)'t*)J 
+ [R(z0(t*), t*)-r(zoCt*), t*) 

-r(zoCt*) -1, t*)]＋・・・・・・

・・・+ [R(z0(t*), t*)-r(zoCt*), t*) 

ー・・・・・・-r(2,t*) -r(l,t*) J 
z。(t・)-1 

=z0(t*)R(z0(t*), t*)-11:~ 。 br(b,t)) 

第 51巻第 5号

さらに

oo oo 

μr＝I:;br(b, t*）＝エ中(y,t*) [G (y, 1) 
b=O Y=O 

-G(y, O)J 
00 00 

＝I::G(y, 1)中(y,t*）＝匹G(y,l)cp(y, t*)3) 
Y=l >'=0 

00 

＝I:;g(y, 0)cp(y, t*) (0<0<1) (2.36) 
Y=O 

となり，連続形の場合と同様な議論から

μ,r=k'(0)a't* (2.37) 

となる。連続形の場合の k(0),a に対応して

k(0)', a'としている。したがって (2.35)式

はつぎのように変形できる。

C。(t*)=P[k(0)'a't*-zo(t*)J + (h+P) 
Z o (t •) -1 

・エ R(b, t*) + C 
b-0 戸

(2. 38) 

このことより離散形の場合も（定理I〕が成

立することがわかる。 C。(t*）が t*の凸関数な
らば C。(t*）を最小にする t*は
C。 (t*） ~c。 (t＊土 1) (2.39) 

をみたす t*を求めることに帰着する。

つぎに需要変数が連続の場合の期待総コスト

を最小にする Z。(t*）の若干の性質を述べてお
こう。期待総コストを最小にする Zo(t*)は

l ：゜（ t•)r(b, t*)db=［゚u・)(f;~ば'b)

中(y,t*)dy)db=q (2.40) 

をみたす Zo(t*）によって与えられるが (2.40)

式の r(b,t*）は </>(y,t*）と g-l(y,b) に依

存する。そこで ¢(y,t*）を固定して g-1(y, b) 

について二種類の gi1(y,b) g引(y,b)を考え

ることにする。このとき

〔定理 2.〕 g戸(y,b) (i = 1, 2) に対応す

る最適値，すなわち (2.40)式をみたす解を

Zb(t*) (i=l,2)とすると

g；只y,b)~gが (y,b)⇒zb(t*） ~zij(t*)

3) 児玉正憲 ・北原貞輔〔2〕pp.64. 
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が成り立つ

証明

む (b,t*) = f宣溢y,b)中(y,t*)dy (i=l,2) 

とおくと

恥 (b,t*)―乃(b,t*)]db=J: u:~けぶ'b)

叩，t*)dy-［亨誓心(y,b)dy}db 

= J: cp(y, t*) [J: (~ぶ少＿agる 1ぶ'b) ）

叫dy+［cp(y,t*）［「（薗（砂
o ¥ ab 

-8gる18笠州叫dy
=「cp(y,t*) [g11 (y, y) -g21 (y, y) ]dy 
『゚中(y,X*) [gi 1（い）ーg2尺y,x)]dy
工

(':g"i1 (y,y) =l, gi1 (y, 0) =O 

=fOO¢(y,t*）国(y,x)-g21 (y,x)]dy~O 
“ 

(VX三0,Vt*） 

ゆえに 「た(b,t*)db~作(b,t*)db 
0 J 0 

化(b,t*)db は X の連続増加関数であり，
z゚6(t*）は (2.40)式をみたす解であるから，

zi(t*） ~za(t*) が成り立つ。

g; (y, z) は単調増加関数であるから，

z=g"i1 (y, b)とおくと

gi只y,b)~g21(y, b)⇔ gl (y, Z)~gz(Y, z) 

が成り立つので，定理1の条件は

g1(Y, z)~gz(Y, z)＝⇒吋(t*）ニzt(t*）
におきかえることもできる。

ついで ¢1(y,b)を固定して ¢(y,t*）につい

て2種類の ¢1(y, t*），か(y,t*）を考えてみよ

う。このとき

〔定理 3.〕か(y,t*) (i=l, 2)に対応する

最適値，すなわち (2.40)をみなす解を zb Ct*) 

(i=l,2)とするとき

l：中心， t*)dy~「如(y,t*)dy 
゜(V亨 0,Vt*）⇒zb(t*） ~Z5(t*) 

証明

叫，t*)=f言訳知(y,t*)dy 
(i= 1, 2) 

とおく。 y~x~O をみたす X, yに対して

O~g-1(y, z)ニ1,
また

ag-1(y,z) 

砂
<O 

g-l(y,y) =l, f：中1(y, t*) dy~ J:如(y,t*)dy
X 

であるから，以下が導かれる。

f)r1 (b, t*）一た(b,t*)]db=J:[J:~（戸

・中心，t＊）dy-IOO8g-1(y,b)如(y,t*)dy]db 
b ab 

＝［：伽(y,t*）玉(y,t*））[I:8g-1置：b
]dy+ J:（中心，t＊）一如(y,t*)) 

工

• [「og-1(y,b) — db]dy 
o ab 

=「⑮(y,t*）玉(y,t*))g-1(y,y)dy 
+゚ J: (¢1(Y, t*）→(y, t*))g-1(y, x)dy 
工

叶“（¢1(y, t*）一如(y,t*))dy+ 

「゚ 伽(y,t*）一如(y,t*))dy=O 
ス

したがって， zHt*）ニzi(t*）が与えられる。

〔定理 4.〕が(y,t*) に対応する最適値，す

なわち (2.40)式をみたす解を Zo(t*) とする

とき， z。（t*)は t*の増加関数である。

証明 まず需要量の分布関数が tの単調減少

関数であることを表すつぎの補題を示しておこ

う。

〔補題 1.〕 <l>(y, t) 
y 

= J:cp(x,t)心とおく

゜とき' <l>(y, t)~<l>(y, t-l) 

証明 cf> (x, 1) = cp (x)とおくとき，
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<I>（Y, t)＝「中(x,t)dx=「「中(x-Z,t-1)
0 - J OJ 0 

•cf>(z, l)dzdx 

= f:ct>(z,1) (J:ct>(x-z,t-l)dx)dz 

=「<I>（y-z,t-l)cp(z, l)dz 
゜

が成立するから

<I>（y,t)-<I>（y,t-l)＝「<I>（y-z,t-1) 

゜•cf>(z, l)dz-<I>(y, t-1) 

ニ<I>(y,t-1)「cf>(z,l)dz-<I>（Y, t-1) 
゜

=<I>（y,t-1)[f：中（z)dz-1]

~o 
y 

（補題 2.〕 R(y,t) = f:r(x, t)dxとおくと

゜き． R(v,t)~R(y, t-1)。

証明
ag-1(z,y) 
az― <O, limg-1(z,y) =O は明z→OO 

らかであるから〔補題 1.〕および定理2の証

明の途中の式を援用してつぎの不等式をうる。

R(y, t)-R(y, t-1)＝「［中(z,t)一中(z,t

゜-1)］dz+IOO［中（Z,t)一中(z,t-1)] 
y 

g-1(z,y)dz 

oo ag-1(z,y) 
=-l[<I> (z,t)-<I> (z,t-l)]~dz 
y az 

~o 
〔補題 1.〕,〔補題 2.〕 および（2.40)式

より

〔定理 4.〕 は明らかとなる。

注意 2節で g(b,X) について悶＞0,闘＞O

• ag ag 
と仮定したかー—こ0, ―ー~o の場合でも適当ab===V• ax 

に修正すれば本論文の諸性質は成り立つ。その

例として，需要が期首に集中してくる場合は 1

第 51巻第 5号

節で論じたが2節のモデルの特殊な場合と考え

8g 8g 
ると， g(b,x) =bとなり―>0, ー＝0 となab~ v, ax 

る。このときはぽ1(b,z) =Oとおけばよい。

したがって
d屯 {C(z,B,t}
dz2 
= (h+P)<J,(z, t), 

r(z,t)＝<p(Z, t) となる。需要が期末に集中し

てくる場合は g(b,x) =Oとなるが， g-1(b,z) = 

1とおけばよい。 g(b,X) が Xの非減少関数の

場合は tiltは唯一つとしては定まらないが，こ

のときは最小値を tiltとして定義すればよい。
ag--...,{¥ ag 

返品のある在庫モデルではー一こ0, ―:~O がab=v, ax 

成立しないが，これらを統一的に取扱うことは

今後の課題である。

むすび

発注点と発注量を同時に決める購入・販売在

庫モデルが一般的需要形態の場合に定式化さ

れ．このモデルが簡単な同値な特定モデルに変

換できることを示した。この考え方はより一般

的なモデルに適用可能であると思われる。
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