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種々の需要形態に関する統一的

在庫モデルの研究
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製品や材料などに関する在庫管理問題は， 発注あるいは生産関連費用と， 材料あるいは製品の在

庫のための諸費用， ならびに在庫不足にともなって生じる諸損失をいかに均衡させるか， あるいは

それらの総コストをいかに最小にするかの問題に帰着する。 このとき， さらに問題となるのは，そ

れらに含まれる諸変数のすべてが確定的ではなく， そのいくつかがそれぞれの状況に応じて確率的

に変化することである。

かっては， 上記の諸変数とその変化を含む諸種の決定が， それぞれに関与する担当者の経験と直

感に左右されていた。 しかし，戦後， OR技法の導入と発展にともない， 多くのモデルが研究・作

成され，状況に応じてその 1つを選択・活用することが可能になってきた。

本小論では， とくに購入・販売在庫モデルに関し， 多くの需要形態を含む統合モデルについて考

察し， 多くのモデルがもっとも単純な特定モデルに変換できること， したがって， その最適解を求

めることで， 他の複雑な需要形態のモデルの解析を行なうことなしに， その最適解に達しうること

を示す。

1. 単純な特定モデル (1)

単純な特定モデルの代表として， 発注コストを考慮する必要がなく， 需要が 1回きりと仮定でき

る場合の購入・販売在庫モデルを取りあげる。そして発注量は期首に即時的にみたされ， 需要はす

べて期首に払いだされるものと仮定する。確率的に変化するのは需要量だけである。

まず

x:前期からの繰越し在庫量

y:発注量（仮定によって期首に入荷）

z :期首在庫量

とおく。仮定によって

Z=  x+y (1.1) 

以下，需要変数 bが連続的と仮定できる場合とそうでない場合に分けて考察する。

1.1． 需要変数が連続的な場合

需要量 bは，仮定によって確定的ではない。このため在庫量 zが需要量 bより大かどうかは確
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図 1. 突発需要在庫モデルの在庫状態

率的であり，その大小に応じて在庫状態は図 1に示すように正か負のいずれかになる。

いま， zがbより大かどうかによって，保持される在庫量をつぎのように表わすことにする。

i 保持される在庫量

{ Z-b 
l1(b) = ゜

ii 不足する在庫量

I,(b) -1 
b゚-z 

また，諸コストを

c:購入コスト（単位当り）

b<zの場合

b~z の場合

b<zの場合

b~z の場合

h:在庫維持コスト（期当り，単位当り）

p: 品切れコスト（単位当り，また p~c)

とおき，さらに

<f>(b)；需要量の確率密度関数

とする。

(1. 2) 

(1. 3) 

このモデルでは，発注コストを無視することにしたから，期待総コストを E(C(z)）とすれば，

それは

E{C(z)} = cy+h J~ /1 (b)<fa(b)db+ p J~ /2(b)<fa(b)db 
゜

= C(z-X)＋hI。z(z-b)¢(b)I;b+p[OO(b-z)¢(b)db (1. 4) 

E{C(z))を最小にする zの値は， （1. 4) の Zに関する第 1次微分を 0とおくことによって求

めることができる。結果を整理すれば，つぎのようになる。

『*<j)(b)db=~ 

゜
p+h 

三 q (1. 5) 
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qは臨界比 (criticalratio) といわれる。なお， z*は zの最適値の意味である。

したがって，最適発注政策は，繰越し在庫量 X が与えられたとき， b~z* となる確率が q とな

るような z＊に関し

z* > x (z*-x 

z＊ニ x ならば，発注量＝ ｛。
1. 2． 需要変数が離散的な場合

需要変数が離散的であるから，期待総コスト E(C(z))は，さきの（1.4)に代わって

Z OO 

E{C(z)} = c(z-x) + h ~ (z-b)<fa(b) + p L]. (b-z)<fa(b) 
b一O b-z+l 

と表わされる。

このときの期待コスト最小化の条件は

E(C(z-1)}~ E(C(z)} 

E(C(z+l)}~ E(C(z)} 

であり，問題は，これをみたす zを求めることに帰着する。

ところが (1.7)から，容易に

E(C(z-1)}-E(C(z)} = p-c-(h+p) •Pr(b ~ z-1} 

を求めることができる。したがって (1.8)の条件は

Pr(b ~z-1} ニ
p-c 
p+h 

と書き代えてよい。

全く同じようにして，（1.9)の条件は

Pr{b ~ z}こP-C 
p+h 

と書くことができる。

したがって， zの最適値 z*は

Pr{b~z*-1)~~ 豆{b ~ z*) 

をみたさねばならない。

2. 単純な特定モデル (2)

(1. 6) 

(1. 7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1. 11) 

(1.12) 

(1.13) 

比較のための第 2のモデルとして， 需要は期を通じて一様に発生する場合を例にとる。 しかし，

他の条件は前の場合と同じとする。つまり， 発注は期首に行なわれ，発注量は即時的に入荷するも

のと仮定する。したがって期首の総在庫量 zは，前期からの繰越し在庫量 X と発注量 yの和で表
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わされる。

このモデルの在庫の状態は，仮定の諸条件から，図 2に示す 2つの場合になると考えてよい。
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b< zの場合

!＼b[z→時間(t)
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t1~t2• 
b>zの場合

図 2
 

一様需要・在庫モデルの在庫状態

期平均在庫量は，図のそれぞれの場合について

iの場合； I1(b) ＝Z--
b 
2 

iiの場合； I2(b)
z2 

2b 

となり，平均在庫不足量は

iの場合； /1(b)= 0 

iiの場合； Ilb)
(b-z)2 

= 2b 

(2. 1) 

(2.2) 

したがって， このモデルの期待総コスト E{C(z)}は，需要量 bを連続変数と仮定すれば

E{C(z)} -c(z-x)+h {{ (z-4)¢(b)db }+{五,P(b)db+p(~,P(b)db 

(2.3) 

と表わされる。

E{C(z)）を最小にする Z は，（2.3)の第 1次微分を 0とおいて求めることができるが，

整理すれば

結果を

f• </J(b)db+z* f 00 ¾ <JJ(b)db =戸:=q

゜
p+h 

z. 
(2.4) 

をみたす z*がそれである。

3. 需要形態の一般的モデル

1における需要形態は，突発需要で，それが期首に発生する例になっており， 2のそれは期を通じ

て一様に発生する場合である。

表わすモデルとして

そこでこれらを特殊な場合として含む一般的かつ総合的需要形態を
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Q(T) = z-g(b, T/t) 

を用いることにする。ここに

Q(T) ：時刻 T（~ t)における在庫量

z :期首在庫量

：発注間隔

b :期間 tにおける需要量

(3.1) 

g(b, x) : g(b, O) = 0, g(O, x) = 0, g(b, 1) = b となる X の微分可能な単調増加関数

(O~x~ 1) 

そこでわれわれの目的は， g(b,x)を需要形態を表わす 1つの統一モデルとして使用し，そのとき

の最適化条件を求め， 1, 2のモデルとの同値問題について考察することにある。 もちろん， この

点を除き，他の仮定や記号は 1, 2の場合と全く同じとする。以下，需要変数 bが連続的な場合と

離散的な場合に分けて考察しよう。

3. 1. 需要変数が連続的な場合

需要変数 bは連続的であるから，在庫の状態については，基本的には図 2と類似の 2つの場合に

ついて考えなければならない。 また，それで十分である。 ここに類似とは，図 2では一様需要とい

う仮定をおいていたことから在庫の時間的変化が直線的であったが， いまの場合は， このような仮

定をおいていないため，その時間的変化は必ずしも直線的とはいえないということである。

まず，平均在庫量と在庫不足量 11(b), I2(b)を求めることから始めよう。 T時点での在庫量は

(3. 1)で表わされるから， b~z, h>zの各々の場合について（図 2参照）， 11 (b), I2(b)はそれ

ぞれ以下のようになる。

i b~z の場合

1 t 1 1 

扇）＝了I。(z-g(b,T/t))dT = + (zt...:..t f。g(b,y)dy) = z-G(b, 1) 

応変数変換： y= T/t) 

ここに

X 

G(b, x) == f g(b, y)dy 

゜
l2(b) = 0 

ii b >z ~ 0の場合

1 ('l r / r m,.,, r m  1 r..  (tilt 
扇）＝7I。(z-g(b,T/t))dT=了 (zt1-tJ。g(b,y)dy)= z(『）-G(b,t1/t) 

ところが図 2のiiから， t1時点では

Q(t1) = z-g(b, t1/t) = 0 
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が成り立つ。 g(b,y)は yの単調増加関数であるから，（3.6)を t1/tについて解けば

t1/t = g-1(b, z) 

(3. 7)を (3.5) に代入して

/1(b) = zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)) 

また， I2(b)についても (3.7)を用いて

1 t 1 

I2(b)＝叫{g(b,T/t)-z)dT=［印t(g(b, y)-z)dy 

= (G(b, l)-G(b, t1/t))-z(l-t1/t) 

= G(b, 1)-G(b, g-1(b, z))-z(l-g-1(b, z)) 

以上をまとめると

i b~z の場合

/1(b) = z-G(b, 1) 

/2(b) = 0 

ii b>z~O の場合

/1(b) = zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)) 

I2(b) = G(b, l)-G(b, g→(b, z))-z(l-g-1(b, z)) 

(3. 7) 

(3.8) 

(3. 9) 

(3.10) 

(3.11) 

そこでこのモデルに関する期待総コストを求めよう。在庫維持費， ペナルティ・コストはそれぞ

れ h,P であるから

E{C(z)} = c(z-x) + h{{ [z-G(b, 1)] </)(b)db + f~ [zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)] cp(b)db} 

oo 

叫 [G(b,1)-G(b, g-1(b, z))-z(I-g-1(b, z)）］叩(b)db

z 

= c(z-x) +h { [z-G(b, 1)] <J>(b)db-p f~ [z-G(b, 1)] </>(b)db 

゜
00 

+ (h+ p) r-[zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))] <J>(b)db 
z 

(3. 12) 

したがって， E(G(z)）を最小にする条件は (3.12)を zで微分して 0とおくことによって求

めることができる。それは

心{『<j)(b)db+[z-G(z, 1)］り(z) -POOい(b)db-[z-G(z,1)] <j)(z) }-p{J~<j)(b)db-[z-G(z, l)]cp(z)} 

+ (h+p){f~[g-1(b, z)+z~ば'z) _ dG(b, gd-Z1(b,z)）]¢(b)db = 0 
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ここで関係式

g-1(z, z) = 1 

dG(b, g-1(b, z)) dg-1(b, z) 
= g(b, g-1(b, z)) 

dz dz 

z = g(b, g-1(b, z)) 

を用いて上式を整理すると

z o 

c-p+ (h+p){f。<f>(b)db+{g-1(b, z)<f>(b)db} = O 

がえられる。

(3. 13)は，さらに

『.<jJ(b)db+f~ g-1(b, z*)</>(b)db = fil == q 
o.,  z• p+h 

(3. 13) 

(3.14) 

と書くこともできる。 ここに z*は，（3.13)をみたす zの値が E(C(z)}を最小にする zの最適

値を意味する。このことは g(b,x)が X の単調増加関数であるから

dg-1(b, z) 
dz >O 

oo 

d2E{C(z)｝ dg-1(b, z) 
~=(h+p)J—z — cp(b)db ~ 0 (3. 15) 

となることから明らかである。

3. 2. 需要変数が離散的な場合

需要変数が離散的であるから， 期待総コスト E(C(z)）は， さきの（3.12) に代わって以下のよ

うに表わされる。

E{C(z)} = c(z-x) +h｛皇［z-G(b,l)]<J,(b)＋晶[zg-1(b,z)-G(b, g-1(b, z))] <J,(b)} 

+p晶[G(b,1)-G(b, g-1(b, z))-z(l-g-1(b, z))] <J,(b) 

z co 

= c(z-x) + h 2J [z-G(b, 1)] </)(b)-p 2J [z-G(b, 1)] </)(b) 
bー0 b-z+l 

+(h+p)b畠[z ・ g-1 (b, z) -G (b, g-1 (b, z)) ] </> (b) (3. 16) 

したがって，また

z+l oo 

E{C(z+l)} = c(z+I-x)+hLj [z+I-G(b, I)]cp(b)-p Lj [z+I-G(b, l)]cp(b) 
b=O b=z+2 

+(h+p)LJ [ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] ¢(b) 
b=z+2 
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{ Z = c+c(z-x)+h~ 2J [z-G(b, 1)]</>(b)+ [z+l-G(z+l, 1)]</>(z+l)＋匹(b)

-Pし鼠[z-G(b,1)］¢(b)＋盈1¢(b)-［z+1-G(z+1,1)］¢(z+1)}b=。 } 

b=O 

+(h+p)｛晶[(z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1)）］叩(b)-[(z+l) 

-G(z+l, 1)]</J(z+l)} 

oo 

= c+c(z-x) +h 2J [z-G(b, 1)] cp(b)-p 2J [z-G(b, 1)] </>(b) 
b=O b-z+l 

z 

+h昌¢(b)-p[1一昌¢(b)]

+(h+p)｛畠[(z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] ¢(b)} (3. 17) 

E(C(z+l))-E(C(z)) 

= C+(h+p)｛幻(b)+ bt1 [ [ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] 
b=O b=z+l 

-[ z g-1 (b, z) -G (b, g-1 (b, z))] ] </J (b)} -p 

条件 E(C(z+l)}-E(C(z) } ~o をみたすためには，（3.18)から

p-C 00 

h+p 
;;;;;~ <jJ(b) +~ ([ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+l))] 

b=O b-z+l 

-[zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)) ])¢(b) 

全く同様にして， E(C(z-1))-E(C(z) ） ~o をみたすためには

z-1 co 

L} </>(b)＋I] { [ zg-1 (b, z) -G (b, g-1 (b, z)) ] 
b=O b-z 

-[ (z-l)g-1(b, z-1)-G(b, g-1(b, z-1))])<jJ(b) ニ—[+-PC

そこで

z .. 

M(z) =匹（b)＋ 2]{ [ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] 
b=O b=z+l 

-[zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))]}<j)(b) 

とおくと，（3.19), (3. 20)から，コストを最小にする zの最適値 z＊は

M(z*-1) ニに；~M(z*) 

をみたさなければならない＊。

(3.18) 

(3'19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

* z*が最小値を与えることは (3.18)が zの増加関数であることから示される（第 2次差分＞ 0は 4.2に

おける aの証明の途中で示されている）．
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4. モデルの同値問題

変数 Zr,Z2, •••, Zmに関して 2つのシステムA, Bが同値であれば， Bのふるまい（behavior) を

調べることでAのふるまいを知ることができる。 このとき， BがAに比して簡単であれば好都合で

ある。そこで 3に述べた一般モデルと 1のモデルがそれぞれA, Bを表わすものと考え， その同値

関係について考えてみることにしよう。

ところが， A, Bのいずれについても制御可能な変数は期首在庫量 Zだけであり， zのシステム

への影響は期待総コスト E{C(z)）である。 したがって， われわれは E{C(z)｝について同値な関

係を捜すことが目的となる。以下， zが連続的な場合と離散的な場合に分けて考察する。

4. 1． 変数 zが連続的な場合

(1. 4) と (3.12)の E{C(z)}をそれぞれ以下のように書きあらためる。

z 

E1{C(z)} = c(z-x)+hf。(z-b)r(b)db+pf~ (b-z)r(b)db (4.1) 

z 

E2{C(z)} = c(z-x) +h { [z-G(b, 1)] <jJ(b)db-p f~ [z-G(b, 1)] <jJ(b)db 

゜00 

+(h+p)［国(b,z)-G(b, g-1(b, z)）］い(b)db (4. 2) 
z 

問題は， （4. 1) と (4.2)が同値になるよう r(b)を cp(b) と g(b,・）に依存して決めることであ

る。

(4. 1)の Z に関する第 1次微分，第 2次微分は

dEl{C(z)｝ Z OO ~ = c+hf。r(b)db-pf~ r(b)db 

d2丘{C(z)}
dz 

= (h+p)r(z) 

となり，（4.2)の Z に関する第 1次微分と第 2次微分は

dE誓~ = c-p+(h+p){f cp(b)db+ J:g-1(b,z)¢(b)db} 

oo 

d2凡 {C(z)} rz., _.._ (dg-1(b, z) 
~=(h+p)f ~— <j)(b)db 

z 

となる。したがって第 2次微分を等しいとおいて

r(z) = f.. dg-1(b, z) 
dz 

</>(b)db 
z 

がえられる。

ここで

a. r(z)は確率密度関数である。

b. (4. 3)を (4.1)に代入すれば (4.2)に等しくなる。
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ことを証明しておこう。

aの証明

i. rこ0は

dg→(b,z) 
dz 

~ 0, ¢(b)~o 

であるから明らかである。

oo 

ii. Io r(z)dz = [（IOO dg―羞!',-i2-¢ (b) db) dz 
z 

=f。~</>(b) (J。b dg羞!',-il-dz)db= f~g-1(b, b)</>(b)db 

oo 

= r-</>(b)db = 1 

゜
bの証明

(4.2)を変形すると

00 00 

釈 C(z)}= c(z-x) +h J。[z-G(b,1)] cp(b)db-(p+h) f~ { [z-G(b, 1)] 

+ [G(b, g-1(b, z))-zg-1(b, z) ])cp(b)db 

= c(z-x) +h(zー叫＋（h+p)J..［zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z) 
z 

+G(b, 1)-z] cp(b)db (4. 4) 

ここに

00 

μ2 = r-G(b, 1)い(b)db

゜
他方，（4.1) はつぎのように変形できる。

.. 
E1 {C(z)} = c(z-x) + h(z-μ1) + (h+ p) I (b—z)r(b)db IZ 
ここに

00 

μ1 = r-br(b)db 

゜
ところが関係式

dG(b, g-1(b,z)） dg-1(b, z) dg-1(b, z) 
= g(b, g-1(b, z)) ~ = z 

dz dz dz 

を用いると

f b~db= [G(y,g-1(y,b))( 
db 

db= [G(y, g-1(y, b))] = G(y, 1)-G(y, g-1(y, z)) 
z 

z 
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がえられる。

そこで (4.6)の第 3項に r(b)を代入して積分順序を交換し，（4.8)を用いると

oo oo oo 

(h+p) f z (b-z)r(b)db = (h+b) f z (b-z) (fb ~cp(y)dy) db 

= (h+p) f~ cp(y) (f (b-z)~ db) dy 
z z 

= (h+p) f~ ¢(y) { [G(y, g-1(y, b))(-z[g-1(y, b)]:}dy 

= (h+p) f~ (G(y, 1)-G(y, g-1(y, z))-z+zg-1(y, z))cp(y)dy 
z 

したがって (4.6)の第 3項は (4.4)の第 3項に一致する。

ついで

μl = ［OObr(b)db = ］/（I: dg羞也）―if,(y)dy)db 

oo oo 

=［ b(I dg;；y, b) ¢(y)dy)db = ［OO¢(y) (Iyb dg;；y, b) db) dy 

0 0 0 0 

= f~ </>(y) [G(y, g-1(y, b))]: dy = f~ G(y, l)</>(y)dy 
となるから，（5.6)の第 2項は (5.4)の第 2項に一致する。したがって bは証明された。

4.2． 変数 zが離散的な場合

(1. 7) と (3.16)の E(C(z)）をそれぞれ以下のように書きあらためる。

Z OO 
E1 (C(z)} = c(z-x) +h ~ (z-b) r(b) + p ~ (b-z)r(b) 

b=O b=z+l 

00 

E2 (C(z)) = c(z-x) +h 2} [z-G(b, 1)] ¢(b)-p 2} (z-G(b, 1)] </)(b) 
b=O b=z+l 

+(h+p)ぶ1[zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))] cp(b) 

(4.9) 

(4. 10) 

(4. 11) 

(4. 12) 

問題は 4.1におけると同じように，（4.11)と (4.12)が同値になるよう r(b)を ¢(b) と g(b,・）

に依存して決めることである。

(4.11) と (4.12)の第 1次差分を .JE1(C(z)},.JE2{C(z)} とすれば

z 

.JE1{C(z)} = c+(h+p) 2Jr(b)-p (4.13) 
b=O 

JE2 {C(z)} = c+ (h+ p)｛幻(b)＋凸[[ (z + I) g-1 (b, z + I) -G (b, g~ 1 (b, z + I)) ] 
b=O b=z+l 

-[zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))]] ¢(b)} -p (4.14) 

ついで (4.13), (4. 14)の差分，つまり (4.11)と (4.12)の第 2次差分をそれぞれ J2凡(C(z)},

A2E2(C(z)) とすれば，それは以下のようになる。
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がE1{C(z)}= AE1{C(z+l)}-JE1{C(z)} = (h+p)r(z+l) 

J2E2{C(z)} = AE2{C(z+l)}-AE2{C(z)} 

(4.15) 

= (h+ p) {G(z+ 1, 1)-z+ [zg-1(z+ 1, z)-G(z+ 1, g-1cz+ 1, z)）〕｝(j)(z+1) 

+ 2J <fJ(b) { [ (z+2)g-1(b, z+ 2)-G(b, g→(b, z+2))] 
b=z+2 

-2 [ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] 

+ [zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)）〕) (4. 16) 

したがって (4.13), (4.14)で Z=Oとおき， AE1{C(O)} =AE2{C(O)) とおくことによって

r(O) = </>(O) +~ [g-1(b, 1)-G(b, g-1(b, 1))] ef>(b) (4.17) 
IJ=l 

また， A2E1(C(z)) = A2E2(C(z)）とおいて

r(z+ 1) = (1-[ (z+ 1)-G(z+ 1, 1)-[zg-1(z+ 1, z)-G(z+ 1, g-1(z+ 1, z))] ])<p(z+ 1) 

00 

+ 2J </)(b) ([ (z+ 2)g-1(b, z+ 2)-G(b, g-1(b, z+ 2))] 
b=z+2 

-2 [ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] 

+ [zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))]} 

z = 0, 1, 2, ・・・

以上をまとめると

そこで

oo 

r(z) = </)(0)＋区 [g-1(b,1)-G(b, g-1(b, l))]cp(b), z = 0 
b=l 

r(z) = {1-z+G(z, 1)+ [(z-l)g-1(z, z-1)-G(z, g-1(z, z-1))]}</J(z) 

00 

+ 2] ¢(b) { [ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] 
b=z+l 

-2 [zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))] 

+ [ (z-l)g-1(b, z-1)-G(b, g-1(b, z-1))]} 

z = l,2, ・・・

a. r(z)は確率関数である。

b. (4. 18)・の r(z)を (4.11)に代入すれば (4.12)に等しくなる。

ことを証明しておこう。

aの証明

g(b,y)は yの単調増加関数で g(b,g-1(b, 1))=1 であるから

l 
g-l(b,l) 

g-1(b, 1)-G(b, g-1(b, 1)) = I [1-g(b,y)]dy > 0 

゜
b = 1, 2, ・・・ 
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g(b,y) 

I¥ 
I ヽ
I ヽ

＇ 
ヽ

i 1_ g(b,gー1(b,l)
I I 
I I 

I I 
I 

＇ ＇ ， I 

’’ 'I 
'I 
:/）  y 
t l - ＝gー1(b,l)
t 

したがって Z=Oに対する (5.18)より

z = l, 2,...... 

r(O) ~ 0 

のときは

J(b, z) = zg-1 (b, z) -G (b, g-1 (b, z)) (4.19) 

とおくと

I 
g-l(b,z) 

f(b, z) = I [z-g(b,y)]dy 

゜
(4.20) 

と表わすことができるから

[ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] -2 [zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))] 

+ [(z-l)g-1(b, z-1)-G(b, g-1(b, z-1))] 

= f(b, z+l)-2/(b, z)+f(b, z-1) = L12f(b, z-1) 

=I。g-l(b.「；~l-g(b, y)]dy-2 J。g-1(b.『~-g(b,y)Jdy+J。g-l(b.『；'._1-g(b, y) J dy 

= ｛I。g ―1(b. 『~+l-g(b, y)Jdy-f。gー1(b. 『~-g(b.y)Jdy} + c:,:.F五1-g(b,y)] dy 

-{J。g-l(b.［―;:_g(b,y)Jdy+r:::.『z-g(b,y)］ dy} ＋『-1(b.『；'._1-g(b, y) Jdy 
g (b.zー1) 0 

g-l(b,z),. gー1(b,z-1),,.gー1(b,z)
= ｛f dy-［ 叫ー］ ［z-g（b,y)］dy+]戸 (b.『；五1-g(b,y)] dy 

0 JO J J g-l(b,z-1) J gー1(b,z)

gー1Cb,z),.gー1Cb,z+l)

= -lgー1::.！＿ぐ1-g(b,y)]dy+I:ー1(b.!)Z+1-g(b,y)］dy

＝＝一 [g-1(b,z)-g-1(b,z-l)][z-1-g(b,(}1)] 

+ [g-1(b,z+l)-g-1(b,z)] [z+l-g(b,(}り］
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（で 積分の平均値の定理； gー1(b,z-1)く(}1< g-・1(b, Z)く(}2< g-1(b, z+l)) 

仮定によって g(b,y)は微分可能な yの単調増加関数であるから

z+l >g(b,(}2), g(b,(}1) > z-1, g-1(b, z+ 1) > g-1(b, z) > g-1(b, z-1) 

となり

,d2J(z-I) =J(z+l)-2J(z)+J(z-l) >O 

となる。すなわち J(z)は zの凸関数である。

さらに

1-z+G(z, 1) + [(z-l)g-1(z, z-1)-G(z, g-1(z, z-1))] 

1 ー1g-•cz,zー1)

=J。g(z,y)dy-J: -~-~-(;, y)dy+ (z-1) [g-1(z, z-1)-1] 
゜

= f_-i,~ !~~• y)dy+ (z-1) [g-1(z, z-1)-1] 
gー1(z,zー1)

= [1-g-1(z, z-l)]g(z,(}3)-(z-l) [1-g→(z, z-1)] 

（ただし g→(z, z-1)く(}3<1) 

= [1-g→(z, z-1)] [g(z,(}3)-(z-l)] > 0 C-: g(z,(}s)>z-1) 

となり， </>(z)~ 0, (z~ 0) より r(z)~o. (z~o) となる。

oo 

~r(z) = 1 の証明
zーO

(4.18), (4.19)より

00 00 

I] r(z) = cp(O)＋I] [g-1(b, 1)-G(b, g-1(b, 1))] cp(b) 
z=O b=l 

oo oo 

+ 2] <j)(z)＋2] {G(z, 1)-z+ [ (z-l)g-1(z, z-1)-G(z, g-1cz, z-1)) ])</)(z) 
z=l z=l 

03 00 

+ 2J 2J (f(b,z+l)-2/(b,z)+f(b,z-1))</)(b) 
z=l bcz+l 

oo oo oo 

＝2J <f>(z)＋2J J(b, l)<f>(b)＋2J [J(b, b-1)-f(b, b)] </>(b) 
z=O b=l bー1

..。。
+ ~ ~ (J(b, z+l)-2/(b, z)+J(b, z-1))</J(b) 

z=l b=z+l 

(4.21)の第 4項のエの順序を交換すると

oo bー1

2J <f,(b)2J {/(b,z+l)-2/(b,z)+/(b,z-l)} 
b=2 z=l 

=~ <j)(b) ([J(b, 2)-2/(b, 1) + J(b, O)] + [J(b, 3)-2/(b, 2) + J(b, 1)] 
b=2 

+ [J(b, 4)-2/(b, 3) +J(b, 2)] +… 
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+ [J(b, b-I)-2/(b, b-2)+/(b, b-3)] 

+ [J(b, b)-2/(b, b-I)+J(b, b-2)]} 

= I] cp(b) {/(b, b)-f(b, b-I)-J(b, 1)} 
b=2 

= ~ </>(b) {/(b, b)-f(b, b-l)-f(b, l)} 
b=l 

(": f(b, O) = O) 

したがって (4.21)の第 2項，第 3項および第 4項の和は 0となる。

00 00 

2J r(z)＝こ渇(z)= 1 
z=O z=O 

bの証明

(4. 11), (4. 12)をつぎのように変形する。

oo oo 

E1(C(z)} = c(z-x)+h2J (z-b)r(b)+(h+p)2J (b-z)r(b) 
b=O b=z+l 

00 

= c(z-x) +h(z-μ1) + (h+p)~ (b-z)r(b) 
b=z+l 

00 00 

E2{C(z)} = c(z-x)+hLJ [z-G(b, I)]</>(b)-(h+p)LJ [z-G(b, 1)] </>(b) 
b=O b=z+l 

+(h+p)母1[zg-1(b,z)-G(b,g-1(b,z))]cp(b) 

= c(z-x) +h(z-μり

00 

(4.22) 

(4.23) 

+(h+p) ~ [zg-1(b,z)-G(b,g-1(b,z))+G(b,l)-z)]¢(b) (4.24) 
b=Z+1 

このとき (4.18), (4. 19)から

ここで

oo oo 

2J (b-z)r(b)＝ 2J (b-z) [1 + f(b, b-1)-f(b, b)] </>(b) 
b=z+l b=z+l 

00 00 

＋晶(b-z)｛晶cp(y)[J(y, b+ 1)-2/(y, b）十f(y,b-叫
= [1-/(z+ 1, z)-f(z+ 1, z+ 1)] cp(z+ 1) 

00 

+ 2] (b-z) [1+ f(b, b-1)-f(b, b)] cp(b) 
b=z+2 

00 ツー1

+ L} <f>(y)L} (b-z) [J(y, b+l)-2J(y, b)+J(y, b-1)] 
ッ=z+2 b=z+l 

ツー1

L] (b-z) [J(y, b+l)-2J(y, b)+J(y, b-1)] 
b=z+l 

= [f(y, z+2)-2f(y, z+l) +J(y, z)]+2[/(y, z+3)-2f(y, z+2)+f(y, z+l)] 

+3 [f(y, z+4)-2f(y, z+3) + J(y, z+2) +… 

+ (y-l-z) [f(y, y)-2/(y, y-l)+J(y, y-2)] 
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= J(y, z) + (z-y)J(y, y-1}+ (y-1-z)J(y, y) 

となるから，（4.24)は

t (b-z)r(b) = [I+J(z+I,z)-J(z+I,z+l)]<fa(z+I) 
b-z+l 

00 

+ L] (y-z)[l+f(y,y-1)-f(y,y)]</J(y) 
,-z+2 

+ L] </)(y) ]f(y, z) + (z-y)f(y, y-1) + (y-z-1)/(y, y)] 
ツーz+2

= [1 + J(z+ 1, z)-f(z+ 1, z+ 1)] <f>(z+ 1)＋ Li <f>(y) [J(y, z) +y-z-f(y, y)] 
ッ=z+2

00 

= 2J if>(y) [J(y, z) + y-z-J(y, y)] 
ツーz+l

= ~ cp(y) [zg-1(y, z)-G(y, g-1(y, z)) +G(y, 1)-z] 
yaz+l 

(•. • J(y,y) = y-G(y, 1)) 

(4.26) 

となる。 このことは，（4.24)の第 3項と (4.25)の第 3項が等しいことを示すものである。

ついで (4.26)で Z=Oとおいてみよう。

. .....  OO 

~ br(b) =~ <f,(y) [ G(y, 1)-G(y, O)] =~ G(y, l)<f,(y) =~ G(y, l)<f,(y) 
bー1 ,-1 ッ-1,ー0

(•. • g-l(y, Q) = Q 1 G(O, 1) = f g(O, y)dy = 0) 

゜
したがって

00 00 00 

μ1 = LJ br(b)＝LJ br(b)＝LJ G(y, l)<f>(y) = μ2 
b-0 bー1'Y=O

これは (5.24)の第 2項と (5.25)の第 3項が等しいことを示すものである。よって bが証明され

た。

最後に， 需要変数が連続の場合の期待総コストを最小にする z*の若干の性質について述べてお

こう。期待総コストを最小にする z＊は

l。~ r(b)db=]。z• (I:dg-1ば'hl</>(y)dy)db~ q (4.27) 

をみたす z*によって与えられるが， (4. 27)の r(b) は <p(y) と g-l(y,b)に依存する。 そこで

</J(y)を固定して g-l(y,b)について二種類の gi"l(y,b), g;:l(y, b)を考えることにする。 このとき

〔性質 1〕 釘1(y,b) (i=l, 2)に対応する最適値，すなわち (4.27)をみたす解を zt(i=l,2) と

すると

g11(y, b) ~ g21(y, b) ⇒ zt ~ zf 
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が成り立つ。

証明

oo 

dg,1(Y, b) 
r1(b) = J ~ <JJ(y)dy (i = 1, 2) 

db 
b 

とおくと

“Z  OO OO 

l。[r,(b)-r,(b)]db-JO u, ~ば'/J)_ if>(y)dy-J • ~ if>(y)dy }db 

= f </J(y) [f (~鸞， b） _dg；塩’b))叫 dy
0 0 

+J..¢(y) ［［ (dg鸞，b）_dg2;;,b）怜］dy

“°  

= { </J(y) [g1-l(y, y)-g沢Y,y)] dy+ 1: </J(y) [g沢Y,x)-g~1(Y, x)] dy 

c-: g,t(y, y) = 1, g戸(y,0) = O) 

= J oo <I>（y) (g11(y, x)-g21(y, x) [dy ~ 0 (vx~ O) 
工'

『r1(b)db~「r2(b)db
0 0 

):゚r1 (b)db 

I ／ 

Yx「「]/y=x

1 

G 

I ／！ ／！ ＼ 

¥。:r2(b)db

X →b IY 
＊ z ＊ 

X 

z 1 2 

r r1(b)db は X の連続増加関数であり， zt は（4.27) をみたす解であるから， zt~zf が成り

゜立つ。

gi(y,z)は単調増加関数であるから， Z=g,1(y, b) とおくと

gi"l(y, b) ~ g汽Y,b) ¢⇒ g1(Y, z) ~ g2(Y, z) 

が成立するので，性質 1の条件は

g1(Y,Z)~gi(y,z) ⇒ zf~z杏

に置き代えることもできる。
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ついで g-l(y,b)を固定して ¢(y)について 2種類の ¢1(Y)，伽(y)を考えてみよう。このとき

〔性質幻 ¢;(y) (i=l, 2)に対応する最適値，すなわち (4.27)をみたす解を zr(i=l,2) とする

とき

証明

I。]1(Y)dy~『似y)dy
゜

00 

ri(b) -I dg-1(y, b) 
db 

b 

</>,(y)dy 

(vx~o) ⇒ zt ~z; 

(i = 1, 2) 

とおく。 y~ ぷ~o をみたす x, yに対して

Q ~ g-1 (y, X) ~ 1 

また

g-l(y, y) = 1 

I：似y)dy礼OO似y)dy

であるから，以下が導かれる。

〔［r,(b)-r,(b)Jdb-([(~) がy)dy-(~) 糾y)dy] db 

=l〗知）―糾y))[{~db] dy+ r (1>,(y)-<f>,(y)) [J。“tf~db] dy 

=f。“（似y）玉(y))g-1(y,y)dy+ 1: (</Ji(Y)玉 (y))g-1(y,x)dy 

“ 

吋“（似y）ーがy)dy+f（似y）玉(y))dy-0 

°“  
したがって， zfニz了がえられる。

5． 需要形態の具体的•特殊型

これまでに用いてきた需要形態を表わす関数 g(b,T/t)は， T/tに関して微分可能な単調増加関

数という条件を付しただけであった。そこでこれを若干具体的にしてや冗ゲとおいてみよう。 も

ちろん，これが上記の条件をみたすことは明らかである。このとき (3.1)は

Q(T) = zー戸町i

と表わせる。

(5. 1) 

(5.1)はナダーによって紹介されているモデルと同じであるが， これによれば需要形態は指標n

によって完全に決定される。そこで図 3に nの相違による在庫量 Q(T)の変動を示しておこう。
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nn---------------←-------------------

I 

゜
2t 

゜
2t 

゜
2t → T 

'{ n= 0 

， 需要期末に集中

ii { n=-½- lll { n= 1 

一様需要

-／----／----ロ--------u[J［----------

゜
2t 

゜
2t → T 

IV { n= 2 

図 3

v { n=CX) 
需要期首に集中

各種の需要形態

とくに n= 0, 1, oo の場合は，それぞれ

n = 0 の場合

n = I の場合

n = oo の場合

Q(T) = z 

Q(T) = z-b~ 
T 
t 

Q(T) = z-b 

となって，期末に需要集中，一様需要，期首に需要集中の場合に相当する。また， nにこれらの中

間の値を指定すれば， 図3にそのいくつかを例示しているように， 上記の場合と異なった需要の変

化形態を示す。（5.1)によって，考えられる需要形態の大半が表わされる。

まず， 需要変数が連続的な場合と離散的な場合に分けて， 上記のモデルが，さきに考察した一般

モデルのどのような特殊型になっているかを示しておこう。

平均在庫量と平均不足量

g(b, T/t) ={Y町

であるから
ッ ツ 1

G(b, y) = f g(b, z)dz =bf zfidz = 
n 1+L 

n+l 
by n 

0 0 

また， z= g(b, t1/t)から ((3.6)より）

(5.2) 

-tl_t “
 

――
 z

_
t
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(¾-) = g-1(b, z) =（打 (5.3)

したがって

G(b, g~1(b, z)) = G(b, (tr)＝叶召{(f)ii戸＝ n＋1 け）1＋” (5.4) 

G(b, 1) 
n 

, n+1 b (5.5) 

以上を (3.10), (3. U)に用いて

i b~z の場合

I2(b) = z-G(b, 1) = z―n:l b 

I2(b) = 0 

ii b>Zこ0 の場合

/1(b) = zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)) = z(f)”―n+1(t)n+1 

z(z/b)n 
n+l 

J2(b) = G(b, 1)-G(b, g-1(b, z))-z(l-g-1(b, z)) 

nb+z(z/b)n 
= -Z  

n+l 

需要変数が連続的な場合

(5. 2)-(5. 7)を (3.12), (4. 14)に用いれば期待総コスト E(C(z)）は

E{C(z)} -c(z-x)+h間(z―IT,,b) cf>(b)db 

＋［口）”q¥(b)db}+{［叫昇b)” →]q¥(b)db

となり，期待総コストを最小にする最適値 z＊を決定する式は

f* </>(b)db+z*n f 00 知（b)db= ；—+；==q 
0.z• 

となる。

(5. 6)-(5. 9)は文献2の諸結果と一致している。

需要変数が離散的な場合

zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z)) = 
z(z/b)n 
n+l 

であるから
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[ (z+ l)g-1(b, z+ 1)-G(b, g-1(b, z+ 1))] -[zg-1(b, z)-G(b, g-1(b, z))] 

(z+ l)n・l-1_ z•Hl 
(n+l)が

(5. 10) 

(5. 2),.._, (5. 7)，および (5.10)を (3.17), (3. 21)および (3.22)に用いると，期待総コストおよ

び期待総コストを最小にする最適値 z*のみたすべき式は，それぞれ以下の (5.11), (5. 12) で与

えられる。

E(C(z)) = c(z-x)+h{~ (z-T¾-nb) ¢(b)＋ヱ~ z(z/b)n 
bー。 1+n b=Z+1 1+n 

¢(b)} 

~ 1 nb+z(z/b)n 
b=Z+1[ 1+n ―z] </>(b) +p 2j (5. 11) 

Mn(z*-l)~~~M11(z*) (5, 12) 

ここに

z 

Mn(Z)＝塁(b)+
(z+l)n+l_zn+l.;, </J(b) 
-- -こ]--

b=。 1+ n b::zil が
(5.13) 

(5. 11),...,_, (5. 13)は文献 2の結果と一致している。

以上によって，ナダー・モデルは図 3に示せるように需要形態がかなりの範囲をカバーできる具

体的モデルであること， しかしそれは (3.1) に含まれる特殊型であることが明らかになる。

同値問題

以上にえられた結果を考慮し，同値問題について，一般モデルの特殊型を求めておこう。

g(b, T/b) = {?/T万

であるから，同値問題で重要な量である確率密度関数 r(b)（離散型の場合は確率関数）は，確率密

度関数 ¢(b) （離散型の場合は確率関数） と需要形態を定める指標 nに依存して決めることになる

ので r(b)を rn(b) と書くことにする。

変数 zが連続的な場合

一般モデルでは， 同値関係は (4.3)で与えられた。ところが (4.3)の g-1(b,z)はさきに求め

た (z/b)” に等しいから，これを (4.3)に代入すると

00 

r,i(z) = nzn-1 r-b-ncp(b)db 
z 

となり，総期待コストを最小にする z*は

『＊凡(b)db= q 

゜
をみたす z*で与えられる。

(5. 14) 

(5.15) 
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(5. 14) は文献 2の結果に一致している。

変数 zが離散的な場合

(5. 3), 5. 4), (5. 7)を (4.18)に代入すると

</> (O)＋こ
oo ¢(b) 

b=1てn+1)0”-, Z=O 

rn (z) = [1-Zn+1-（z-1)n+1.. （z+1)n+1+ （z-1)n+1-2zn+1 ~]q>(z)+b五[ ]<t>Cb) 

z = 1, 2, ・・・

(5.16) 

となり，総期待コストを最小にする z*は，

岱 (b)；；；:；疇ir,, (b) (5.17) 

をみたす z*で与えられる。文献 2では， r,,(z)が確率関数であること，ならびに同値性については

証明を与えていないが，これらについては一般モデルを用いてすでに 4.2で証明ずみである。

つぎに一般的モデルで述べた最適値 z*の性質はどのように表現されるか調べてみよう。 この場

合， gー1(b,z) = (z/b)nであるから，条件 gj_"I(y,b) ~ g以y,b)は(%flげ）四仁匹 ~n2 にお
y こ

きかえられ，

〔性質 3〕 需要形態を決定する指標 n;(i= 1, 2) に対応する最適値，すなわち (5.17)をみたす

解を zf(i= 1, 2) とすると，

n1 ~ nz ⇒ zr ~ z; 

をうる。〔性質 2〕はそのままの形で成り立つ

なお，ナダー・モデルと需要形態の一般的モデルの中間的モデルとして， g(b,T/t) = bg(T/t)の

場合も考えられる。このとき (3.1) は

Q(T) = z-bg(T/t) (5. 18) 

と表わせる＊。この場合の在庫問題は一般モデルの特殊型として解決される。このときの在庫問題を

決定する重要な諸量を列記しておこう（一般モデルに対応する式の番号に＇を付しておく）。

平均在庫量と平均不足量

i b~z の場合

/1(b) = z-bG(l) 

ここに

(3. 2)' 

＊需要形態の一般モデルは g(b,T/t)であった。 bg(T/t)はその特殊型であるが， ナダー・モデル陀E万
はさらにその特殊タイプである。
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G(x)二『g(y)dy

゜
I2(b) = 0 

ii b>z~O の場合

/1(b) = zg-1(t) -bGい(t))

I2(b) = b[ G(l)-Gい(t)）］→[1-g-1(i)］ 

需要変数 zが連続的な場合

Z OO 

E(C(z)) = c(z-x)+hJ0 [z-bG(I)]<jJ(b)db-p Jz [z-bG(I)]<jJ(b)db 

(3.3)' 

(3. 4)' 

(3. 11)' 

+ (h+p) f z [ zg-1 (f)-bGい(f))]<t>(b)db (3.12)' 

(cf,(b)db+ (g-'(-i,-),J,(b)db ~ q (3. 14)' 

r(z) = f 00羞g-1位）<J>(b)db (4. 3)' 
z 

需要変数 zが離散的な場合

oo 

E{C(z)} = c(z-x) +h ~ [z-bG(l)] ¢(b)-p ~ [z-bG(l)] ¢(b) 
b=O b=z+l 

+(h+p)阜[zg-1 (f)-bGい(f))]¢Cb) (3. 16)' 

M(z) = ta</)(b）＋皐{[ (z+ l)g-1（で）ーbGい(zい））］

-[zg→(f)-bG（噂））］｝¢(b) (3. 21)' 

r(z) = ¢(0) +自［パi)-b庫(¾))]¢Cb), z = o 

= {1-z+zG(l) + [ (z-l)g-1(~)-zG(g-1(~)) ]} ¢(z) 

＋虚1¢ (b) { [ (z + l) g-1げ）ーbG(g→（デ））］

-2[zr1(f)-bG(g-1(f)) ]+[ (z-l)g→(-Y-)-bG(g→(-Y-))]}' 

z = I, 2, ・・・ (4.18)' 
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むすび

以上によって， ナダー・モデルを含む需要形態のより一般的モデル， つまり条件をよりゆるやか

にしたモデルが， もっとも単純なモデルと同値な関係をもつよう r(z)を定めた。 したがって多く

の他のモデルについても， この r(z)を通じて最適解を求めることができる。諸賢の御批判， 御助

言を乞う次第である。
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