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補 節

はしがき

新古典脈成長モデルでは，固定的貯蓄率のも

とで，自律的に， indefinitelyに成長する産出

量経路が考察されるのであるが，そこでは，経

済の軌道を，すすんで望ましい方向に調整して

いく意図と手段が欠如している。しかし，経済

成長の軌道は，経済が生み出す消費のための財

貨・サービスによる欲望充足の度合を最大なら

しめるという目標をもっとも有効に遂行しう

るように，時々刻々に修正されるのでなければ

ならない。ラムゼイによって最初の定式化が与

えられた最適成長論では，上のような目標を達

成するための手段として考えられる変数を組み

込んだ成長モデルの検討が中心課題となってい

る。最適成長モデルについては，すでに多くの

理論家によって種々のタイプのものが提出さ

れ，それぞれの型のモデルの性質も細部にわた

って追求されているのであるが，それらの研究

の共通の基礎となっている考え方は次のように

要約されるであろう。

与えられた計画期間（有限あるいは無限の）

にわたってえられる消費がもたらす効用（アロ

ー・クルツ〔2〕は， 幸福感 (felicity)とい

う言葉でよんでいる）の積分値を最大にする

ような成長の時間経路を最適成長経路（軌道）

という。このような軌道を探り出し，経済をそ

れに沿って運行させるための手段は，生産技術

が与えられているかぎり，貯蓄率または消費に

求められざるをえない。通常の最適成長モデル

の定式化においては，消費が手段変数 (instr-

ument variable)として採用されるのである。

最適成長理論は，可変的貯蓄率のもとで，時

をつうじての効用の総計を最大にする成長経路

を求めるものであり，新古典派成長理論に比べ
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経済学研究

て進んだ問題意識と意図をもつことがあきらか

である。またそれは，以下にみるように，問題

の解決のための数学的用具として変分法，とく

に最大値原理の援用を必要とする。にもかかわ

らず，最適成長理論において求められる最適均

衡解が，新古典源成長理論の枠内で，つとに発

見されていた黄金律経路に一致することはとく

に注目に値するであろう。

最適成長理論の定式化にあたって採用される

多くの前提のなかでもっとも基本的とおもわれ

るのは，資本財（必ずしも有形なものにかぎら

ない）の性質に関するものである。それらは，

(a)可型性の前提，（b)同質性の前提，および

(c) 量的減価の前提の三つである 1)。 これら

のうち，本稿でとくに検討の対象とするのは，

第1の前提すなわち資本財の可塑性である。そ

れは，次のようなことを意味する。特定の形態

の資本ストックとしてすでに存在するいかなる

財も，必要に応じて，即時的に無費用で他の形

態の資本設備につくりかえることが可能であ

る。また，すでに資本設備のかたちをとってい

る財なただちに消費用途に転用することが可

能である。この前提そのものは，全く非現実的

な内容のものであることはいうまでもない。し

かし，このことは成長を続ける現実の経済にお

いては，一見して考えられるほどに空想的な事

態をあらわしてはいないことに注意すべきであ

1) これらの三つの前提は，ミードがかつて掲げた，

(1)機械の完全可塑性の前提 (theassumption 

of perfect malleability), (2)生産における，

資本財と消費財の完全代替性の前提 (theassu-

mption of perfect substitutability in produ-

ction between capital goods and consumption 

goods)，および (3)蒸発による減価の前提 (the

assumption of depreciation by evaporation) 

にそれぞれ対応している。（ミード [5J,pp. 6-7 

参照）

第 40巻第2号

る。成長経済においては，生産物と資本ストッ

クの最適な再配分が絶えずおこなわれると考え

たとしても，生産の拡大に支えられているため

に，既存設備の取りこわしは，必ずしも必要と

はならないであろう。すなわち現実における再

配分は，生産物だけを対象としておこなわれれ

ば十分であって，資本設備の転用を必要とする

ことはほとんどないと考えられる四

いずれにせよ，資本設備の可塑性，あるいは

投資の可逆性の前提のもとに構成された最適成

長経路はそのような前提をとり去った場合

に，なんらかの修正をうけるであろうことは容

易に想像されるであろう 。本稿では，前半で最

適成長経路の存在と一意性について検討する

が，後半において投資の非可逆性のもとでの最

適成長の軌道がどのようなものであるかを考察

する。

,. 効用関数と異時点消費

効用関数 すでに述べた三つの前提を満す単

ーの財貨だけが存在する経済を想定し，そのよ

うな経済における社会的効用がどのように表示

されるかを考えよう。まず，この経済は，その

外部に対して実物資本の売買や移転を一切おこ

なわないという意味で完全に閉鎖的である。こ

のことは，資本ストックが時間の連続関数であ

ることを意味する。また，人口は，固定的比率

で指数的に増大すると仮定される。生産のため

に投入することが可能な労働は，つねに人口の

一定割合として示され，これが労働の供給をあ

らわすとする。しかも，供給される労働の全量

が，生産のために利用されることが前提され，

その意味で経済は完全雇用の状態を保持すると

考えられる。

2) アロー・クルツ〔2〕， pp.60-62を参照。
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最適経済成長と非可逆的投資

1人あたり効用の時間率を Uで示す。Uは，

実物単位で表示された 1人あたり消費Cの実数

値関数であるとする。すなわち，

U=U（c) cc> o) 

と書かれる。効用関数 Uは， c>Oで定義され

ており， 1人あたり消費匂ま，時間の関数であ

るとされる。すなわち，

c = c(t) (t ~ O) 

ここで tは，時間を示しており，その値は非負

であるとする。 このように， 本稿全体を通じ

て， 経済量はすべて実物で表示され， それら

は，時間 t（~o）の関数である 。 しかし，必要

u = Ac1- • cc> o) ・・・・・・(1.1) 

と書かれる。ただし， C←＇は正であるので，効

用関数の定義から， O<a<lであれば A>O

であり， a>lのときはA<Oとなっていな

ければならない。

効用関数 (1.1) のもつ性質のうち， 重要な

ものを次に列挙しておく。（a)効用関数 Uは，

Cについて 2回連続微分可能な狭義単調増加凹

関数である。これは，記号をもちいて，

U’ 三三
d -
一de 
U(c) > 0 

d U'' = ~ U'（み <O
de 

・・・・・・(1.2) 

・・・・・・(1.3) 

な場合以外は変数としての時間 tは省略して記 と示される。 (b) C→0のとき限界効用は無限

すことにする。 大となる。また， C→OO のとき限界効用はゼロ

われわれは， 効用関数 Uの性質として次の に近づく。すなわち，

ことを前提する。「Uは， 6芸 1なるある正定数

11(> 0)に対して， 変数6のl-11次の同次関

数である。ただし，0<11<1ならば U2:; 0, 

11 > lならば U<Oであるとする。」この定義

ば Uが二つ以上の変数の関数である場合にも

適用できるという点で一般性をもっている。し

かも，以下に示すように， 1変数の場合は，関

数Uの具体的なかたちと性質は，すべてこの定

義から導びかれるのである。

まず， CとUの任意に固定された値を C。,U。

とし， U。＝ U（ら）が成立するとする。同次関

数の性資から，

U=U（ら）に）二与c,-6
C。 c。

となる。これは，基準となるら(>O)のとり方

に関係なく成立するから，効用関数のかたちは

確定することになる。すなわち， Aを定数とし

て

limU'(c) = oo, limU'(c) = 0 
C→0 C→OO 

・・・・・・(1.4) 

(c) 1人あたり消費についての効用の弾力性は，

1-6であり，限界効用の弾力性は一6である。

これら (a), (b)および（c)の性質は， 本稿

全体をつうじて採用される効用関数についてつ

ねに成立すると想定しよう。

2, 3の基礎概念 最適成長問題の技術的枠

組みのために必要な 2,3の基礎概念について

ふれよう。まず，ここでは計画期間または経済

的視野 (economichorizon)は無限であると

する。つまり，計画される時間区間は (0, oo) 

であり，そのような計画は無限計画とよばれ

るケースである。 次に， 時間割引率 (time

discount rate) Iま， 正の定数として外生的に

与えられると考える。また，社会的効用全体を

あらわすのに， 1人あたり消費からの効用と人
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経済学研究

口との積をもちいる。このことにより，社会的

効用全体は， 1人あたり効用が一定であって

も，人口の増加とともに増大することがわかる

（アロー・クルツ〔2〕， pp,13-4参照）。こ

れまでに示した前提のもとで，与えられた生産

技術を利用して経済が成長を続けるとき，その

成長径路が最適であるとは，次のように定義さ

れる積分値が最大になることを意味する。

「PU(c)e-Pldt
゜

・・・・・・(1.5) 

ここで， t（:?.0)は時間を， p(>0)は時間割引

率を， Pは人口をそれぞれあらわしている。た

だし人口Pは，

P= P。炉（冗＞ 0，P。>O)

・・・・・・(1.6) 

と示される。つまり，人口Piま，初期値 P。か

ら出発して時間とともに， 正定数 T の割合で

成長する。

異時点消費の限界代替率・消費利子率経済

成長経路の最適性について考察するための準備

として，時点を異にする消費が，特定の効用関

数と時間割引率のもとで無差別となるような限

界的交換比率が何であるかを考えよう。この比

率は， 異時点消費の限界代替率 (intertem-

poral consumption marginal rate of 

substitution)とよばれる。また， このような

意味で無差別な効用を与える消費増分の成長率

を定義し， それを消費利子率 (consumption

rate of interest)と名づける。本稿では，い

うまでもなく終始連続分析の方法が採用される

が，本節の以下の部分にかぎって，期間分析に

もとづく説明を付加することにする。これは，

基礎概念の導入にさいしての理解の便宜に供す

るためにすぎない。最初に，期間分析にもとづ

第40巻第2号

く説明をおこなう。

期間分析では経済量はすべて離散的時間

t(= 0, 1, 2,……)の関数として示される。たと

えば， 1人あたり消費ciま， この場合 6、(>O)
(t = 0, 1, 2,……）と書く。ただ， 定数として

の時間割引率（時間選好率） p(>O)だけは，

混同のおそれがないと考えて，期間分析と連続

分析の両方をつうじて同一の記号をもちいる。

t。を現在期間， t1を比較期間とすれば， tl>t。

であり， tl―t。は自然数である。期間t。と hの

1人あたり消費は， c,o,c11と示される。ら。，ふ
が， それぞれ 4c。,4c1だけ変化するならば

t。,h の2期間の消費のもたらす効用は，それ

にともなって変動するであろう。これらの効用

変化が，時間割引を考慮したうえで相互に無差

別になるためには，次の関係が成立しなければ

ならない。

U(c,o +.dco) -U(c,o) = (-d)“―to 
l+p 

(U（ふ＋4c1)-U（ふ））

この関係は現在期間の消費の増加（あるいは

減少） 4c。と将来期間の消費の減少（増加） 4cl 

が等価になるための条件であると解釈される。

上式から求められる異期間における消費変動の

交換率の極限を，異期間消費の限界代替率とよ

び， M、Oil で示すことにする。すなわち，

M,0,1 = lim 
4cl 

砂 0瓦

となる。

4CI→n 

=lim 
(U@。＋4c。)-U（石。））／4c。

(U（ふ＋4c1)-U(；u)）／4cl

＝ 

4CO→O 
cヽl→O

X (l+p)tl-tO 

U'（石。）
U'(cn) 
(l+p)tl-to 

ここで，期間 t。,t1の消費水準が与えられて
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最適経済成長と非可逆的投資

いるとき， 4c。と 4c1との間に．一定の割引率

（利子率といってもよい）があると考えれば，

それはどのような大きさのものであるかをしら

べよう 。 この割引率の極限を消費利子率と称

し， Rtou と書くことにする。 その定義から，

lim 
4cl 

4co→04c。ー＝ （1＋Rtou)tl-t° =MtOtl 
JCI→O 

1 
11-10 

R,011 =M1~11· -1 

となる。とくに， t,=t。+1ならば， RtoIl=Mtot1

-1となることがわかる。このように定義され

る消費利子率は，期間 t。,t1のそれぞれにおけ

る消費水準 Cto，心に依存しており， したがっ

て限界効用逓減の影響を直接受けるものである

ことに注意すべきである。

連続分析の場合上に述べたのと同一の問題

を連続分析の場合について説明しよう 。二つ

の時点 t。,t1のおのおのにおける消費の変化

Jc(O), Jc(l)がもたらす効用率の差が等しく

なるという条件は次のように書かれる。

U(c(t。)＋Jc(O))-U(c(t。)）

=e叫 1-10>(U(c(t1)+ Jc(l)) -U(c(t1))) 

この場合の異時点消費の限界代替率を M(t。,

h) と記し， 期間分析の場合と同様の手順でこ

れを計算すれば，次の表示がえられる。

M(t。,11)= lim Jc(l) 
4c(O)→0 ]ao 
4c(1)→0 

= eP<l1-to) U'(c(t。)）
一U'(c(t1)) 

・・・・・・(1.7) 

消費利子率を R(t。,h) と書けば，それは，

lim 
Jc(l) 

cヽ10)→oJc(O)
= eR1to,t1Ht1-to> = M(t。,t1) 

Jc 11)→0 

という関係から求められる。すなわち，これと

(1. 7)から，

1 
R(t。,ti)=~log M(t。,t1) 

t1 -t。

1 -
(log U'(c(t1)) = P-

t1-t。

-log U'(c(t。)））…（1.8)

となる。

ここで，これまでのような時間区間について

の消費利子率とは異る瞬間的な消費利子率を定

義してみよう 。 時点 t。における消費利子率を

瓦(t。)と書くならば， これは．

万(t。)＝lim R(t。,ti)
II一10

と定義され，（1.8)から．

頁(t。)＝P 
d 
dt 
log U'(c(t)) 11_10 

となる。今後たんに消費利子率というときは．

連続分析におけるこの瞬間的消費利子率をさす

ものとする。一般的に，時点 tにおける消費利

子率は，

忍t)= p d 
dt 
log U'(c) 

と書かれる。さきに効用関数の基本性質(c)に

おいて注意したように， U’ の弾力性が一a(<O)

に等しいという事実をもちいれば， この関係は

R(t) 
1 de 

= P+6--
C dt 

・・・・・・(1.9) 

となる。

2. 生産関数の定義とその性質

生産関数生産関数を（2.1) のように定義

する。定義域は， K~o. LE >oであり，値域

は Y~O である。

y = F(K, LE) ・・・・・・(2.1)
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経 済学研究

Kは， 実物単位で測られた資本ストック， LE 

は，効率単位で測られた労働投入， Yは，実物

単位で測られた純生産物である。KとYは，本

稿の最初に示した財貨についての三つの前提，

すなわち完全可塑性，同質性，および量的減価

の3前提を満すものと考える。次に，労働投入

LEについて説明しよう 。 生産において生じる

能率の増大を生産関数の内部でどのように表現

するかという問題については，これまでに多く

の択ー的方法が考案されている。このような生

産性の上昇を生産関数にとり入れるいくつかの

方法のうち， ここではとくに， 「労働増大的」

(labor augmenting) 表示法といわれるもの

を採用することにする。これは，生産における

効率の改善をもっばら投入される労働の単位

の変更という手段によって表現しようとするこ

とにほかならない。この考え方によれば，生産

関数における変数としての労働投入は，自然単

位（たとえば労働時間のような）でなく，効率

単位をもって測られるべきである。

効率単位によって測られる労働投入は，自然

単位によって測られるそれに比べて，二つの点

で異っていると考えられる。第1に，労働者

は，時間がたつとともに，技術的知識，作業上

の経験・判断力，作業環境への適応性などの点

で効率的になると考えられる。 このことは，効

率単位で測った労働投入が自然単位のそれをこ

えて成長していくことを示している。この意味

での効率的労働投入，いいかえれば技術進歩に

もとづく効率単位労働投入を Leという記号で

あらわし，それが次のように表示されると考え

よう。

L,=炉L （て ＞O) ・・・・・・(2.2) 

ただし， Lは自然単位による労働投入をあらわ

第40巻 第2号

し，ては， 技術進歩率とよばれる正の定数であ

る。すでに述べた完全雇用の前提から， Lは労

働供給に一致している。ここで，労働供給の人

ロにたいする割合が一定であると仮定すること

にする。(1.6)から，

L=).P=).p。e”t= L。e”

(L。=AP。) ・・・・・・(2.3) 

となることはあきらかである。Aは， l>A>O

なる定数であって， 労働力化率 とよばれる。

L。が， t=Oにおける自然単位労働投入である

ことはことわるまでもない。

効率単位による表示を必要とする第2の事情

は，生産規模の拡大によってもたらされる能率

化である。このような収穫逓増（または逓減）

にたいしても労働投入は，修正されねばならな

い。規模の変化にもとづく効率単位労働投入を

LEであらわし，これが，すでにえられたLeを

底とする指数関数として示されると前提しよ

う。そこで，

LE= L! ca> o) ・・・・・・(2.4)

と書くことができる。ここで， 8は正の定数で

あって，収穫逓増（あるいは逓減）指数とも名

づけられるべきものである。

生産関数の性質 (2.1)の生産関数 Ffま，

その直接の変数であるKとLEについて，次の

ような性質をもつことを前提する。(a)Fは，

k（2; 0)とLE(>O)の1次同次関数である。

つまり，この生産関数は，規模にかんして収穫

一定の性質をもつ。 (b)KとLEのいずれかが

ゼロならば，生産物Yはゼロである。つまり，

F(O, LE) = lim F(K, LE) = O 
LE→O 

・・・・・・(2.5) 
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最適経済成長と非可逆的投資

である。(c)Fは， 2階連続微分可能であり，

限界生産物は逓減的である。

oF 
FK声叙＞0(a), 

FLE 苧—-
oF 
oLE 
> O (b), 

FKK苧認<0(a), 
がFFLELE'==m<o (b). 

(2. 1)に (2.4)を代入すれば，

Y= F(K,Lり

・・・・・・(2.6)

・・・・・・(2.7)

・・・・・・(2.8) 

である。 Fの1次同次性から，この生産関数は，

K, L,について考えるならば， B>lのとき，

規模にかんして収穫逓増的であり， B<lのと

ぎ，収穫逓減的であることがわかる。

(2. 1)に，（2.2), (2. 3), および (2.4) を

順次代入し，生産関数の詳しいかたちを示せば，

y = F(K, LE) =F(K, Lte'n+mt) 

・・・・・・(2.9)

である。この生産関数をとり扱いやすいかたち

に改めるために変数の変換をおこなう 。 これ

は， 通常生産関数の正規化 (normalization) 

とよばれる手続きにほかならない。定数r（こ

れば自然成長率とよばれる）を次のように定

義し，それをもちいて， tの関数としての変数

y, kを定める。

r=（冗十,)8(>0) 

y = Ye-rt 

k = Ke-rt 

・・・・・・(2.10) 

・・・・・・(2.11) 

・・・・・・(2.12)

ただちにわかるように， y = (YLg)/LE'k = 

(KLg)／らであるから，労働力の単位を適当に

えらんで L。=1とすることによって， Y,kを，

効率労働の単位で測られた生産物および資本と

よぶことができる。これらの変数変換によっ

て，（2.9)は，

y = F(k, Lg) = J(k) (k 2: 0) 

・・・・・・(2.13)

と書かれることになる。ここで， fは正規化さ

れた生産関数として知られるものである。

正規化された生産関数は，次のような性質を

もつ。これらばすべて最初の 1次同次の生産

関数Fの前提された性質 (2.5). (2. 6), およ

び (2.7)から導びくことができるのである。

J(O) = 0 (a), f'(k)＝齊＞O(b), 

f" (k) 
d2y 
=叩<0(c) …00•(2. 14) 

匹f'(k)= oo (a), 
lim/'(k) = 0 (b) ・・・・・・(2.15) 
K→~ 

いいかえれば， J(k)はいわゆる well-behaved

な生産関数である。

3. 最適成長問題

問題の定式化 最適成長問題は，さきに示し

た効用積分値 (1.5) を最大ならしめる資本ス

トックKと1人あたり消費Cの時間経路を求め

ることである。 1人あたり消費はプラスでなけ

ればならないが，資本kを完全にくいつぶすほ

ど大ではありえない。また，消費と投資の和が

利用可能な生産物に等しいというフロ一条件が

満足されるべきであるのはもちろんである。実

物単位で測られた消費と投資を，それぞれ C,

Iと記せば， これらの条件は，

k；；；；〇， c>O, Y= C+I 
・・・・・・(3.1) 

と書かれる。また，次の定義的関係はあきらか
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経済学研究第 40巻第2号

である。

C = Pc (a), I= K (b).…(3.2) 

． 
ここでKは， Kの時間 tについての導関数をあ

らわす。以下， このようなドット（・）は，す

べて時間 tについての微分をあらわすものとす

る。

次に，（3.1)と (3.2)から， C= (Y-K)/P 

であり， 消費関数は， 1-6次同次性をもつか

ら，

U(c) = U仕(Yふ｝
． 

= p•-1U(Y-K) ・・・・・・(3.3)

となる。(1.5)を，（1.6), (2. 9)，および (3.3) 

を考慮して書きなおすことによって， 最適成長

問題は結局次のように定式化することができ

る。

「1人あたり消費6を時間 tの区分的連続な

正値関数とするとき，与えられた初期資本スト

ック K(O)から出発する時間経路のうち，次の

性質をもつものを求める。

r pte<drr-PllU(F(K, LE)ぶ）dt―max
゜

subject to: 

． 
K = F(K, LE)-P。e"1c―’

LE= Lgeば＋て）“,K；；；；； 0, c>O」

この定式化をよりとり扱いやすいかたちに

書き改めるために，変数の変換をおこなうこと

を考えよう 。必要となる変換式の多くは，すで

に生産関数の正規化のさいもちいたものと同一

である。われわれはここで (2.10), (2.11), 

および (2.12)の関係を導入し，それに加えて

正規化された消費の定義式 (3.4)を利用する。

C = Ce-rt ・・・・・・(3.4)

(2.12)から，

．． 
K = (k+rk)e'1 ・・・・・・(3.5) 

となるから，（2.11), (3.2)，および (3.4)に

よって， フロ一条件 (3.1)は，

． 
k = J(k)-rk-c ・・・・・・(3.6)

となる。また，（1.5)の被積分関数のうち，効

用関数の部分 U(5)ii, 5=C/P=ce”/Pと U

の 1-(J次同次性から，

U(c) = PHern-mu(c) 

と書かれる。被積分関数全体は，（1.6)を考慮

して，

pge(r(1-6)＋’”_PItU(C) 

となるが，これば便宜のために．正規化され

た効用の時間割引率とも名づけられるべきμを

定義し．

μ = p+(J（r-冗)-r ・・・・・・(3.7) 

と書く ことにすれば，結局次のかたちをとる。

Pge-~1U(c) 

変数変換をおこなうこ とによって正規化され

た最適成長問題は，次のように定式化される。

「cを時間 tの区分的連続な正値関数とする

とき，与えられた正規化された初期資本ストッ

ク k(O)から出発する時間経路のうち，次の性

質をもつものを求める。

「Pge-~1U(c)dt一max ……(3.8)
゜

subject to: 
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最適経済成長と非可逆的投資

k = J(k) -r k-c, k 2: o, c > o」

最適化の必要条件上にえられた，正規化さ

れた最適成長問題を変分法の問題として眺めた

場合， どのような必要条件がえられるかを考え

よう。正規化された問題についてのオイラーの

微分方程式は，次のものである。

k = (J'(k)-r-μ) U'(c) 
U" (c) 

． 
+ (f'(k)-r)k ・・・・・・(3.9)

これば (3.6)とあわせて 2階の自律形の微分． 
方程式であり， KとKの任意の初期条件にもと

づく径路を生みだすのである。これらは，最適

成長論におけるオイラー径路とよばれるもので

あって，無限期間における最適径路は，それら

のオイラー径路の集合に含まれているのであ

る。

次に，多少議論のわき道にそれることではあ

るが，（3.9)のもつ含意について考察を加えて

おく。 正規化されたフロ一条件 (3.6)を微分

することにより，

．． 
E. =（f'（K) -r)K-C 

． 
(3.4)から CとCとの関係は，

.... 
C=｛(冗-r)C+c}Pe-rt

・・・・・・(3.10)

がえられるが，他方，（1.6), (3. 2 a)，および

・・・・・・(3.11) 

である。次に，効用関数にかんする前提から，

U', U" はそれぞれるの一a次と一6-1次

の同次関数であり， U'の弾力性は一0 に等し

いことに注目すれば，次の関係がたしかめられ

=Pe-rt U'（匂
U”（c) 

= -£Pe-rt 
/J 

・・・・・・(3.12) 

(3.9)に，（3.10), (3. 11)，および (3.12)を

代入し， μの定義 (3.7)に注意すれば， 最適

性の必要条件は，次のかたちに帰着させること

ができる。

C 
f'(k)=p+/J~ = R(t). ……(3.13) 

C 

この関係の後半は，（1.9)の繰り返しである。

簡単に確認されるように，正規化された資本

の限界生産物 f'(k) と絶対値で示された資本

の限界生産物凡は等しいから， （3.13)は結

局，

凡＝哀(t) ・・・・・・(3.14) 

という関係に帰着する。すなわち，オイラーの

微分方程式は，次のような経済的含意をもつも

のであることが知られる。 「時間 tにおける現

有の資本の限界生産物は，その時点において，

人が， 1人あたりの消費財を，与えられた時間

選好率と将来の 1人あたり消費量の増加にとも

なう限界効用逓減を考慮したうえで，瞬間的に

将来消費財と無差別に交換しようとするときの

割引率に一致すべきである。」

4. ポントリャーギン径路

る。

ヽ
・
ノ
、
~

r
t
r
t
 

-
＿
 
e
e
 

-PC-PC 

（

（

 

uuII 
――
 s
s
 

uuII 

ポントリャーギンの条件 前節で定式化され

た問題を，ボントリャーギンの最大値原理を適

用することによって解決する方法について述べ

る。ここで，手段変数は，ただ一つであり，そ

れは， t2;; 0で定義される区分的に連続な正値

関数 Cである。目的関数を別にすれば，状態変

数 (statevariable)もただ一つであり，それ
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経済 学研究

は， 効率的労働1単位あたり 資本 Kである。

そして， Kは， t;;:;Oにおいて (3.6) の微分方． 
程式： k=J(k)-rk-cにしたがうのである。

ボントリャーギンの最大値原理によれば，最適

蓄積経路を生みだすような効率的労働1単位あ

たり消費 Cは，次に定義される，現行価値ハミ

ルトニアンH”を最大ならしめるようなもので

なくてはならない。

H = U(c)+p (f(k)-rk-c). 

・・・・・・(4.1) 

ただしPは，補助変数であり，（4.1)を最大な

らしめる Cの値にたいして，下記の微分方程式

(4.2)の解となるような， 時間 tの連続関数

である。

oH 
; ＝μp- ＝μp-P(f'（K) -r) 

ok 

= p(μ-J'(k) +r) 

・・・・・・(4.2)

すでに示した， CとCの関係から，効用関数

の前提された性質 (1.4)は， 5をCでおさかえ

ても成立している。すなわち， limU'(c)=co, 
c-o 

かつ limU'(c)=Oである。 したがって，ハミ
c-~ 

ルトニアン (4.1) の Cについての導関数をゼ

ロに等しいとした式：

oH 
3c 
= 0 = U'(c)-p ・・・・・・(4.3)

は， P>Oなる Pにたいして， c>Oなる解をた

だ一つもつこ とがわかる。そしてこれは，ハミ

ルトニアンHが，そのような Cの値にたいして

最大値をとることを示している。次に定数 0

を，

3) 現行価値ハミルトアニのン定義については，ァ

ロー・クルツ [2),pp. 47-49を参照。

第40巻第2号

w = μ+r = p+(J（r一冗） •… ••(4.4) 

と定義すれば，（4.2)の微分方程式は，

． 
p = p(w-J'(k)) ・・・・・・(4.5)" 

のかたちをとる。こうして，最適蓄積経路のた

めの必要条件は， （3.6)の制約式と (4.3)お

よび (4.5)の3式であるこ とがわかる。

(4. 3)は， 効用関数の性質を考えれば， Cに

ついて解くことができ，この関数は，

C=C(p) (p>O) 

と書かれる。この関数は，限界効用関数の逆関

数であり，効用関数の前提された性質から，次

の性質をもつことが知られる。

de 
c'(p)=西-＜0' lim c(p) = oo, 

9→O 

lim c(p) = 0. 
P-~ 

そこで，上に述べた最適性の必要条件は，次の

連立微分方程式であらわされることになる。

k = J(k)-rk-c(p) 

; =P((J)-f'（K)） ｝ ・・・・・・(4.6)
位相図 (4. 6)は， k,pの2変数を含む正

規形の自律的連立微分方程式である。この方程

式のえがきだす軌道と詢衡点の存在について考

えるための手段として，その軌道を位相図にあ

らわしてみよう 。ただ，そのことに先立って，

われわれはここで，体系に含まれる係数の相対

的な大きさについて，次の二つの前提を設ける

4) (4.5)は，オイラーの微分方程式 (3.9) と同

ーのものであることに注意しよう。 (3.9) は，

p = U'(c), p = U"(c)(Cf'(k)-r)んー戎｝

をつかって，（4.5)のかたちに書きなおされるの

である。
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ことにする。

前提（a)当初の生産関数 Fのもとでは，収

穫一定あるいは収穫逓増が支配する。これは，

起こ1である ことを意味する。

前提（b)正規化された 効用の時間割引率μ

は，非負である。 したがって，（4.4) から妬~r

となる。

図-4-1では，KとPがそれぞれ水平軸と垂

直軸にとられている。そこには，軌道図をえが

く基準となる一つの曲線と一つの直線が示され．． 
ている。それらは，（4.6)において k=O,p=O 

とした式：

f(k)-rk-c(p) = O } 

p((J)-J'(k)) = 0 

のグラフは，

・・・・・・(4.7) 

をそれぞれあらわすのである。(4.7)の第 1式

どのような形状をとるであろう

か。 K→0のとき P→C0 となることはただちに

わかる。 また， (2.14), (2. 15)で示された関

J(k)-rk ft,原点をとおる

＾ 
凹関数である。f'(k)-r=Oとなる Kの値を K

数fの性質から，

このことから，

とし， f(k)-rk=Oとなる Kの値を k+で示す。

＾ k=kで最小値をとり，p はま，

K→k+のとき P→00となる。結局，（4.7)の第

1式のグラフは，

p
 

0

0

 

r．
い
杯

図ー4-1において下方に凸状

の曲線としてえがかれている叫

(4. 7)の第2式は， P>Oから w-f'(k) =0 

となる。上記の前提 (a)

義を考えれば， -r>Oから r>冗である。

がって，

ば，

であり，

p(O)が，

(4. 4) 

グラフしま，

-4-1において，

で定義された Ci)は正になる こ

とがあきらかであり， f'(k)=wとなる k(>O)

の値が一意に定まる。 この Kの値を k*とすれ

k=k*(>O)となる半直線にほ

かならない。上に述べた前提 (b)から，

＾ I'(k*) = eu ~ r = I'(k) 

＾ 
これは， K＊;;;;:;kを意味している。図． ．  
k=Oをあらわす曲線と p=O

p*)で示す。初期における KとPの値，

を示す直線との交点を eとし，その座標を(k*,

k(O), 

それぞれ k*,P＊に等しければ，変数

の時間径路は，点 eにとどまることがあきらか

である。この均衡径路を，

変数で表現すれば，

し，

K = k*e'1, 

クと産出量は，

と (2. 10)のrの定

した

正規化される以前の

Y = f(k*)ert 

となる。つま り，均衡においては，資本ス トッ

ともに r(＝（冗十て）/3)で成長

資本係数 (=k*/f(k*））は一定である。

i>=O 
/ L
 k>O P>O 

p•~...-□り．．．．．．．—:si_e

FK=l'(k*）＝一定であるから， 資本の限界生

産物も不変である ことがわかる。したがって，

均衡においては，生産物の分配が限界生産物に

もとづいてなされるかぎり，資本と効率的単位

で測られる労働の， 生産物へのジェアーは一定

1人あたり消費

k<o 
i><O 

(B) 

9
1
1
1

、

’
•
I

I
I
I
I

I

I
I
I
I
I
I
I

。
0

0

 

v

>

 

＝
 

.
K
/

．K
.p ~

 

’
 

にとどまるのである。最後に，

Cは，

゜
k* 

9ヽ
9
9
,
‘
,
＇4̂
K k+ k 

図ー4-1

5) この曲線の凸性は，効用関数 Uの3次導関数

U'"が正であれば， 容易に証明される。 しかし
このことは前提されていない。
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経済学研究第40巻第2号

c = (c(p*)/P,。)e'r-")t 平面の領域区分を次に定める。掏衡点(k*,p*) 

を除く非負相平面をXであらわせば，
と示されるから，それは，一定の成長率（r-冗）

で増加する。このことから，（1.9)に示した消

費利子率万(t)は，均衡においては定数となり

その値は

R=祀＝ p+a(r-冗） ＝研…•(4.8) 

である。 R'I'(=Ci))は，均衡消費利子率と名づ

けられるであろう 。

位相図における軌道 t=Oにおける KとP

が，それぞれ k*,p*に一致するといった偶然

的事態を除外し， e以外の (k,P)平面上の任

意の 1点から出発する軌道が相平面上をどのよ

うにすすむかという問題を考えてみよう。ま． 
ず，相点が， k=Oの曲線の上方にあれば，

k>Oである。 相点がこの曲線の下方におかれ． 
るならば， k<Oであり， Kは減少しつつある． 
ことがわかる。相点が p=Oの垂直線の左方に． 
あるときは， P<Oであり，その右方において． 
は P>Oとなっている。相平面の非負象限全体． ．  
(k~O, p~O) は， 曲線： k=Oと直線： p=O

とによって4つの領域に分割される。そして，

それぞれの領域内での相点の動く方向は， k,P 

の正負の組合せによって示される。 図ー4-1で

は， KとPの動く方向が矢印によって示されて

いる。

ここで，次節以下で詳細に論じられる最適径

路の存在性の問題についての予備的考察をおこ

なう。相平面上の相点を示すのに，（k,P)また

は，（k(t),p(t))といった記号をもちいること

にする。自律的微分方程式のよく知られた性質

から， 特定の相点をとおる解は， tについての

定差を除けば，ただ一つしか存在しないことが

あきらかである。以下の考察にとって必要な相

X=  {(k, p)Jk2;0, p2;0, 

k芸 k*, Pぎ p*}

． 
となる。図—4-1 にみるように， Xは， k=O と． 
p=Oを示す (k,P)の軌跡によって，内点を共

有しない四つの部分に分割される。これらのう

ち，二つの領域A, Bをとくに次のように定義

する。

．． 
A=  {(k, p)lk ~ O. p ~ o)nx, ..  
B= {(k, p)lk?;O, p?;,o)nx. 

(k(t), p(t))EAの場合の径路ある tにお

いて相点がAに含まれるとき，その径路は時間

の経過とともにどういう動きを示すであろう

か。 自律系の性質から， t=Oにおいて相点が

Aに属すと考えても同様である。つまり (k(O),

p(O))EAとしよう 。(4.6)の第2式からPを解

けば，

p(t) =p(O)exp o:⑲-f'(k(-r-))d-r-, 
゜p(O) > 0 ……(4.9) 

となる。これから， w-f'(k)の正負にかかわ

らず， p>O(t?;O)であることがわかる。また，

k<k*であるかぎり， w-f'(k)<Oであるか． 
ら， pは狭義単調減少を続ける。つまり， p?;O． 
となるためにはそれより以前に k>Oが成立

しなければならない。 しかるに (4.6)の第1

式を微分することによって，

．．  
•E =(f'（K) -r)K-C'(P)p……(4.10) 

．．  
となるが， これから k<k*,k<O,およびP<O

であるかぎり •K.<0 であることがわかる。 t=O
．．  

において， k=Oか p=Oのいずれか一方が成
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最適経済成長と非可逆的投資

立していたとしても， k<O(t=O) であること

にかわりはない。したがって， t>Oなるすべて

のtで k<Oとなり， tのある値 t。において

k(t。)＜0とならざるをえない。これは，径路が

indefinitelyに feasibleでないことを示して

いる。つまりこの相軌道は，有限時間内に垂直

座標軸を切るかたちでAの外にでてしまうので

ある。

(k(t), p(t))EB の場合の径路 この場合も

(k(O), p(O))EB として軌道の動向を考えてよ

い。まず，（k(O),p(O))EBであれば， 任意の

t>Oについて (k(t),p(t))EBとなることを確

かめよう 。もしそうでなければ，ある tにおい

て， （k(t), p(t)）が Bの外点になる。 相点が

t=t。で Bの境界上にあるとしよう 。 t=t。で

k=k*であれば， p=Oかつk>Oでなければな．． 
らない。 （なぜなら， p=k=Oなら，それは均

衡点を意味するから。） Kが tについて連続で

あることから， .dt>Oが存在して， t0<t<t。十． 
4tなる任意の tにおいて k>Oであり，したが

って k>k*である。 これは，そのような tに

たいしてP>Oであることを意味する。つまり，

t。<t<t。+4tなる tにおいて (k(t),p(t))は

Bの内点である。t=t。で k=O,p>Oとなる場

合についても全く同様の推論 ((4.10) を利用

する）が妥当することが確かめられる。Bの境

界上の 1点をとおる軌道は一意的であるから，

結局 (k(O),p(O))EBならば，その軌道がBの

外点をとおることはできない。

以上のことから，この場合も相点は最初から

Bの内点であるとしても一般性は失なわれな

い。つまり， k(O)>O, p(O)>Oであると考え

てよい。 任意の t~O にたいして， 9 (J)一f'(k(t))

>(J)-/'(k(O))>(J)一J'(k*)=Oであるから，

(4. 9)によ って limp(t)=ooとなることがわ
I→エ

かる。 これば C→0を示しており，その軌道

が最適性をもたないことがあきらかである。次

に， Kの時間径路はどうであろうか。すべての

t2:0について k2:0であるから， J(k)-rk2: 

c(p)>Oであり，これはk<k+を示している。

つまり Kは有界である。Kが丸より小さい

値，たとえば kべ 丸なる k1に収束することが

ないのは， 次のように説明される。 もし， K→

k1<k+であれば，方程式： k=J(k)-rk-c(p)

の右辺は， c(p)→0(p→OOから）と K→k1<k,

から正の値に収束することになる。したがって

Kも正値に収束して矛盾である。そこで， lim
一ヽ09

k=k十でなければならない。上の結論を要約す

るために，初期値が，部分集合A, Bのいずれ

かに含まれる場合の軌道の動向を図—4-2に示

そう。

p
 

゜ 図ー4ー2

5. 最適径路の存在性

最適径路の構成相平面 ((k'P)平面）の

正象限上の任意の初期状態から出発する軌道

が，それぞれどのような動向を示すかという問

題を考えながら，最適径路の存在を一般的に証

明することが，本節の課題である。期待される

結論は， どのような正の資本ストック Kの初

期値が与えられるとしても，初期における正の
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経済学研究

Pの大きさを適当にえらぶならば（これは， C 

の大きさを適当にえらぶことである）， 均衡点

e(k=k*, p=p* となる位置）に収束する軌適

を一意的に構成でき，それが最適軌道にほかな

らないという事実を示すことである。このこと

を示すために われわれは， t=Oにおける K

の大きさにしたがって三つのケースを区別して

考え，そのおのおのの場合について最適軌道の

存在と一意性を証明することにする。それらの

三つのケースとは， （a) k(O) =k*, (b) o<k 

(O)<k*，および (c)k*<k(O)である。証明中

に利用される補助命題の証明のうち煩雑なもの

は，本稿末尾の補節でとり扱う。まず， Kの初

期値が k*に等しい場合については，ほとんど

説明の必要はない。つまり，対応する Pの初期

値 p(O)が p*に等しいときだけが均衡点 (k*,

p*)にとどまりうる場合である。 p(O）芸p*で

あれば， （k(O), p(O)) は集合AかBのいずれ

かに属すことになり，その軌道は前節に述べた

ように， indefinitelyに feasibleでないか，

あるいは K→k+,P→oo (c→0) であるかであ

る。これらの時間径路が最適でありえないこと

はいうまでもない。

O<k(O)<k＊の場合 O<k(O)<k*なるk(O)

を任意にえらんで固定するとき， p(O)を元素

とする三つの集合 S1,Sぃおよび S3を次のよ

うに定義する。

s, = {p(O) Iある t。(O<t。<oo)にたい
して， k(t。)＝0, lim p (t) = O} 

t→ペ

S2 = {p(O) I limk(t) = k+>k*, 
t→~ 

limp(!) = oo} 
t→~ 

S, = (S1 US2)<nR (Rは実数）

これら三つの集合が互いに素であることはあき． 
らかである。 O<k(O)<k*から， p(O)<Oは明

第 40巻第2号

白であり， p(O)を小さくとれば， （4.6)の第
． 

1式によってk(O)<Oとなるから，そのような

p(O)にたいしては，（k(O),p(O))EAである。

この軌道は indefinitelyfeasibleではなく，

したがってこのp(O)はS1に属すことになる。

つまり， S玉¢である。

ここで， S2号¢を確認するために，（4.6)を

満足する相軌道にかんして次の補助命題が成立

することに注意しよう。

補助命題 5.16) 「O<k1<k*, p*<P,なる

定数 k1とPlが与えられるとき， ある有限値

T(>O) にたいして次の条件を満足するような

(4. 6)の解が存在する。

． 
k(O) = k,, k(O) > 0, 

k(T) = k*, p(T) = p,(O<T<oo）」

この補助命題 5.1が成立することから， 0＜kl

<k*なる任意の K1と適当なPの初期値から出

発する径路が， t=Tで前節で定義された相平

面の領域Bに属すことになる。すなわちこの解

は， limk=k+となる性質をもつものであり，
t→ペ

したがって S戸¢である。

推論の次の段階にすすむに先立って， O<k 

(O)<k*の場合の最適径路の存在性と一意性を

示すために必要となる補助命題5.2を次にあげ

る。

補助命題5,271 「任意の二つの異なるボント

リャーギン軌道（（4.6)の解）が(t),k'(t) に．． 
おいて，が(O)＝が(O)，が(O)＝が(O)であるな

らば， O<tく00なるすべての tでが(t)芸が(t)

となる。またこの場合， limが(t),limが(t)
t→o t→OO 

が， ともに有限でしかも Kに等しくないなら

ば， limk'(t)叫imが(t)である。」
t→~ t→~ 

6) この証明は補節 (28-29ページ）でおこなう。

7) この証明は補節 (39-31ページ）でおこなう。
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最適経済成長と非可逆的投資

上に示したように， S!とS2iまともに空では

ない。さらに，それらは上および下に有界な区

間であることが示される。つまり， もし aESl

であれば， b<aなる任意の bがまた S！に属し

ている。その理由は次のとおりである。

a ＝が（O)＞が(O)= b 

． 
であれば，が(O)＝が(O)= k(O)からが(O)>

か(O)であり，小さい tの値にたいして k1>k2

が成立する。補助命題 5.1によって，がとが

は t>Oなるいかなる tにおいても等しくなら

ないから， K汀ま有限時間内に負値をとることに

なり， p'(O)=bES1 である。全く同じ理由によ

って， もし， a'ES2であれば， b'>a'なる b'は

ふに属している。

集合S1,S2について supS1, inf S,を考えれ

ば， S1とふが互いに素な区間であることから，

sup S1；；；；；inf S2であることはあきらかである。

次に， sup S1 =inf S,であることが確かめら

れるが，その理由は以下のように説明される。

もし， supS1 <inf S2であるならば， sup S1 

<P1(0)＜が(O)<infS,であるような， Pの異

なる初期値をもつ二つの径路が存在する。それ

らの径路の初期値 (k1(0),p1(0)) と (k'(O),

が(0)) において，が(O)＝が(O)=k(O)かつ.. 
炉(O)＞が(O)である。また p1(0),p'(O)は，

S1, S2 のいずれにも属さないから， 必然的に

lim k1(t) =limが(t)=k* となる。補助命題
9—~ t→~ 
5.2から， これは矛盾である。 したがって，

sup S1 =inf S2 でなければならない。 また，

これがふのただ一つの元素であることもあき

らかである。

以上の推論の結果を要約すれば次のようにな

る。 Kの初期値がO<k(O)<k＊なる範囲で任意

に与えられるとき， pの初期値 p(O)(>O) を

適当な大きさにえらべば（つまり p(O)=sup 

S1=inf S2ととれば）， このような初期値をも

つ解 (k(t),p(t)）は，均衡解 (k*,P*）に単調

に収束する。与えられた k(O)にたいして，そ

のような p(O)はただ一つしか存在しない。

p(O)の値がそれより小さければ，解は， inde-

finitely feasibleではない。また， p(O)がそ

れより大であれば， limp(t) =oo すなわち
t→~ 

lim c(t) =0となる。
t→O 

k*<k(O) の場合・相軌道図 k(O)>k*なる

場合についても最適径路の存在と一意性が確認

される。この場合の推論は， O<k(O)<k*の場

合とほとんど同様である。 とくに， k(O)>k* 

とした場合の集合ふが空でないことを証明す

るのにさいしては，次の点に注意しなければな

らない。ポントリャーギン径路 (k,P) が，

t=Tにおいて， k(T) =k*, O<p(T)<p*で． 
あれば， 0；；；；；t<Tなるすべての tで k(t)<O,． 
p(t)>O となる。このことは次のようにして確．． 
かめることができる。 K とPの連続性から，． 
十分小さい e(>O)にたいして， k(T-e)<O, 
． 
p(T--e)>Oが成立する。 ここで次のような t1

と t2を定める。

． 
t1=max{tlk(t)=O, O~ t<T-c:}, 
． 

t2 = max{tlp(t) = 0, O~ t<T- c:}. 

． 
これらの式の右辺の集合が空でなければ， Kと． 
Pの連続性から， t1,t2は存在する。 t1,t2がと

もに存在しなければ， 問題は解決しているか

ら，少くともどちらか一方が存在するとしてよ

い。 t,=t2なら，それは均衡点を示しており，

軌道の一意性に矛盾する。 t2が存在しないか，． ．  
またはt1>t2であれば， k(t1)=0かつp(t1)>0

が成立することとなり， これは，（k(t1),PCt1)) 

が相平面の領域Bに属すことにほかならない。
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これが前提に反することはあきらかである。最

後に， t1が存在しないか，． 
ば， p(t2)=0であるとともに，． 
るすべての tについて k(t)<Oとなる。これか

または t1<t,であれ

T-e2:t2:わな

ら， k(t2)>k(T-e)>k*である。

(4.9)において， t=Tとしてpの初期値を考え

ところで，

れば，それは必ずプラスである。とくに p(t2)>o ． 
これらはあきらかに p(t2)=0に矛である。

盾している。したがって，

またおこりえない。

図ー5-1は，

(k*, p*) 

なるか，

に収束する，

に見える。しかし，

p
 

このようなケースも

図—4-1 や図—4-2 と同じ構造をも

つ位相図をもちいて最適軌道と他の軌道を示し

たものである。そこでは，相平面 (k,p) 

意の点をとおってそれぞれただ一つの連続的軌

道が存在することが示される。これらはすべて

ポントリャーギン軌道であるが，

図ー5ー1

究

の任

そのなかで点

実線で示されたものが

最適性をそなえたそれである。図ー5-1では，

期値が最適軌道からはずれていれば，

初

それらの

径路は時間の経過とともに， feasibleでなく

C→0となるかのいずれかであるよう

Cが不連続的に変動しうる

ことを考えれば，初期状態が相平面上のどこに

あったとしても，その径路が均衡点に到達する

ことが可能であることがわかる。つまり，

ィ，
／
 ／
 

、-／ ／
 

＇ ／ ／
 

＇ 

0

/

 

□
 

', 

一

．
 

p
 

/ I I i / I / 1 4 

9 /。［
ご三---J――ゞミニニ
O K* i k+ k 

その

第 40巻

ときは，

第2号

ある時点で Pの値は不連続的に変動

し，相点は最適軌道上におかれることになるの

である叫

最適軌道の不存在 上に証明された最適成長

径路の一意的存在はあくまで当初から示され

ている多くの条件と前提に依存する成長モデル

の枠内で妥当する命題である。問題の性質を基

本的に限定する多くの前提のうち，

は問題の解決が不可能であるだけでなく，最適

軌道そのものが存在しないという意味で，

とも基本的なものは何であるかを考えてみよ

図」

う。そのような基本的条件は第4節で「位相

を説明するのに先立って示した前提 (b)

にほかならない。その前提とは妬;;;rというこ

とであり，

の値は，

それなしに

もっ

これは，（4.8) によって反＊~r と

も書かれる。これまでの議論では，均衡消費利

子率 R*(=w)は，

いことが仮定されていたのである。もしもこの

自然成長率rより小さくな

仮定が成立しないとすればどうであろうか。次

に，そのような場合は最適軌道が存在しえなく

なることを示そう 。

＾ T>0であるとすれば， w=f'(k*)<f'(k)=r 

＾ という関係から， k<k*となることはあきらか． 
直線： p=Oと曲線：である。． 

k=Oのグラフの位置関係は，図ー5-2のように
• A 

曲線： k=O上の， K

この場合は，

変更される。この図では，

＾ に対応する Pの値を Pで示している。すなわ

＾ ^  ^  ち， f(k)-rk-c(p) =0であり，

＾ 
k=kで最小である。

曲線上のP

最適径路の不存

在を示すためには，任意の k(>O)の値から出

発する，すでにた五0 の場合に確立されている

8) このような Cの不連続点においては， 最大値原

理から導びかれる (4.6) の微分方程式は成立し

ないことはいうまでもない。 （ホールキン［3〕，

p. 209参照）
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ところの，掏衡点に収束する径路が， この場合

(r>(i)の場合）は最適でなく，他によりすぐれ

た indefinitelyfeasibleな径路が存在するこ

とをいえばよい。(4.6)の式は，径路が最適で

あるための必要条件であったから，

ーギン径路よりすぐれた径路が存在すること

は，最適径路の不存在を意味するのである。

p
 

か・．．．．．．一●ー・-------

゜

`
9
9
9
9
9
,
4
^
k
 k* k

 

9
9
9
9
,
l

し

図ー5ー2

この場合は， ふ<k*,;<P*であるから， 均
衡点 (k*,p*)に単調に収束するポントリャー

ギン径路 (k(t), p(t)) において，ある有限な

t。(O<t。<oo)をとれば， t>t。なるすべての t

＾ ^  について， k(t)>k,p(t)>Pが成立する。そこ

で， この径路が， t；；；；t。

ポントリャ

なる［については， 次

の微分方程式にしたがって動くものと考える。

＾ ＾ 
k(t) = J(k(t))-rk(t)-c (t；；；；； t。)

・・・・・・(5.1)

＾ 
ただし Cは，

までもなく定数である。
＾ 
Pに対応する Cの値であり，いう

＾ ^  
C=C(p). つまり，

O.S:t<t。なる tで，（k*,P*）に向うポントリャ

ーギン径路をとり， t；；；；t。で (5.1)にしたがっ

て動く相点の軌道は，図ー5-2において実線で示

されている。

• ^ ＾ ^  ^ k =J(k)-rk-c<J(k)-rk-c=O 

であるから， t~t。では K は単調減少であり，

＾ 
容易にわかるように limk=kとなる。こうし

I→O 

て構成された径路では， O~t<t。なる t では，

ボントリャーギン最適径路と等しい消費がもた

＾ t~t。ではあきらかに C に等しい消費

＾ 
を生む。この定数としての消費 Cは，

らされ，

ャーギン径路のそれより大きいことはいうまで

もない。このあたらしいindefinitelyfeasible 

な径路が，

れる）

へ収束する

ボントリ

(k*, p*) 

それよりすぐれていることは明白であ

（点線で示さ

る。

r>(t)(＝R"')' 

は，人は，生産物を直接消費するよりも，それ

をすべて蓄積し，その果実である生産物を手に

入れる方を有利と考えるであろう。ただ，

ように均衡消費利子率よりも均衡成長率が大で

あるとしても，経済的視野が仮りに有限であっ

したがって μ<Oであるとき

この

たとすれば，蓄積された元本がその視野の終期

にすべて消費されてしまうような最適径路が決

定されるであろう。しかし，本稿で取り扱って

きたような無限視野の場合は， きわめて逆説的

な事態が発生するのである。すなわち消費は，

最適化行動の基準にしたがうかぎり棚上げにさ

れ，その果実もすべて蓄積に廻されることにな

る。このような消費の延期には限界がなく，

たがって最適径路は存在しないことになるので

し

ある9)。

6. 非可逆的投資と最適径路

投資の非可逆性とモデルの定式化

き」で述べたように，最適成長論の根底には，

「はしが

9) この蓄積のパラドックスともいうべき事態につ

いては， アロー・クルツ (2J, pp, 59-60, pp, 

71-72およびイナガキ (4J, pp, 126-28を参照

せよ。

- 17 -

library
ノート注釈
library : None

library
ノート注釈
library : MigrationNone

library
ノート注釈
library : Unmarked



経済学研究

資本財の性質についての三つ基本的前提，すな

わち (a)可塑性の前提 （b)同質性の前提

および（c)量的減価の前提，がおかれている。

これらの単純化の前提のうち， （b)と (c)は

保持されるが，（a)の資本の完全可塑性が認め

られないと考えよう。そのときは，投資は非

可逆性 (irreversibility)をもつことになる。

この場合は，マイナスの投資は，減耗分を限度

とすることになるが，減耗分を生産関数の内部

におけるロスとして吸収させ，生産物を純鼠で

示すことにすれば，結局投資は非負量としてあ

らわされるとしてよい。この非可逆性の制約を

考慮に入れるとき，これまでに提示された最適

成長モデルの分析結果は， どのような修正を受

けるであろうか。

これまでにもちいた変数，関数，およびそれ

らにかんする前提は，すべてそのままである。

ただ，われわれがこれまでの問題でもちいた手

段変数（コントロール変数）が，効率労働1単

位あたり消費 Cだけであったのにたいして，今

度はさらにもう一つの手段変数を導入しなけれ

ばならない。追加される手段変数は，効率労働

1単位あたり投資である。これを iであらわせ

ば，それは次のように定義される。

． 
i = le―rt, ただし l=K

これらの関係と定義的関係： K=ke"から，

． 
k = i-rk ・・・・・・(6.1) 

. 
という関係をえる。本来の制約式： k=J(k)-

rk-cは， これから

J(k)-i-c = 0 ・・・・・・(6.2)

と書かれる。そこで，最大値問題は次のかたち

をとることになる。

第 40巻第2号

「Cを時間 tの区分的連続な正値関数とし， i

を，ゃはり区分的連続な tの非負値関数とする

とき，与えられた初期資本ストック k(O)から

出発する Kの時間径路のうち次の性質をもつも

のを求める。

r Pge-~'U(c)dt—max 

゜
subject to: 

． 
k = i-rk, f(k)-i-c=O, k ~ 0, 

c> O, i；；；；〇．

H = U(c) +p(i-rk) 

ー

J

，，，ヽ ミルトニアンHはここでは

・・・・・・(6.3)

のかたちをとる。 k,pをパラメータとする関数

H を次の条件のもとに， Cとiについて最大に

することを考えねばならない。

J(k)-i-c = O, i 2;; O, c > 010> 

・・・・・・(6.4)

(6.4)で， i+c>Oであるから， k>Oとなり，

この問題では，パラメータ Kはプラスでなけれ

ばならないことがわかる。

さて，（6.4)のもとに（6.3) を最大にする

という非線型計画法の問題において中心的役割

をはたすのは，次のように定義されるラグラ ン

ジアンLである。

L = U(c) +p(i-rk) +q(f(k)-i-c) 

・・・・・・(6.5)

ここでqはラグランジュ係数である。この問題

は，クーン・クッカーの制約想定を満足するこ

10) C→0のとき， U'(c)→00であるから， c>Oを

c~O でおきかえても問題の性質は変化しないこ

とに注意しよう。
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最適経済成長と非可逆的投資

とが確かめられ，また， 関数 H とf(k)-i-c

はともに Cと iについて凹である。したがっ

て， クーン・クッカーの定理により，（6.4)の

条件下に (6.3)が C=C0,i=i0で最大となる

ための必要・十分条件は， 次の関係 (6.6)を

満足させる qの値q° が存在することである II)。

U'(c0)-q0:s;;o (a), 

p-q゚:s;;0 (b), 

cり(U'(c')-q0)+i0(p-q0) = O (c), 

J(k)-i0-c0 = O (d). 

・・・・・・(6.6)

以上のこととあわせて，最大値原理において

は，この問題に含まれる Pが，次の微分方程式

を満足すべきことが要求される。

oL 
p=μp-冠;=μp+rp-qf'(k)

= wp-qf'(k) ……（6. 7) 

非可逆的投資のもとでの最適性条件の吟味

すでに示した非線型計画問題においては，与え

られた KとPの値にたいして， C°, i°および

q゚ が定まる。そのとき，与えられた Kにたい

して， pが U'(J(k)）より大であるか小である

かによってかがプラスかゼロのいずれかにな

ることに注意しよう 。すなわち，

> 0..  r >U'(J(k)) 
i0 { ~ : according as p { 
= 0 l:s;;U'(J(k)) 

・・・・・・(6.8) 

このことは次のように示される。まず，p>U,

(J(k))であるとしよう。このときは p=q"で

あることがわかる。その理由は以下のとおりで

ある。 もし p＜りであるとすれば， （6. 6a), 

11) 坂口 (6J,200-203ページ参照。

(6.6c)から i'=Oでなければならず， それは

(6. 6d)によって， J(k)=c゚ を意味する。最初

の前提とあわせて，

q0 > p > U'(J(k)) = U'(cり

となるが， これは， C°>0を考慮すれば (6.6c)

に矛盾する。したがって， p>U'(J(k))ならば

p=q'である。 そして p=q'であれば， Cり＞O

と (6.6c)から U'(c')=pであり，殻初の前提

とあわせて， U'(c")>U'(J(k)）がでてくる。

これから C゚<J(k)であり， （6.6d)を考えれ

ば， i°>0 がしたがう 。次に， p~U'(J(k)）で

あれば， i0=0となることをみよう 。i°>0であ

るとすれば， c">Oと (6.6c)と (6.6d)から，

p~ U'(J(k)) < U'(c0) =q0 となる。 これは

(6.6c)に矛盾しており，よって i0=0でなけ

ればならない。

k,pをパラ メータとする (6.6)の解がどの

ように定まるかという問題を，今度は図をもち

いて検討しよう 。これは，上の推論の結果を視

覚的に確めるのに役立つ。図ー6-1では， 水平軸

に C, 垂直軸に iおよび U'がそれぞれ測られ

ている。図示される曲線は，限界効用：U'=U'

(c)を示している。もう一つの一45゚ の傾きを

もつ直線は， J(k)-i-c=O を表示している。

いま， k(；；；；o)が， ある大きさで与えられるな

らば，それに応じて，直線： J(k)-i-c=Oが

定まる。それにたいして， pが，図でみるよう

に比較的大きい値， つまり p>U'(J(k)）なる

値をとっているならば，（6.8)とその証明にお

いて示されたように，どと q゚ itp=q戸 U'(c0)

を満すように定まる。図では，点aの座標とし

てそれを読みとることができる。同時に，図か

ら i°>0であることもわかる。 Pが， 図の p'

のように U'(J(k)）より小さい値をとるときは，
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経済学研究第40巻第2号

i,U'(C) 

q乍-------―i-------------
p'トー-----1----------------

＇ ＇ 

。
c• c1(=f(k)) c

 
図ー6-1

事情は異っている。 対応する (6.6)の解は，

図でみるように C＼ql(>p')が与えられ，

il=Qもあきらかである。 また， p~U'(f(k))

なるどのようなPの値にたいしても q=qlであ

ることも確かめられる。

二つのシステム 非可逆的投資のもとでの最

適成長径路を， KとPの座標で構成される相平

面上で検討するためには，相平面上の任意の位

置における変数の動きを知らねばならない。 K 

とPの関係について次の三つの場合が区別され

る。それらは， p>U'(f(k)),p<U'(f(k)），ぉ

よび p=U'(f(k)）の三つの択ー的関係が成立

する場合である。

(1) p>U'(f(k)）の場合。このときは，（6.8)

とその証明において示したように， i>O, p=q 

である。 したがって， （6.6c) から U'(c)=p

であることがわかる。これらの関数と (6.1),

(6.2)，および (6.7)から，結局この場合の相

点の動きは，

． 
k = J(k)-rk-c ． 
p =p((i)-f'(k) 

p = U'(c) 

・・・・・・(6.9) 

で示されることになる。 これは (4.6)の運動

式と同じものであり，したがって，このケース

は投資が可逆性をもつケースと全く同じ軌道を

たどることになるのである。

(2) p<U'(J(k)）の場合。 このときは i=O

であり， （6.6) の諸関係を考慮すれば， p<q

となっている。 (6.1), (6. 2), および (6.7) 

から変数の動きは次の式にまとめられる。

． 
k = -rk 
． 
p = wp-qf'(k) 

q = U'(J(k)) 

p<q. 

・・・・・・(6.10)

(3) p=U'(J(k)）の場合， このときは， i=O

であるが， p=qが成立する。 このケースは，

(6.9)においてi=Oすなわち J(k)=cとするか

あるいは (6.10)において p=qとすることに

よって導びかれる。 これは (1)の特別な場合

であり， 相平面上でいえば， （1) と (2)の支

配する二つの領域の境界における相点の動き

が，それによって示される。したがって，本質

的には (6.9)と (6.10) の二つのシステムが

存在することになるのである。
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最適経済成長と非可逆的投資

(6.9)にしたがう相点の動きについては前節

までに十分な検討を加えているので，ここでは

(6.10) のシステムについて考えよう。 k=O,． 
p=Oを示す2曲線の性質を検討しよう。 これ

らは，

rk = 0, p = U'(f(k)) ・f'(k)/w 

・・・・・・(6.11)

となる。 (6.11) の第 1 式から， k~O にしたが

って， i多0であることがわかる。第2式から，
k=k*のとき p=U'(f(k*）)となる。 また，

(6. 11) の示す直線と曲線は交わらないから，

このシステムには均衡点は存在しない。すなわ

ち， 非可逆的投資を前提し， i=Oとなる状態

のもとでは，均衡点に収束することがないのは

もちろん，均衡点そのものも存在しない。

阻止曲線の構成とその役割 (6.10)のシス

テムによる軌道は，図ー6-2に示される。この図

には二つの右下がり曲線がえがかれているが，

それらのうち実線で示されるものは p=U'

(f(k)) ・f'(k)/w をあらわし，破線のものは，

U'=U'(J(k)）をあらわしている。図ー6-2にみ

るように，これらの2曲線は， k=k*で交わっ

ている。破線の曲線： U'=U'(f(k)）は，（6.9)

のシステムと (6.10)のそれとを区分する境界

線であって，これを境として i>Oから i=Oに

移ることになる。この意味でこの曲線を阻止曲

線 (blockingcurve)とよんでよいであろう。

図—6-2 では，システム（6.9) に支配される相

軌道図が示されている。しかしながら，これら

の軌道の動きのうち，現実的に有効なものは阻

止曲線の下方の部分だけであり，図でこの部分

だけが実線で示されているのは，このためであ

る。

次に，この阻止曲線と前節までにえられた可

逆的投資のもとでの最適軌道との位置関係を考

えてみよう。投資の可逆性が前提されている場． 
合の k=Oを示す曲線では， c=J(k)-rkであ

り，

p = U'(c) = U'(f(k)-rk) > U'(J(k)) 

があきらかであるから， k=O曲線はあきら

かに図ー6-3にみられるように阻止曲線の上方に． 
あることになる。図—6-3において，曲線： k=O

p
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K。• k1 k
 

． 
と直線： p=Oは， これまで幾度も現われた

i>Oなる状態での静止線であり， 阻止曲線：

U'=U'(J(k)）は， その下方に破線で示されて

いる。最適軌道は，均衡点eに向う矢印をつけ

た曲線によって示されるが， これは，微分方程

式：

dp _ p(Ct>-f'(k)) 
滋；＝f（K)-rk-C(P)

の解のうち，詢衡点 (k*,P*）をとおり，かつ

その点に収束する径路である。この最適軌道を

関数： p=p(k)(k>O)によって示すことにす

る。いうまでもなく，

p* = p(k*)' 

・・・・・・(6.12) 

悶<0 (k > 0) 

が成立する。

ところで， p=p(k)とU'=U'(f(k)）を比較

すれば，図ー6-3 にみるように， O<k~k* なる

Kについては， P>U'(f(k)）である。しかし，

k*<kなるある Kについて P<U'(f(k))であ

るとすればどうであろうか。そのようなKにた

いしては，（6.2)から，

p = U'(c) = U'(J(k)-i)<U'(J(k) 

となるから iく0であることがわかる。すなわ

ち， iが阻止曲線の下側にあるときは iく0で
あり，非可逆的投資のもとでは，（6.9)に代っ

て (6.10)のシステムが作動することになる。

灰k)<U'(J(k)）なる大きさの k（図でいえば

K。より大きい値をもつ）が初期値として与え

られるときは，均衡点 (k*,p*)に収束する径

路は (6.9)と (6.10)のいずれのシステムに

よってもえられないことがわかる。 このよう

に，非可逆的投資の前提のもとでは， これまで

のポントリャーギン径路がすべて最適性を失う

ような Kのある区間が存在することが示され

る12)。 図ー6-3についてみれば， このような開

区間は， （K。， oo) である。 もしKの初期値が

k1(>k。)であるとすれど， Pの初期値が，

U'(J(k1)）より小でないか否かによって，図で

みるように軌道は，異なる仕方で均衡点から遠

ざかるのである。このようなKの開区間（すな

12) アロー・クルツ 〔2〕,p,83-85を参照。
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最適経済成長と非可逆的投資

わちp(k)<U'(f(k)）となる区間）は，

・クルツによって阻止区間 (blockedinterval) 

と名づけられている 13)。アローとク）レ‘ジは，

の共同論文〔1〕で，可逆的投資の前提のもと

での最適政策がそのまま適用可能な区間（これ

を自由区間 (freeinterval)とよぷ）

的投資の前提のもとでの最適政策を同時に考慮

と非可逆

に入れねばならないような Kの区間（すなわち

阻止区間）が， どのような条件によって発生す

るか，

アロー

そ

という問題を詳細に考察している。次節

でわれわれは，かれらの行なった精緻な分析の

なかで， 主要な結果とおもわれる部分を取り上

げて整理し，それに若干のコ メントを与えるこ

とを試みよう 。

．
 

n
l
 
自由区間と阻止区間

判定関数の構成 自由区間，阻止区間，

びそれらの境界をそれぞれF,

で示し，

B, およびD

それらを次のように定義する。

F=  {kl p(k)-U'(f(k)) > O}, 

B=  {kl p(k)-U'(f(k)) <O}, 

D = {kl p(k)-U'(f(k)) = O}. 

F とBは開集合，

およ

D は閉集合である。図—6-3

からもあきらかなように，

のKは F にぞくすから，

O<k~k* なる任意

以下の考察では，

けを取り上げれば十分である。

数 V を次のように定義する。

v = v(k) == 
U'(f(k)) 
---
p(k) 

ここで，

(k > O) 

阻

止区間が生じる可能性をもつ， k>k＊なる Kだ

Kの関

v(k)は，あきらかに連続かつ微分可能であり，

k€F のとき V<1, K€B のとき v>1 である 。

13) アロー・クルツ [1J,p. 335を参照。

そして， kEDならば V=lが成立することはも

ちろんである。 V の Kについての弾力性を

Ev/Ek (==(k/v) (dv/dk)）で示せば，次の関係

が成り立つことはあきらかである。

Ev _ E (U'(J(k))¥ _ EU'(J(k)) 
瓦＝瓦（一i(K))＝ EK 

Ep(k) (EU' ） 
ET  ＝に）e＝I(K)
Ef(k) Ep(k) 
Ek Ek ・・・・・・(7.1) 

また，効用関数についての前提から，

誓＝一a(a>O) 

である。

投資の可逆性が認められている場合の最適政

策における投資 iを fと書くことにすれば，

(6. 12)から，

dp p(w-f'(k)) 
dk i-rk' 

したがって，

Ep co-J'(k) 
瓦＝ i 
-r+-
k 

となる。 Kが， F, D, あるいはBのいずれに

属しているかにしたがって， t>O,i=O,あるい

は t<Oとなることから，

0

0
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・・・・・・(7.2)

Ep/Ek<O (k>k*) 

を考慮すれば次の関係が確かめられる。

Ej, Ep i 
r面戸(t)-J'(k)―EK面

(kEF) 

(kED) ・・・・・・(7.3)

(kEB). 

(7.1)の両辺にr(>O)をかけて (7.2), (7.3) 

を代入すれば，次の関係が成立する。
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Ev 
r-E万奎(j)-f'(k)

Ef 
- -dr-- めの基礎となる命題をあげておく。

Ek 

according as 

ノヽ4
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ここで議論の簡単化のために，判定関数ともよ

ぶべきあたらしい関数¢を次のように定義して

みる。

¢ ＝り（K）＝0-f'（K)-6r屈

・・・・・・(7.5) 

そうすれば (7.4)は，

> cp(k) (kEF) 

虐]= <p(k) (kW)•…••(7. 6) 

く<p(k) (kEB) 

と書きなおされる。

自由区間と阻止区間は， 一般的に k>k*な

るKの全域にわたって散在するのであるが，任

意の区間について次の区別を設けてみる。すな

わち， 個々の自由区間（あるいは阻止区間）

が，その右方に阻止区間（自由区間）を有して

いるか否かによって，それらを有界自由区間

（あるいは有界阻止区間）および終端自由区間

(terminal free interval)（または終端阻止区

間 (terminalblocked mterval)） と名づけ

る。いいかえれば，有界自由区間（有界阻止区

間）とは，その右方に阻止区間（自由区間）を

少なくとも一つもつような自由区間（阻止区

間）のことであり，終端自由区間（終端阻止区

間）とは，その右方がすべて自由区間（阻止区

間）あるいは境界であるような自由区間（阻土

区間）のことである。ここで，以下の考察のた

命題 7.1 「任意の自由区間あるいは阻止区

間が有界であるならば，その区間に上端の境界

を加えた区間は'cp(k)=0を満すkを少なくと

も一つ含む。」

（証明）任意の有界自由区間 (a,b)（ただし，

k*<a<b)をとり， その任意の点を C とすれ

ば， v(c)<Iである。 K→b-0のとき v(k)→1

であり，また K→a+Oならば， v(k)→1であ

る。したがって c<k<bなるある Kでv'(k)>O

また， a<k<cなるある Kでv'(k)<Oとなる。

これは，開区間 (a,b)に含まれるある Kでv'

(k)=O,したがって (7.6)から cp(k)<Oとな

ることを示している。 K＊を左端とする自由区

間では，（7.5)に K*を代入することにより，

cp(k*)<Oがわかる。 (a,b)に右端の境界を加

えた区間を (a,b〕〕と書き，その上限を k1と

しよう。任意の実数 e<Oにたいして，次の条

件を満す K2,K3が存在する。

v(k1) = 1, v(k3) > 1, v1(k2) > O, 

k1 < k2 < k3 < k, + e, k2, k3EB. 

したがって， （7.6) から <p(k,)>Oである。

<p(k)が，（a,b)のある Kで負値をとることと

合せて'<p(k)=0となる Kが存在するが， e＞O

の任意性から， kE(a,b〕〕でなければならない。

有界阻止区間についても同様に証明される (q.

e. d.)。

終端自由区間と終端阻止区間の存在終端自

由区間と終端阻止区間が存在するための十分条

件は，次のように示される。

命題 7.2 「

EJ 
(i) ＞limf'(k) +r11 正五—―…… (7.7) 

K• ;,•J V"/'I~ ;→~ EK 

が成立するならば，終端阻止区間が存在する。
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最適経済成長と非可逆的投資

また，

0＜匹J'(k)+ra浬届…（7.8)

の関係が成立するならば，終端自由区間が存在

する。」

（証明）まず，次の二つの関数を定める。

e = e(k) = inf Ef !!_ = !!_(k) = !'とk(EK’)， 

←e(k)＝悶（Ef 副・
ただしここで， Ef/Ek'vま， k=k' における

EJ/Ekの値であり， sup,infほ， 〔k,co)に

わたるものとする。さらに，次の二つの関数を

定義する。

竺＝竺(k)= cu-f'(k)-r11e(k) 

~ = qi(k) = cu-f'(k)-r11~(k) 

(7.5) のりの定義と比較すれば，任意の k~k*

にたいして

竺(k)~ cp(k)~qJ(k) ・・・・・・(7.9)

となることがわかる。f'(k),e(k) はともに単

調減少であり，かつ生産関数の前提された性質

から， O<Ef/Ek<Iであるから，色(k)はK→OO

のとき有限値に収束する。この極限をmで示せ

ば，（7.9)から，

匝 q;(k)こl}翌笠(k)= m --~ 
となる。5，色の定義から，条件 (7.7)が成立

するときは，

Ef m=(i)-limf'(k)-r11 面五—-＞ O
K-0 k-。Ek

である。すなわち．

胆<p(k)~m>O.

これは，下極限の意味から，十分大きいKにた

いしては'<p(k) がすべて正値をとることを意

味する。したがって命題7.1によって，この場

合は終端自由区間か終端阻止区間かのいずれか

が存在することになる。仮りに終端自由区間が

存在するとしよう。 (7.6)から， Ev/Ekはそ

のとき十分大きな Kにたいして，つねに正であ

る。すなわち vは， K→00につれていくらでも

大きくなるが，自由区間では v<lのはずであ

り，これは矛盾である。これで，（7.7)のもと

では終端阻止区間が存在することがたしかめら

れた。

命題 7.2 の後半の証明は，前半のそれと同

様である。今度は<p(k)が，十分大きな Kにた

いしてつねに負値をとることになり， やはり

いずれかの 終端区間が存在することとなる。

Ev/Ek<Oが，大きいKについてつねに成立す

ることから， v→0である。 これは，阻止区間

においてはつねにv>lであることに矛盾する。

したがってこの場合は，終端自由区間が存在す

るのである (q.e. d.)。

次に，命題7.2から直接えられる系をいくつ

かあげる。

系 7.2-1 「担¥<p(k)>Oであれば，終端阻
止区間が存在する。面五<p(k)<Oであれば終

K→~ 
端自由区間が存在する。」

（証明）命題 7.2 の証明のなかで示された。

系 7.2-2「！壁f'(k)<Ct)-arが成立すれ
ば，終端阻止区間が存在する。」

（証明）すべての Kについて O<Ef/Ek<lで

あるから， 面五(Ef/Ek)~1 となる 。 したが っ
K→~ 

て (7.7)が成立する。

系 7.2-3 「limf'(k)=Oかつ 6ニ1なら
K→~ 

ば，終端阻止区間が存在する。」

（証明）基本的関係： w>r と面五Ef/E)~1
K→O 

- 25 -

library
ノート注釈
library : None

library
ノート注釈
library : MigrationNone

library
ノート注釈
library : Unmarked



経済学研究第 40巻第2号

に注意すれば，（7.7)が成立していることがわ である。一方，

かる。

系 7.2-4 「杞ヅ'(k)=Oかつ四(EJ/Ek)

>(i)／（ra) であれば， 終端自由区間が存在す
る。」

（証明） （7.8) が成立することからあきらか

である。

系 7.2-5 「lim/'(k) >Oかつlim/'(k)>
K→OO ●→OO 

0-raであれば，終端自由区間が存在する。」141

（証明） lim/'(k)>Oならば， fが原点をと
K→OO 

おる凹関数であることから， lim (Ef/Ek)=l 
K→OO 

であることがたしかめられる。 したがって

(7.8)が成立する。

Kのすべての範囲について阻止区間が全くあ

らわれないための十分条件を次にあげる。

命題 7,3 「

a> a) r(EJ/Ek) C> 1) (k > k*) 

という関係が成立しているならば， k>k*なる

Kの全区間が自由区間である。」

（証明） （7.5)から'rp(k)<O(k>k*)が成

立している。命題が真でないとする。命題 7-1

の証明におけると同様の方法で， 自由区間の上

端 k,(>k*)を定めれば，任意の実数 e>0に

たいして次のような k2(k*<k,<kベoo) が存
在する。

v(k1) = 1, v'(k2) > O, 

k1 < k, < k1 +e 

k1EDであるから，（7.6)から

1 
(Ev/Ek)k~ki = ~<p(k1) < O 

r 

14) 生産関数の性質 (2.15b)によれば，生産にお

ける労働要素の不可欠性，すなわち limf'(k)=O
K→C 

が前提されているから，この系の場合は事実上除

かれる。

(Ev/Ek)M2 > 0 

となり， これは Cの任意性と Ev/Ekの連続性

に矛盾する (q.e. d.）。

結語 これまでは，具体的な生産関数，効用

関数を定めることなく，自由区間と阻止区間の

問題を考察してきた。この問題と結論にたいし

て，具体的な生産関数をあてはめてみればどう

であろうか。 コブ・ダグラス型生産関数： Y=

Aka (O<a<I, A>O)では， J'(k）→0となっ

ている。したがって系7.2-3と命題7.3から，

次のようにいうことができる。コブ・ダグラス

生産関数のもとでは，限界効用 U'(c)の弾力性

（の絶対値） 6が1より大でないならば，終端阻

止区間が存在する。また，限界効用の弾力性が

十分大であり，

d>翠・｝（＞亨＞1)

という関係が成立しているならば，命題7.3か

ら全区間が自由区間となる。

次に問題になるのは， 自由区間と阻止区間が

無限に交代的に出現するようなケースが具体的

にありうるか否かということである。終端区間

が存在せず， 2種の区間が無限に交代的に発生

するケースは，ァロー・クルツによって見事に

構成された。かれらは， コブ・ダグラス生産関

数を基礎として，そのような生産関数を作り上

げることに成功している 15)0 

最後に， 自由区間と阻止区間が交代的にあら

われる場合，（6.9)と (6.10)の二つのシステ

ムのそれぞれにもとづく最適政策が， どのよう

に連結されねばならないかという問題を考えて

みよう。この問題は，いわばこれまでの議論を

15) アロー・クルツ (1J,pp. 341-344を参照。
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p 
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図ー7-2

集約するものであり， 図—7-1 と 図ー7-2 に示さ

れている。これらの図は全く同じ楠成をもっ

ており， これらを区別して示すのは， たんに図

を読みとりやすくするためにすぎない。

らの図では， これまでとは異なり，

k2;k*, p2;0の部分が示されている。

これ

相平面の

点 (k*,

p*)に向う破線(----)は，可逆的投資のも

とでの最適軌道と してすでに確立されたもので

ある。それと絡み合ってえがかれているのは，

阻止曲線： U'=U'(f(k)）である。それらの曲

線の下方には， p= U'(J(k)) ・f'(k)/Ct.>をあら

わす曲線が示されている。これらの図の水平軸

上で，開区間 (0,a), (b, c) ，•…••は自由区間

一方開区間 (a,b), (c, d),……は阻であり，

止区間であることがわかる。Kの初期値が点d

より右方にあるとしよう 。径路は，図-7-2にお
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経済学研究

いてみられるように，太い実線で示された最適

軌道の部分にそって，点 d'まですすむであろ

う。 k=dとなるにいたって， i=Oとなるため

に，以後は，軌道は (6.10)のシステムにした

がうことになる。すなわち， p<q(=U'(f(k)))

となり，軌道は，時間とともに曲線 d'd’'を矢

印の方向にすすむであろう 。 k=cとなったと

き，システムは，（6.10)から (6.9)に再び切り

替えられる。そして， 点 C'を起点として，可

逆的投資の場合の最適径路である p=p(k)に

乗った動きがはじまるであろう 。 こうして， K

の任意の初期値 (>k*)から出発する軌道は，

(6.9)と (6.10)の二つのシステムに交互に支

配されながら，図—7-2にみる ように，太い実線

に沿って動くことによって， 均衡点 (k*,p*) 

に近づくことが可能となるのである。その過程

で必要となる Cの不連続な変化は有限回でたり

ることもあきらかであろう 。

補 説

補助命題5.1の証明 この証明を3段階にわ

けておこなう 。

(1)命題にいう特定の値ではない任意に定め

た T(>O) にたいして， k(T) =k*, p(T) =p, 
． 

となる解を考える。P1>P*から， k(T)>Oで

ある。この相点が， O~t<T なるすべての nこ

おいて，相平面の部分集合A, Bのいずれにも

属さないことを確かめよう。すなわち，

．．  
k(t) > 0, p(t) < 0 (O ;s: t < T) 

となることを示す。もし， O~t1<T なる h が

存在して， 奴t,)=0,k(t)>O Ct1<t<T)であ

るとしよう 。k(t,)<k* となっているから，． 
p(t1)<0になるはずであるが，これは，（k(t,),

p(t1))EAとなることを示す。 そのときは， す

第 40巻第2号

でに確かめたように， この解では， t>t,なる． 
tについて k(t)<Oであるから矛盾である。

したがって， k(t)>O(O印 <T)である。k<k*． 
から p<O(O~t<T) もあきらかであ る 。

(2) t=Tで (K*,p1)をとおる解においてT

の値を変化させれば，相平面上の同一軌道をも

つ異なる解が生み出される。そこで，次のよう

な解の列を考える。

k"(T.) = k*, p"(T.) = Pi 

(v = 1, 2, 3, ・・・・・・）

O<Ti <T2< T3 <• •…·• OO 

(1)で示した， Kの狭義単調増加性と自律的微

分方程式の解の性質から，

kl(Q)＝が(T,-T1)>が(0)

＝ が(T3-T,)> が（0)・・・・・・

である。 つまり，

が（O)＞が(O)＞が(0)＞……

となる。次に， 単調減少列 {k'(O))(v=I. 2, 3, 

……）が0と Kのあいだのどのような Kの値

にも収束しないことを示す。背理法によること

とし，もし，このことが成立しないとすれば，

O<k<k＊なる定数iiが存在して， limkv(O) =k 
9→O 

である。 そこで，任意の正数 e(>O)をとると

き，整数N(e)が存在して， m>N(e),n>N(e) 

(n>m)なる任意の番号にたいして，

e>k'"(O)-k, e>k"(O)-k 

が成立する。ところで，

炉(O)= k"(T.-T,.) (T.>T,.) 

であるから，

e > kn(T.-T,.)-k"(O) 
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なる関係が認められる。これは， O:S:t<Tn-Tm

なるある tにたいして，

． 
0 < k"(t) :S: 

e 
今 Tr-T,.

が成立していなければならないことを意味す． 
る。ここで n→00とすれば， k"(t)→0である。

ところで， tの定め方から，

k<k"(O) = k"(t) <k"(T.-T,.) ＜知＋e

である。 k•(t) に対応する P をが(t) と書き，

一方 J(k)-rk-c(p)=0を満足するような P

を}であらわすことにする。上に述べたことか

ら， 結局 n→00 とするとき， 相点 (k"(t),

が(t))は， 相点（£,り）の e正方形近傍に含

まれることになる。これは，相点の極限の意味

で，

lim (kn(t)'p"(t)) = (k, p) 
”→~ 

を示しており，（k,p) EAであるから，解 (k",
p"）は，集合Aの点をとおる軌道に接近せねば

ならない。 これは，解 (k",P")の定め方に矛

盾している。以上のことから，狭義単調減少列

(k'(O)}は，開区間 (O,k*）のいかなる Kの値

にも収束しないことがわかる。 しかも， k"(O) 

>O(J.1=1, 2, 3,……）であることから， 結局

lim k"(O) = 0, limp"(O) = oo 
リ→～ V→～ 

となることもわかる。

(3)上で構成した解の列において，十分大き

い番号lをもつ解をとれば，（2)でえた結論か

ら， tのある値 t。において，補助命題5.1にい

う与えられた K1,PI Vこたいして，

k'(t。)＝k1, k'(T,) = k*, 

p(T,) = P1. k'(t) > 0. p'(t) < 0 

(O~t く T,)

が成立することがあきらかである。ここであら

ためて， k(t),p(t)を次のように定義する。

k(t) = k'(t+t。)， p(t)= p'(t+t。)．

また， T=T‘―t。と定める。この k(t),p(t)が

求める解であることは簡単に確かめられる。

(q. e. d.) 

補助命題5.2の証明 この証明は2段階にわ

けておこなう 16)。

(1)任意の feasible な径路について，

c=f(k)-rk-k・であるから， U=U(c) = ．．  
U(f(k)-rk-k)を Kと Kの関数とみて，
．． 

k=k1, k＝がのまわりに 2次の項まで展開す

れば次のようになる。

U(c2)-U(c1) = {(k2-k1)~ a ok 

.． a 
+（K2-Kl) ai }U(cl) 

1 3 ＋叶(k2-kう菰

+（かふ） a ｝2U(Co) 
ak 
・・・・・・(8.1) 

． 
ただし， c1=f(k')-rk1-k', c2=f(k2)-rk2-

，
 

2
 

•K 

c,= f(k1+(}1(k2＿が））＋r（K1+(}1(k2-kり｝... 
+(k'+()2(k2ーが）） (0~()1~1. 

0~()2 ~ 1) 

ところで，（8.1)の右辺第2項は， kl芸がかま
．．  

たは K玉がであるかぎりつねに負値をとる t

の連続関数である。なぜならば，この 2次形式

の行列：

16) この証明の主要部分は， イナガキ (4J, pp. 

106-107において最初に示された。
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[
が負値行列であるからである。つまり，（8.1)

の右辺第2項を m=m(t)と書くならば， m(t)

『(U(c')-U(cり）e-μ1dt=『｛（K2＿が） 3心ふ--;r}U(c1) e-μldt+ r m(t)e→tdt 。~+(k2-k1)i} U(c1) e-μ'dt+ f。
=「（f'(k1)-r)(k'＿が）U'(c1)e→Idt-IT（かふ）U'(c1)e-μ1dt

+『m(t)e―μldt
．． 

右辺の第2項を部分積分し， p1=U'(c1),p1=U'(cり，および w=r+μ という関係に注目すれば，

次の関係が成立することがわかる。

T T .  I。(U(c2)-U(cう）e-μ1dt= f。 (k2-kり（~+.f(k')-w)p1e-μ1dt 
T T 

-(k2＿が）p1e-μ'¥:+ f m(t)dt 
0'0  

(k',pりがポントリ ャーギン径路であることか

ら，右辺第1項はゼロとなり，また右辺の最後

の項は負であることから，結局，

r (U(c2)-U(c1))e-μ1dt < 
e 

T 

-(k2ーが）ple-μt|

゜
・・・・・・(8.3)

となる。

(2)補助命題5.2が否定されるとしよう 。

t=Tにおいて，が（T）＝が(T)(T>O)となる

ならば，（8.3)から，

『(U(c2)-U(cり）C―μldt< 0 
゜

となる。ここで，がとがを入れ換えて最初か

らの推論を繰り返し，上の関係と組み合せれば，

第 40巻第2号

,:s;:oであり， とくにが(t)芸が(t)なる tにつ

いては m(t)<Oとなる。 定理の前提から，小

さい t(>O)の値にたいしては， m(t)<Oとな

ることがわかる。

(8.1)の両辺に e-μtを乗じたものを 0から

Tまで積分すれば，次のかたちになる。

・・・・・・(8.2) 

T 

o>f (U(c')-U(c'))e-μ'dt 

T゚ 

= -f  (U(c')-U(cり）e―μ'dt> 0 

゜
となり，これはあきらかに矛盾である。したが

って命題の前半は証明された。次に，命題の後

半を否定し， limが(t)=limが(t)＝有限値
t→- t→の

ぎ也であるとしてみる。(4.9)から，がが収

束する以上，十分大きな tにたいして P1は単

調な動きをすることがわかる。(4.6)の第1式

で k＝がとしたものを考えよう。もし， p1→co

ならば， がの収束性から， この式の右辺と左． 
辺は収束し，が→0,が→K十がでてくる。これ

は上の前提に反するから， p＼ま有限値に収束し

ていなければならない。このことから，（8.2) 

においてTを大ならしめるとき，その右辺第2
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項は任意に小さくなる。したがってがのボン

トリャーギン最適性とあわせて，

『 (U(c')-U(cり） e—µ'dt< 0 
゜

が成立する。がもまたポントリャーギン径路

であることを考えれば，全く同じ推論によって

f (U(c1)-U(cり）e-μ1dt< O 
゜

となり，これは矛盾である。したがって補助命

題の後半が証明された。 (q.e. d.) 
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