
九州大学学術情報リポジトリ
Kyushu University Institutional Repository

Prediction for progression of transverse
cracking in CFRP cross-ply laminates using
Monte Carlo method

Onodera, Sota
Department of Aerospace Engineering, Tohoku University : Graduate Student

Nagumo, Yoshiko
Department of Aerospace Engineering, Tohoku University : Assistant Professor

Okabe, Tomonaga
Department of Aerospace Engineering, Tohoku University : Professor

https://hdl.handle.net/2324/4403408

出版情報：Advanced Composite Materials. 26 (5), pp.477-491, 2017-05-22. Taylor and Francis
バージョン：
権利関係：



1 

 

原 稿 種 類 ： 研 究 論 文  

 

題 目 ： モ ン テ カ ル ロ 法 に よ る C F R P 直 交 積 層 板 の ト ラ ン

ス バ ー ス ク ラ ッ ク 進 展 解 析  

( P r e d i c t i o n  f o r  p r o g r e s s i o n  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i n  C F R P  

c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  u s i n g  M o n t e  C a r l o  m e t h o d )  

 

氏 名 お よ び 会 員 資 格 ：  

小 野 寺 壮 太 ・ 学 生 会 員  ( S o t a  O N O D E R A )  * 1  

南 雲 佳 子 ・ 正 会 員  ( Yo s h i k o  N A G U M O )  * 2  

岡 部 朋 永 ・ 正 会 員  ( To m o n a g a  O K A B E )  * 3  

 

勤 務 先 お よ び 職 名 ：  

* 1 ~ * 3 東 北 大 学 大 学 院 工 学 研 究 科 航 空 宇 宙 工 学 専 攻  

( 9 8 0 - 8 5 7 9  宮 城 県 仙 台 市 青 葉 区 荒 巻 字 青 葉 6 - 6 - 0 1 )  

D e p a r t m e n t  o f  A e r o s p a c e  E n g i n e e r i n g ,  To h o k u  U n i v e r s i t y  

* 1  大 学 院 生  G r a d u a t e  S t u d e n t  

* 2  助 教  A s s i s t a n t  P r o f e s s o r  

* 3  教 授  P r o f e s s o r  

 

連 絡 先 ： 南 雲 佳 子  

〒 9 8 0 - 8 5 7 9  宮 城 県 仙 台 市 青 葉 区 荒 巻 字 青 葉 6 - 6 - 0 1  

東 北 大 学 大 学 院  工 学 研 究 科  航 空 宇 宙 工 学 専 攻  

T E L  :  0 2 2 - 7 9 5 - 6 9 3 2     FA X  :  0 2 2 - 7 9 5 - 6 9 8 3  

E - m a i l  :  n a g u m o @ p l u m . m e c h . t o h o k u . a c . j p  



使 用 ソ フ ト ： M i c r o s o f t  W o r d  2 0 1 6  

使 用 機 種 ： M i c r o s o f t  W i n d o w s  7  P r o f e s s i o n a l  

 

 

 

 

 



2 

 

A b s t r a c t  

T h i s  s t u d y  p r e d i c t e d  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  i n  

l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s .  T h e  r e f i n e d  s t r e s s  f i e l d  

( R S F )  m o d e l ,  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e r m a l  r e s i d u a l  

s t r a i n  f o r  p l i e s  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s  i s  f o r m u l a t e d ,  

a n d  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  a s s o c i a t e d  w i t h  t r a n s v e r s e  

c r a c k i n g  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h i s  m o d e l .  F o r  c o m p a r i s o n ,  

t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  b a s e d  o n  t h e  c o n t i n u u m  d a m a g e  

m e c h a n i c s  ( C D M )  m o d e l  i s  f o r m u l a t e d .  N e x t ,  t r a n s v e r s e  

c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  i n  C F R P  c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  

9 0 °  p l i e s  i s  p r e d i c t e d  b a s e d  o n  b o t h  s t r e s s  a n d  e n e r g y  

c r i t e r i a  u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  m e t h o d .  T h e  r e s u l t s  

i n d i c a t e d  t h a t  t h e  R S F  m o d e l  a n d  t h e  C D M  m o d e l  p r o p o s e d  

i n  t h i s  s t u d y  c a n  p r e d i c t  t h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s  f o r  t h e  

r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  a n d  p l y  s t r a i n  

i n  9 0 °  p l y.  T h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  p a p e r  c a n  b e  

a p p l i e d  t o  a n  a r b i t r a r y  l a m i n a t e  i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s .  

( 1 3 5 w o r d s )  

 

K e y  w o r d s :  C F R P,  c o m p o s i t e  l a m i n a t e ,  t r a n s v e r s e  c r a c k ,  

e n e r g y  r e l e a s e  r a t e ,  M o n t e  C a r l o  m e t h o d  
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P r e d i c t i o n  f o r  p r o g r e s s i o n  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i n  

C F R P  c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  u s i n g  M o n t e  C a r l o  m e t h o d  

S o t a  O n o d e r a ,  Yo s h i k o  N a g u m o ,  a n d  To m o n a g a  O k a b e  

 

1  I N T R O D U C T I O N  

R e c e n t l y ,  f i b e r - r e i n f o r c e d  p l a s t i c s  ( F R P s )  h a v e  b e e n  

u s e d  i n  a e r o s p a c e  f i e l d s  w h e r e  r e d u c i n g  w e i g h t  i s  i m p o r t a n t .  

P r a c t i c a l l y ,  l a m i n a t e s  m a d e  b y  s t a c k i n g  u n i d i r e c t i o n a l  f i b e r  

- r e i n f o r c e d  l a m i n a e ,  w h i c h  h a v e  p r e d e f i n e d  m e c h a n i c a l  

p r o p e r t i e s ,  a r e  c o m m o n l y  u s e d  b e c a u s e  u n i d i r e c t i o n a l  f i b e r  

- r e i n f o r c e d  p l a s t i c  i s  h i g h l y  a n i s o t r o p i c .  S e v e r a l  k i n d s  o f  

l a m i n a t e  e x i s t .  F o r  e x a m p l e ,  c r o s s - p l y  l a m i n a t e  h a s  f i b e r  

a n g l e s  o f  0 °  a n d  9 0 °  t o  t h e  l o a d i n g  d i r e c t i o n ,  a n g l e - p l y  

l a m i n a t e  h a s  f i b e r  a n g l e s  o f  ± θ °  t o  t h e  l o a d i n g  d i r e c t i o n ,  

a n d  q u a s i - i s o t r o p i c  l a m i n a t e  h a s  i s o t r o p i c  e l a s t i c  m o d u l i  i n  

t h e  p l a n e .  To  u t i l i z e  t h e s e  l a m i n a t e s  o f  a r b i t r a r y  l a y - u p  

c o n f i g u r a t i o n s ,  i t  i s  e s s e n t i a l  t o  d e t e r m i n e  t h e  f r a c t u r e  

p r o c e s s  o f  t h e  l a m i n a t e .  F i b e r - r e i n f o r c e d  l a m i n a t e  e x h i b i t s  

s p e c i f i c  f r a c t u r e  p r o c e s s e s ,  s u c h  a s  t r a n s v e r s e  c r a c k s  

( c r a c k s  i n  a  d i r e c t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  f i b e r ) ,  d e l a m i n a t i o n ,  

a n d  b r e a k a g e  o f  t h e  f i b e r .  I n  t h e s e  f r a c t u r e  p r o c e s s e s ,  

t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  o c c u r s  i n  t h e  e a r l i e s t  s t a g e .  T h e  

i n i t i a t i o n  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  c a u s e s  s t r e s s  

r e d i s t r i b u t i o n ,  r e s u l t i n g  i n  d e l a m i n a t i o n  a n d  b r e a k a g e  o f  
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t h e  f i b e r  d u e  t o  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n  a t  t h e  c r a c k  t i p .  

T h e r e f o r e ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  c l a r i f y  t h e  m e c h a n i c a l  

b e h a v i o r  o f  l a m i n a t e ,  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g .  

Va r i o u s  s t u d i e s  h a v e  f o c u s e d  o n  l a m i n a t e  i n c l u d i n g  

t r a n s v e r s e  c r a c k s . 1 ) - 2 9 )  P a g a n o  e t  a l . 1 )  f o r m u l a t e d  a n  

a n a l y t i c a l  m o d e l  t h a t  p r e d i c t s  t h e  c r a c k - i n i t i a t i o n  l a m i n a t e  

s t r e s s  o f  [ 0 / 9 0 n / 0 ]  ( n  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 )  c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  

a s s u m i n g  s t e a d y - s t a t e  c r a c k i n g ,  w h i c h  i s  t h e  c o n d i t i o n  

u n d e r  w h i c h  a  t r a n s v e r s e  c r a c k  p r o p a g a t e s  i n d e f i n i t e l y  

u n d e r  c o n s t a n t  t h e r m o m e c h a n i c a l  l o a d i n g .  T h e y  

d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e i r  a n a l y t i c a l  r e s u l t s  c a n  p r e c i s e l y  

p r e d i c t  t h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s  f o r  c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  

s t r e s s .  T h e y  a l s o  c o m p a r e d  t h e i r  r e s u l t s  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  

b y  M c C a r t n e y 1 5 , 1 6 )  a n d  D v o r a k  e t  a l . 1 4 )  

Wa n g  e t  a l . 2 )  c a l c u l a t e d  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  u s i n g  

f i n i t e - e l e m e n t  a n a l y s i s  a s s u m i n g  t h a t  e f f e c t i v e  f l a w s  i n  t h e  

9 0 °  p l y  p r o p a g a t e  i n t o  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  A l s o ,  t h e y  

s i m u l a t e d  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  a s  a  f u n c t i o n  o f  a p p l i e d  

l a m i n a t e  s t r e s s  u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  m e t h o d .  I n  t h e i r  

a n a l y s i s ,  s t a t i s t i c a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  e f f e c t i v e  f l a w  l e n g t h  

a n d  f l a w  s p a c i n g  w e r e  a s s u m e d .  

G u d m u n d s o n  a n d  Z a n g 7 )  p r o p o s e d  a  s o p h i s t i c a t e d  m o d e l  

t h a t  p r e d i c t s  t h e  t h e r m o - e l a s t i c  p r o p e r t i e s  o f  a  l a m i n a t e  

i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  I n  t h i s  m o d e l ,  t h e  a v e r a g e  
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c r a c k  o p e n i n g  d i s p l a c e m e n t  o f  a  t r a n s v e r s e  c r a c k  i s  

a s s u m e d  t o  b e  t h a t  o f  a n  i s o t r o p i c  e l a s t i c  m e d i u m ,  a n d  t h e  

i n c r e m e n t a l  s t r a i n  o f  t h e  p l y  i n  w h i c h  t h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  

i s  i n i t i a t e d  i s  c a l c u l a t e d .  T h e y  e m b e d d e d  t h i s  m o d e l  i n t o  

t h e  c l a s s i c a l  l a m i n a t e  t h e o r y ,  s o  t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p  

b e t w e e n  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  o f  l a m i n a t e s  w i t h  

a r b i t r a r y  l a y - u p  c o n f i g u r a t i o n s  a n d  t h e i r  m e c h a n i c a l  

p r o p e r t i e s  c o u l d  b e  e s t i m a t e d  a n a l y t i c a l l y .  T h e  m o d e l  

f o r m u l a t e d  b y  G u d m u n d s o n  a n d  Z a n g  c a n  c a l c u l a t e  t h e  

a v e r a g e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  p l y  b u t  t h i s  m o d e l  

c a n n o t  c a l c u l a t e  t h e  l o c a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  p l y .  

K o b a y a s h i  e t  a l .  8 ,  9 )  d e r i v e d  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  f o r  

t r a n s v e r s e  c r a c k s  u s i n g  t h e  m o d e l  f o r m u l a t e d  b y  

G u d m u n d s o n  a n d  Z a n g ,  a n d  p r e d i c t e d  t h e  f o r m a t i o n  o f  

t r a n s v e r s e  c r a c k s  i n  q u a s i - i s o t r o p i c  l a m i n a t e s .  K o b a y a s h i  

e t  a l .  a l s o  f o u n d  t h a t  t h e  l o c a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  

p l y  c o u l d  n o t  b e  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  m o d e l  o f  G u d m u n d s o n  

a n d  Z a n g ,  a l t h o u g h  t h e  a v e r a g e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  

p l y  c o u l d  b e  d e r i v e d .  

O k a b e  e t  a l .  1 1 )  f o r m u l a t e d  t h e  c o n t i n u u m  d a m a g e  

m e c h a n i c s  m o d e l  f o r  p r e d i c t i n g  t h e  s t i f f n e s s  r e d u c t i o n  o f  

c o m p o s i t e  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s  a s  a  

f u n c t i o n  o f  c r a c k  d e n s i t y .  T h i s  m o d e l  c a n  p r e d i c t  t h e  

s t i f f n e s s  o f  l a m i n a t e s  d a m a g e d  d u e  t o  t r a n s v e r s e  c r a c k s  ( o r  



6 

 

s u r f a c e  c r a c k )  b a s e d  o n  o n l y  t h e  m e c h a n i c a l  p r o p e r t i e s  o f  

a  p l y  a n d  t h e  l a y - u p  c o n f i g u r a t i o n s .  F u r t h e r m o r e ,  t h i s  

m o d e l  c a n  p r e c i s e l y  p r e d i c t  t h e  F E A  r e s u l t s  a n d  e x p e r i m e n t  

r e s u l t s  f o r  t h e  e l a s t i c  m o d u l i  o f  l a m i n a t e s  o f  a r b i t r a r y  l a y -

u p  c o n f i g u r a t i o n  ( e . g . ,  c r o s s - p l y ,  a n g l e - p l y ,  a n d  q u a s i -

i s o t r o p i c )  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  T h i s  m o d e l  c a n  

c a l c u l a t e  t h e  l o c a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  a  p l y  i n c l u d i n g  

t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  a s  a  f u n c t i o n  o f  c r a c k  d e n s i t y .  

T h e  p r e s e n t  s t u d y  f o r m u l a t e s  a t  m o d e l  f o r  p r o g r e s s i o n  o f  

t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i n  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  9 0 °  p l y .  F i r s t ,  

t h e  l o c a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  a  p l y  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  

c r a c k i n g  i s  f o r m u l a t e d  u s i n g  t h e  r e f i n e d  s t r e s s  f i e l d  ( R S F )  

m o d e l ,  w h i c h  e x t e n d s  t h e  m o d e l  f o r m u l a t e d  b y  O k a b e  e t  a l .  

1 1 )  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  r e s i d u a l  t h e r m a l  s t r a i n .  N e x t ,  t h e  

e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  a s s o c i a t e d  w i t h  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i s  

c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  R S F  m o d e l .  F o r  c o m p a r i s o n ,  t h e  e n e r g y  

r e l e a s e  r a t e  b a s e d  o n  t h e  c o n t i n u u m  d a m a g e  m e c h a n i c s  

( C D M )  m o d e l  i s  f o r m u l a t e d .  F u r t h e r m o r e ,  t r a n s v e r s e  

c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  i n  C F R P  c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  

9 0 °  p l i e s  i s  p r e d i c t e d  b a s e d  o n  b o t h  s t r e s s  a n d  e n e r g y  

c r i t e r i a  u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  m e t h o d .  F i n a l l y ,  t h e  c r a c k -

i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s  a n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  

t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  a n d  p l y  s t r a i n  i n  9 0 °  p l y  a r e  

c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  R S F  o r  t h e  C D M  m o d e l .  T h e  v a l i d i t y  
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o f  t h e s e  m o d e l s  i s  e s t i m a t e d  b y  c o m p a r i n g  t h e  r e s u l t s  

o b t a i n e d  f r o m  t h e s e  m o d e l s  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  

a n a l y t i c a l  r e s u l t s  i n  p r e v i o u s  s t u d i e s . 1 ) ,  1 0 )  T h e  r e s u l t s  f o r  

c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  a r e  c a l c u l a t e d  i n  t h i s  s t u d y ;  h o w e v e r ,  

t h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  h e r e  c a n  b e  a p p l i e d  t o  a n  a r b i t r a r y  

l a m i n a t e  i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s .  

 

2  M E C H A N I C A L  M O D E L  

2 . 1  L o c a l  S t r e s s  D i s t r i b u t i o n  i n  a  P l y  I n c l u d i n g  

Tr a n s v e r s e  C r a c k i n g  

L o c a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  a  p l y  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  

c r a c k i n g  w a s  f o r m u l a t e d  u s i n g  t h e  R S F  m o d e l ,  w h i c h  

e x t e n d s  t h e  m o d e l  f o r m u l a t e d  b y  O k a b e  e t  a l . 1 1 )  t o  t a k e  i n t o  

a c c o u n t  r e s i d u a l  t h e r m a l  s t r a i n .  W h e n  f o r m u l a t i n g  t h e  R S F  

m o d e l ,  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  t h e  p l y  i s  t h i n ,  a n d  t h a t  t h e  

d a m a g e  w a s  d u e  m a i n l y  t o  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  B a s e d  o n  t h e s e  

a s s u m p t i o n s ,  t h e  b e n d i n g  o f  t h e  p l y  a n d  d a m a g e  d u e  t o  

d e l a m i n a t i o n  w e r e  i g n o r e d .  F i g u r e  1  ( a )  i l l u s t r a t e s  a  p l y  

i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  T h e  1 - a x i s  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  

f i b e r ,  a n d  t h e  2 -  a n d  3 - a x e s  a r e  n o r m a l  t o  t h e  f i b e r .  F i g u r e  

1  ( b )  i l l u s t r a t e s  a  r e p r e s e n t a t i v e  v o l u m e  e l e m e n t  ( RV E )  

i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  o n  b o t h  s i d e s ,  w h i c h  i s  p a r t  

o f  t h e  p l y  i n  F i g .  1  ( a ) .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  

c o o r d i n a t e  s y s t e m  d i f f e r s  f r o m  t h a t  i n  F i g .  1  ( a ) .  T h e  
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c o o r d i n a t e s  x ,  y  i n  F i g .  1  ( b )  c o r r e s p o n d  t o  t h e  3 - ,  2 - a x e s  

i n  F i g .  1  ( a ) ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  i s  a s s u m e d  

t o  h a v e  a  t u n n e l - l i k e  c r a c k  s u r f a c e  t h a t  i s  s y m m e t r i c a l  

a b o u t  t h e  y - a x i s .  T h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  d o e s  n o t  p r o p a g a t e  

i n t o  t h e  n e i g h b o r i n g  p l y .  T h e  c r a c k  s p a c i n g  i s  2 l  a n d  t h e  

t h i c k n e s s  o f  t h e  p l y  i s  𝑡ply = 2𝑡. T h e  p l y  s t r a i n  𝜀𝑦
𝑝
 a l o n g  t h e  

y - a x i s  ( o r  2 - a x i s )  i s  a p p l i e d  t o  t h e  RV E  ( o r  p l y ) .  D u e  t o  t h e  

s y m m e t r i c  RV E ,  t h e  r e g i o n  o f  d e f i n i t i o n  i s  l i m i t e d  t o  0 ≤

𝑥 ≤ 𝑡 a n d  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙.  

 A  p l a n e  s t r a i n  i n  t h e  i s o t r o p i c  p l a n e  ( x - y  p l a n e )  i n  F i g .  

1  ( b )  i s  a s s u m e d .  T h e  d i s p l a c e m e n t s  i n  d i r e c t i o n s  x  a n d  y  

a r e  d e f i n e d  a s  u  a n d  v .  C o n s i d e r i n g  t h e r m a l  r e s i d u a l  s t r a i n ,  

t h e  s t r a i n - s t r e s s  r e l a t i o n s h i p  i s  e x p r e s s e d  a s   

𝜀𝑥
𝑀 =

𝜕𝑢𝑀

𝜕𝑥
= 𝜀𝑥 − 𝛼2Δ𝑇 = 𝐶1𝜎𝑥 − 𝐶2𝜎𝑦, ( 1 )   

𝜀𝑦
𝑀 =

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑦
= 𝜀𝑦 − 𝛼2Δ𝑇 = 𝐶1𝜎𝑦 − 𝐶2𝜎𝑥, ( 2 )   

𝛾𝑥𝑦 =
𝜎𝑥𝑦

𝐺23
=

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑀

𝜕𝑦
≈

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑥
. ( 3 )   

C o n s t a n t s  𝐶1 a n d  𝐶2 a r e  d e f i n e d  a s  

C1 =
1 − 𝜈21𝜈12

𝐸2
, 𝐶2 =

𝜈23 + 𝜈21𝜈12

𝐸2
,  ( 4 )   

w h e r e  𝜎𝑥 and 𝜎𝑦  a r e  s t r e s s e s  a l o n g  t h e  x -  a n d  y - a x e s ,  

𝜀𝑥 and 𝜀𝑦 a r e  s t r a i n s  c o n s i d e r i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e r m a l  

r e s i d u a l  s t r a i n  a l o n g  t h e  x -  a n d  y - a x e s ,  𝜀𝑥
𝑀 and 𝜀𝑦

𝑀  a r e  

s t r a i n s  n o t  i n c l u d i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e r m a l  r e s i d u a l  
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s t r a i n s  a l o n g  t h e  x -  a n d  y - a x e s ,  𝑢𝑀 and 𝑣𝑀  a r e  

d i s p l a c e m e n t s  n o t  i n c l u d i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e r m a l  

r e s i d u a l  s t r a i n s  a l o n g  t h e  x -  a n d  y - a x e s ,  𝛾𝑥𝑦  i s  t h e  

e n g i n e e r i n g  s h e a r  s t r a i n  i n  t h e  x - y  p l a n e ,  𝜎𝑥𝑦 i s  t h e  s h e a r  

s t r e s s  i n  t h e  x - y  p l a n e ,  a n d  𝛥𝑇 i s  t e m p e r a t u r e  c h a n g e  𝑇 −

𝑇𝑠𝑓  f r o m  t h e  s t r e s s  f r e e  t e m p e r a t u r e  𝑇𝑠𝑓  t o  t h e  t e s t i n g  

t e m p e r a t u r e  𝑇 .  𝐸1  i s  t h e  l o n g i t u d i n a l  Yo u n g ’ s  m o d u l u s  

a l o n g  1 - a x i s ,  𝐸2 i s  t h e  t r a n s v e r s e  Yo u n g ’ s  m o d u l u s  a l o n g  

t h e  2 - a x i s ,  𝐺23 i s  t h e  o u t - o f - p l a n e  s h e a r  m o d u l u s  i n  p l a n e  

2 - 3 ,  𝜈12 i s  i n - p l a n e  P o i s s o n ’ s  r a t i o  i n  p l a n e  1 - 2 ,  𝜈23 i s  o u t -

o f - p l a n e  P o i s s o n ’ s  r a t i o  i n  p l a n e  2 - 3 ,  a n d  𝛼2  i s  t h e  

t r a n s v e r s e  t h e r m a l  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t  a l o n g  t h e  2 - a x i s .  

F o r  e n g i n e e r i n g  s h e a r  s t r a i n  𝛾𝑥𝑦 i n  E q .  ( 3 ) ,  t h e  g r a d i e n t  i n  

t h e  y  d i r e c t i o n  o f  d i s p l a c e m e n t  u  i s  a s s u m e d  t o  b e  q u i t e  

s m a l l .  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  𝜀𝑥
𝑀 a n d  𝜀𝑦

𝑀 i s  e x p r e s s e d  a s  

𝜀𝑥
𝑀 = 𝑎𝜀𝑦

𝑀 , ( 5 )   

w h e r e  a  i s  a  p r o p o r t i o n a l i t y  c o n s t a n t  d e f i n e d  t o  s a t i s f y  t h e  

e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n  o f  s t r e s s .  F r o m  E q s .  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  a n d  ( 5 ) ,  

𝜎𝑥 and 𝜎𝑦 a r e  d e f i n e d  a s   

𝜎𝑥 =
𝑎𝐶1 + 𝐶2

𝐶1
2 − 𝐶2

2

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑦
, ( 6 )   

𝜎𝑦 =
𝐶1 + 𝑎𝐶2

𝐶1
2 − 𝐶2

2

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑦
. ( 7 )   

A d d i t i o n a l l y ,  u s i n g  E q .  ( 3 ) ,  𝜎𝑥𝑦 i s  e x p r e s s e d  b y  



10 

 

𝜎𝑥𝑦 = 𝐺23

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑥
. ( 8 )   

T h e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n  o f  s t r e s s  i s  e x p r e s s e d  a s   

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0, ( 9 )   

𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
= 0. ( 1 0 )   

W h e n  ∂2𝑣𝑀/𝜕𝑥𝜕𝑦 ≠ 0  i s  p o s t u l a t e d  a n d  E q s .  ( 6 ) - ( 8 )  a r e  

s u b s t i t u t e d  i n t o  E q s .  ( 9 )  a n d  ( 1 0 ) ,  t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  

c o n s t a n t  a  a n d  t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n  f o r  d i s p l a c e m e n t  𝑣𝑀 

a r e  o b t a i n e d  a s  

𝑎 = −{𝐶2 + 𝐺23(𝐶1
2 − 𝐶2

2)}/𝐶1, ( 1 1 )   

∂2𝑣𝑀

𝜕𝑥2
+ 𝜆2

𝜕2𝑣𝑀

𝜕𝑦2
= 0; 𝜆 = √

𝐶1 + 𝑎𝐶2

𝐺23(𝐶1
2 − 𝐶2

2)
. ( 1 2 )   

To  d e t e r m i n e  d i s p l a c e m e n t  𝑣𝑀,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  

t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n  i n  E q .  ( 1 2 )  a r e  g i v e n  b y  

𝑣𝑀 = 0 on 𝑦 = 0, ( 1 3 )   

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑦
= 0 on 𝑦 = 𝑙, ( 1 4 )   

𝜕𝑣𝑀

𝜕𝑥
= 0 on 𝑥 = 0, ( 1 5 )   

𝑣𝑀 = {𝜀𝑦
𝑝

+ (𝛼𝑐 − 𝛼2)𝛥𝑇}𝑦 on 𝑥 = 𝑡, ( 1 6 )   

w h e r e  αc  i s  t h e  t h e r m a l  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  

l a m i n a t e  a l o n g  t h e  0 °  d i r e c t i o n .  A t  𝑦 = 0,  n o  d i s p l a c e m e n t  

v  i s  c o n s i d e r e d  i n  E q .  ( 1 3 ) .  E q u a t i o n  ( 1 4 )  w a s  d e t e r m i n e d  

f r o m  E q .  ( 7 )  c o n s i d e r i n g  s t r e s s  𝜎𝑦 = 0 a t  t h e  c r a c k  s u r f a c e  

( 𝑦 = 𝑙 ) .  E q u a t i o n  ( 1 5 )  w a s  d e f i n e d  b a s e d  o n  E q .  ( 8 ) ,  

c o n s i d e r i n g  s h e a r  s t r e s s  𝜎𝑥𝑦 = 0 o n  t h e  c e n t e r  l i n e  o f  t h e  p l y  
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( 𝑥 = 0 ) .  A d d i t i o n a l l y,  t h e  d i s p l a c e m e n t  d i s t r i b u t i o n  

p r e s e n t e d  a s  E q .  ( 1 6 )  i n  t h e  i n t e r f a c e  w a s  a s s u m e d  

a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e v i o u s  s t u d y . 2 5 )  T h e r e f o r e ,  t h e  

n e i g h b o r i n g  p l y  i s  t h o u g h t  t o  b e  d e f o r m e d  u n i f o r m l y  b y  𝜀𝑦
𝑝
,  

r e g a r d l e s s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  U s i n g  s e p a r a t i o n  o f  

v a r i a b l e s  a n d  a s s i g n i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  p r e s e n t e d  

a b o v e  t o  E q .  ( 1 2 ) ,  t h e  s o l u t i o n  𝑣𝑀 o f  t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n  

t h a t  s a t i s f i e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n  E q s .  ( 1 3 )  t o  ( 1 6 )  

c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  

𝑣𝑀 =
8𝑙

𝜋2 (∑
(−1)𝑛+1

(2𝑛 − 1)2

∞

𝑛=1

cosh [(2𝑛 − 1)𝜋𝜆𝑥/(2𝑙)]

cosh [(2𝑛 − 1)𝜋𝜆𝑡/(2𝑙)]
sin [

(2𝑛 − 1)𝜋𝑦

2𝑙
]) (𝜀𝑦

𝑝
+ 𝜀𝑡ℎ), ( 1 7 )   

w h e r e  𝜀𝑡ℎ d e n o t e s  (𝛼𝑐 − 𝛼2)𝛥𝑇. W h e n  E q .  ( 1 7 )  i s  s u b s t i t u t e d  

i n t o  E q s .  ( 6 ) - ( 8 ) ,  t h e  l o c a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  RV E  i s  

d e r i v e d  a s   

𝜎𝑥(𝑥, 𝑦) =
4

𝜋

𝑎𝐶1 + 𝐶2

𝐶1
2 − 𝐶2

2 𝑓(𝑥, 𝑦)(𝜀𝑦
𝑝

+ 𝜀𝑡ℎ), ( 1 8 )   

𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) =
4

𝜋

𝐶1 + 𝑎𝐶2

𝐶1
2 − 𝐶2

2 𝑓(𝑥, 𝑦)(𝜀𝑦
𝑝

+ 𝜀𝑡ℎ), ( 1 9 )   

𝜎𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
4

𝜋
𝐺23𝜆𝑔(𝑥, 𝑦)(𝜀𝑦

𝑝
+ 𝜀𝑡ℎ). ( 2 0 )   

I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  t h e  f u n c t i o n s  𝑓(𝑥, 𝑦) and 𝑔(𝑥, 𝑦) a r e  

e x p r e s s e d  b y  

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑
(−1)𝑛+1

(2𝑛 − 1)2

∞

𝑛=1

cosh [(2𝑛 − 1)𝜋𝜆𝑥/(2𝑙)]

cosh [(2𝑛 − 1)𝜋𝜆𝑡/(2𝑙)]
cos [

(2𝑛 − 1)𝜋𝑦

2𝑙
], ( 2 1 )   

𝑔(𝑥, 𝑦) = ∑
(−1)𝑛+1

(2𝑛 − 1)2

∞

𝑛=1

sinh [(2𝑛 − 1)𝜋𝜆𝑥/(2𝑙)]

cosh [(2𝑛 − 1)𝜋𝜆𝑡/(2𝑙)]
sin [

(2𝑛 − 1)𝜋𝑦

2𝑙
]. ( 2 2 )   

 



12 

 

T h e  c o m p a t i b i l i t y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  s t r a i n  i s  n o t  s a t i s f i e d  

b e c a u s e  o f  t h e  a s s u m p t i o n  o f  E q s .  ( 3 )  a n d  ( 5 ) .  T h e r e f o r e ,  

t h e  p r o p o s e d  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i s  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n ,  b u t  

t h e y  a r e  n o t  e x a c t  s o l u t i o n .  

 

2 . 2  F o r m u l a t i o n  o f  E n e r g y  R e l e a s e  R a t e  U s i n g  t h e  R S F  

M o d e l  

 H e r e ,  o n l y  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i n  9 0 °  p l y  u n d e r  u n i a x i a l  

t e n s i o n  i s  c o n s i d e r e d .  T h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  a s s o c i a t e d  

w i t h  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i n  9 0 °  p l y  i s  f o r m u l a t e d  u s i n g  t h e  

R S F  m o d e l .  C o n s i d e r i n g  t h a t  n e w  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  

p r o p a g a t e s  b e t w e e n  t w o  p r e - e x i s t i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s  

( F i g . 2 ) ,  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  G  a s s o c i a t e d  w i t h  

t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i s  d e f i n e d  a s  

𝐺 =
𝑈(𝑙) − [𝑈(𝑙1) + 𝑈(𝑙2)]

2𝑡
, ( 2 3 )   

w h e r e  𝑈(𝑙) i s  a  s t r a i n  e n e r g y  s t o r e d  i n  t h e  RV E  o f  c r a c k  

s p a c i n g  2𝑙 ( F i g .  1  ( b ) ) .  T h e  s t r a i n  e n e r g y  𝑈(𝑙) i s  e x p r e s s e d  

a s  

𝑈(𝑙) =
1

2
∫ (𝜎𝑥𝜀𝑥 + 𝜎𝑦𝜀𝑦 + 𝜎𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦)𝑑𝑉

𝑉

, ( 2 4 )   

w h e r e  t h e  i n t e g r a t i o n  a r e a  V  i s  d e f i n e d  a s  t h e  i n s i d e  o f  t h e  

RV E  ( F i g .  1  ( b ) ) .  U s i n g  E q s .  ( 1 ) - ( 3 )  a n d  ( 1 8 ) - ( 2 0 ) ,  E q .  ( 2 4 )  

c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  
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𝑈(𝑙) = ∫ {∫ (𝐴{𝑓(𝑥, 𝑦)}2(𝜀𝑦
𝑝

+ 𝜀𝑡ℎ)
2

+ 𝐵{𝑔(𝑥, 𝑦)}2(𝜀𝑦
𝑝

+ 𝜀𝑡ℎ)
2

𝑙

0

𝑡

0

+ 𝐶𝑓(𝑥, 𝑦)(𝜀𝑦
𝑝

+ 𝜀𝑡ℎ)) 𝑑𝑦} 𝑑𝑥. 

( 2 5 )   

T h e  c o n s t a n t s  𝐴,  B ,  a n d  𝐶 a r e  c a l c u l a t e d  a s  

𝐴 =
32

𝜋2

(1 + 𝑎2)𝐶1 + 2𝑎𝐶2

𝐶1
2 − 𝐶2

2 , ( 2 6 )   

𝐵 =
32

𝜋2
𝐺23𝜆2, ( 2 7 )   

𝐶 =
8

𝜋
𝛼2Δ𝑇

1 + 𝑎

𝐶1 − 𝐶2
. ( 2 8 )   

S u b s t i t u t i n g  E q s .  ( 2 5 ) - ( 2 8 )  i n t o  E q .  ( 2 3 ) ,  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  

r a t e  G  c a n  b e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  R S F  m o d e l .  E q u a t i o n  ( 2 5 )  

i s  c a l c u l a t e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  G a u s s - L e g e n d r e  q u a d r a t u r e  

b e c a u s e  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  s o l v e  t h i s  e q u a t i o n  a n a l y t i c a l l y .  

 

2 . 3  F o r m u l a t i o n  o f  E n e r g y  R e l e a s e  R a t e  U s i n g  t h e  C D M  

M o d e l  

F o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  u s i n g  R S F  

m o d e l ,  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  b a s e d  o n  t h e  C D M  m o d e l  i s  

a l s o  f o r m u l a t e d .  I n  t h e  C D M  m o d e l ,  s t r a i n  e n e r g y  𝑈(𝑙) 

s t o r e d  i n  t h e  RV E  o f  c r a c k  s p a c i n g  2𝑙  ( F i g .  1  ( b ) )  i s  

e x p r e s s e d  a s  

𝑈(𝑙) =
1

2
⋅ 𝐸2(1 − 𝑑2(𝑙))(𝜀𝑦

𝑝
)

2
⋅ 4𝑡𝑙, ( 2 9 )   

w h e r e  𝑑2(𝑙) i s  t h e  d a m a g e  v a r i a b l e  i n  t h e  2 - a x i s  ( d i r e c t i o n  

n o r m a l  t o  t h e  f i b e r )  a s  s h o w n  i n  F i g .  1  ( a ) .  A c c o r d i n g  t o  
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O k a b e  e t  a l . 1 1 ) ,  b y  a p p l y i n g  t h e  G u d m u n d s o n - Z a n g  m o d e l 7 )  

t h e  d a m a g e  v a r i a b l e  𝑑2(𝑙) i s  d e f i n e d  a s  

𝑑2(𝑙) =
𝜋

2

𝑡𝐸1(1 − 𝜈12𝜈21)

𝐸1 − 𝐸2𝜈12
2

1

𝑙
∑

𝑎𝑗

(1 + 𝑡/𝑙)𝑗

10

𝑗=1

, ( 3 0 )   

w h e r e  t h e  c o n s t a n t  s e q u e n c e  𝑎𝑗  i s  g i v e n  i n  Ta b l e  1 .  

S u b s t i t u t i n g  E q s .  ( 2 9 )  a n d  ( 3 0 )  i n t o  ( 2 3 ) ,  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  

r a t e  G  c a n  b e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  C D M  m o d e l .  

 

3  A N A LY S I S  O F  T H E  T R A N S V E R S E  C R A C K I N G  

P R O G R E S S I O N  U S I N G  T H E  M O N T E  C A R L O  M E T H O D  

T r a n s v e r s e  c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  b a s e d  o n  b o t h  s t r e s s  a n d  

e n e r g y  c r i t e r i a  w a s  p r e d i c t e d  u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  m e t h o d .  F i r s t ,  

t h e  9 0 °  p l y  o f  l e n g t h  L  i s  d i s c r e t i z e d  i n t o  n  e l e m e n t s  ( F i g .  3 ) .  

T h e  s t a t i c  t r a n s v e r s e  s t r e n g t h  o f  e a c h  e l e m e n t  p l y  i s  a f f e c t e d  b y  

l o c a l  d e f e c t s .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t r a n s v e r s e  s t r e n g t h  𝐹𝑖  o f  

e l e m e n t  𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)  f o l l o w s  We i b u l l  d i s t r i b u t i o n  𝑅𝑖 ,  

w h i c h  r e f l e c t s  t h e  r a n d o m  m a t e r i a l  p r o p e r t y  t o  r e s i s t  c r a c k  

f o r m a t i o n :  

𝑅𝑖 = 1 − 𝑒
−

Δ𝐿
𝐿0

(
𝐹𝑖
𝜎0

)
𝑚

,
 ( 3 1 )   

w h e r e  𝐿0 i s  t h e  g a u g e  l e n g t h ,  𝛥𝐿 i s  t h e  e l e m e n t  s p a c i n g ,  

σ0  i s  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e n g t h  o f  p l y ,  a n d  𝑚  i s  t h e  s h a p e  

p a r a m e t e r .  𝑅𝑖  i s  d e t e r m i n e d  b y  a s s i g n i n g  p s e u d o - r a n d o m  

n u m b e r s  t o  e a c h  e l e m e n t ,  a n d  t h e  s t r e n g t h  𝐹𝑖  o f  e a c h  

e l e m e n t  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  E q .  ( 3 1 ) .  T h e  p s e u d o - r a n d o m  
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n u m b e r s  a r e  g e n e r a t e d  b y  M a t h e m a t i c a  9 . 0 . 3 0 )  S h a p e  

p a r a m e t e r  𝑚 i s  a  f i t t i n g  p a r a m e t e r  i n  t h i s  s t u d y .  N e x t ,  i t  

i s  a s s u m e d  t h a t  a  m i c r o  c r a c k  o c c u r  a t  t h e  p l y  s t r a i n  𝜀𝑦
𝑝
 i n  

e a c h  e l e m e n t  s a t i s f y i n g  t h e  f o l l o w i n g  s t r e s s  c r i t e r i a  

𝜎𝑦(0, 𝑦) > 𝐹𝑖, ( 3 2 )   

w h e r e  𝜎𝑦(0, 𝑦) i s  s t r e s s  i n  t h e  y - d i r e c t i o n  a t  x  =  0  f o r  t h e  

R S F  m o d e l ,  g i v e n  b y  E q .  ( 1 9 ) .  

I t  i s  t h e n  a s s u m e d  t h a t  o n e  o f  t h e  m i c r o  c r a c k s  t h a t  

o c c u r r e d  a t  t h e  p l y  s t r a i n  𝜀𝑦
𝑝
 p r o p a g a t e s  i n t o  a  t r a n s v e r s e  

c r a c k .  T h e  e l e m e n t  w i t h  t h e  h i g h e s t  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  

a s s o c i a t e d  w i t h  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  a m o n g  t h e  e l e m e n t s  

w i t h  m i c r o  c r a c k s  i s  s e a r c h e d .  W h e n  t h i s  e l e m e n t  s a t i s f i e s  

t h e  e n e r g y  c r i t e r i o n  

𝐺 > 𝐺𝑐 , ( 3 3 )   

t h e  m i c r o  c r a c k  i n  t h i s  e l e m e n t  p r o p a g a t e s  i n t o  a  t r a n s v e r s e  

c r a c k .  H e r e ,  𝐺𝑐 i s  t h e  c r i t i c a l  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e .  E n e r g y  

r e l e a s e  r a t e  𝐺  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n  

f o r m u l a t e d  b y  t h e  R S F  m o d e l  o r  t h e  C D M  m o d e l .  T h e  e n e r g y  

r e l e a s e  r a t e  G  i s  c a l c u l a t e d  a s s u m i n g  t h a t  t h e r e  a r e  v i r t u a l  

t r a n s v e r s e  c r a c k s  a t  e i t h e r  e n d  o f  t h e  9 0 °  p l y  o f  l e n g t h  L .  

T h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i s  c a l c u l a t e d  b y  d i v i d i n g  t h e  

n u m b e r  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k s  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  

v i r t u a l  t r a n s v e r s e  c r a c k s  b y  t h e  l e n g t h  L .  

T h e  p r o g r e s s i o n  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i n  l a m i n a t e s  
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i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s  i s  a n a l y z e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  s t r e s s  a n d  

e n e r g y  c r i t e r i a .  F i g u r e  4  p r e s e n t s  t h e  a n a l y s i s  f l o w c h a r t .  

 

4  R E S U LT S  A N D  D I S C U S S I O N  

4 . 1  C r a c k - I n i t i a t e d  L a m i n a t e  S t r e s s  

  B e f o r e  p r e d i c t i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n ,  t h e  

c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s  i s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  

f o r m u l a t e d  m e c h a n i c a l  m o d e l  a n d  m a k i n g  a  c o m p a r i s o n  w i t h  

t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  a n a l y t i c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  

P a g a n o 1 )  e t  a l .  T h e  l a m i n a t e  m a t e r i a l  i s  I M 7 / 5 2 5 0 - 4 .  Ta b l e  

1  l i s t s  i t s  p r o p e r t i e s .  T h e  o u t - o f - p l a n e  s h e a r  m o d u l u s  𝐺23 

i s  e s t i m a t e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  

𝐺23 =
𝐸2

2(1 + 𝜈23)
. ( 3 4 )   

C r o s s - p l y  [ 0 / 9 0 n / 0 ]  ( n  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 )  l a m i n a t e s  w i t h  

t r a n s v e r s e  c r a c k s  i n  t h e  9 0 °  p l i e s  a r e  c o n s i d e r e d .  I n  t h i s  

a n a l y s i s ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  c r a c k s  a r e  e q u a l l y  s p a c e d  

( 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙/2) ,  a n d  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i s  d e f i n e d  a s  𝜌 =

1/𝑙. T h e  c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s  i s  d e t e r m i n e d  u s i n g  

t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e .   

 

( 1 ) T h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  G  i s  c a l c u l a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  𝜌  a t  p l y  s t r a i n  𝜀𝑦
𝑝
  u s i n g  t h e  

R S F  m o d e l  o r  t h e  C D M  m o d e l .  T h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  

d e n s i t y  𝜌c  a n d  p l y  s t r a i n  (𝜀𝑦
𝑝)𝑐  a r e  e v a l u a t e d  w h e n  t h e  
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m a x i m u m  v a l u e  o f  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  i s  e q u a l  t o  t h e  

c r i t i c a l  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  𝐺𝑐.  

( 2 ) T h e  e f f e c t i v e  c o m p l i a n c e  𝑪̅  o f  t h e  l a m i n a t e  a t  c r a c k  

d e n s i t y  𝜌𝑐  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  m o d e l  t o  p r e d i c t  t h e  

s t i f f n e s s  r e d u c t i o n  o f  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  

c r a c k s ,  f o r m u l a t e d  b y  O k a b e  e t  a l . ,  1 1 )  a n d  t h e  s t r e s s  𝜎𝑐 

l o a d e d  i n  t h e  l a m i n a t e  a l o n g  t h e  0 °  d i r e c t i o n  a t  (𝜀𝑦
𝑝)𝑐  i s  

o b t a i n e d  u s i n g  t h e  c o n s t i t u t i v e  l a w .  S t r e s s  𝜎𝑐 i s  d e f i n e d  

a s  c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s .  

 

F i g u r e  5  p l o t s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r a c k -

i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s  𝜎𝑐  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  a b o v e  

m e t h o d  a n d  t h e  t h i c k n e s s  o f  9 0 °  p l i e s .  F i g u r e  5  a l s o  

p r e s e n t s  t h e  e x p e r i m e n t  a n d  a n a l y t i c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  

P a g a n o 1 )  w h e n  t h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  p e n e t r a t e d  t h e  w i d t h  

d i r e c t i o n  o f  t h e  s p e c i m e n .  T h e  c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  

s t r e s s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  R S F  m o d e l  i s  t h e  l a r g e s t  i n  t h e  

a n a l y t i c a l  m o d e l s .  T h e  r e a s o n  i s  t h a t  c h a n g e  i n  t h e  s t r a i n  

d i s t r i b u t i o n  a t  t h e  i n t e r f a c e s  o f  p l y  w i t h  t r a n s v e r s e  c r a c k s  

d u e  t o  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k s  i n  t h e  R S F  m o d e l  

i s  n o t  c o n s i d e r e d  b e c a u s e  t h e  s t r a i n  a t  t h e  i n t e r f a c e s  o f  t h e  

p l y  w i t h  t r a n s v e r s e  c r a c k s  d e f i n e d  b y  E q .  ( 1 6 )  i s  c o n s t a n t .  

C o m p a r i s o n  o f  t h e  R S F  m o d e l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  t h i c k e r  t h e  9 0 °  p l i e s ,  t h e  c l o s e r  t h e s e  
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v a l u e s  a r e .  T h e  c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s  o b t a i n e d  

u s i n g  t h e  C D M  m o d e l  i s  t h e  s m a l l e s t  i n  t h e  a n a l y t i c a l  

m o d e l s .  I t  c a n  b e  c o n f i r m e d  t h a t  t h e  R S F  m o d e l  g i v e s  t h e  

u p p e r  l i m i t  o f  c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s ,  a n d  t h e  C D M  

m o d e l  g i v e s  t h e  l o w e r  l i m i t .  

 

4 . 2  P r e d i c t i o n  o f  Tr a n s v e r s e  C r a c k i n g  P r o g r e s s i o n  

T r a n s v e r s e  c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  i s  p r e d i c t e d  u s i n g  t h e  

m e c h a n i c a l  m o d e l  f o r m u l a t e d  i n  s e c t i o n  2  a n d  t h e  a n a l y s i s  

m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  3 ,  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  

e x p e r i m e n t  r e s u l t s  o f  O g i h a r a  e t  a l . 1 0 )  T h e  c r o s s - p l y  

l a m i n a t e s  o f  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  a n d  G 4 0 - 8 0 0 / 5 2 6 0  a r e  a n a l y z e d .  

T h e  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  o f  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  a n d  G 4 0 - 8 0 0 / 5 2 6 0  

u s e d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  a r e  l i s t e d  i n  Ta b l e  3 .  T h e  o u t - o f -

p l a n e  s h e a r  m o d u l u s  𝐺23 i s  e s t i m a t e d  u s i n g  E q .  ( 3 4 ) .  T h e  

s h a p e  p a r a m e t e r  m  i s  d e t e r m i n e d  b y  f i t t i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p  

b e t w e e n  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  a n d  p l y  s t r a i n  f o r  t h e  

[ 0 / 9 0 ] s  l a m i n a t e s  o b t a i n e d  b y  O g i h a r a  e t  a l . 1 0 )  a n d  t h e  

p r e d i c t i o n  r e s u l t  f o r  t h e  [ 0 / 9 0 ] s  l a m i n a t e s  o b t a i n e d  u s i n g  

t h e  R S F  m o d e l .  T h e  l e n g t h  L  o f  t h e  a n a l y s i s  r e g i o n  i s  5 0 m m ,  

a n d  t h e r e  a r e  8 0 0 0  e l e m e n t s  n .  T h e  e l e m e n t  s p a c i n g  Δ L  i s  

c a l c u l a t e d  b y  d i v i d i n g  t h e  l e n g t h  L  b y  t h e  n u m b e r  o f  

e l e m e n t  n ,  a n d  Δ L  i s  6 . 2 5 × 1 0 - 3 m m .  T r a n s v e r s e  c r a c k  

d e n s i t y  i s  c a l c u l a t e d  b y  d i v i d i n g  t h e  n u m b e r  o f  t r a n s v e r s e  
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c r a c k s  b y  t h e  l e n g t h  L .  

 F i r s t ,  t h e  a n a l y s i s  r e s u l t s  f o r  t h e  [ 0 / 9 0 ] s  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  

l a m i n a t e  a r e  c o n s i d e r e d .  F i g u r e  6  p r e s e n t s  t h e  t r a n s v e r s e  

c r a c k  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  90°  p l y  f o r  t h e  [ 0 / 9 0 ] s  

T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  l a m i n a t e  a l o n g  t h e  l o n g i t u d i n a l  l e n g t h  L  

u s i n g  t h e  R S F  m o d e l  u n d e r  𝜀𝑦
𝑝
= 1 . 0 8 %  o r  𝜀𝑦

𝑝
= 1 . 2 % .  I n  F i g .  6  

( a ) ,  t h e r e  a r e  2 4  m i c r o  c r a c k s  a n d 1 2  t r a n s v e r s e  c r a c k s .  I n  

F i g .  6  ( b ) ,  t h e r e  a r e  3 3  m i c r o  c r a c k s  a n d  2 8  t r a n s v e r s e  

c r a c k s .  T h e  t r a n s v e r s e  c r a c k s  a r e  n o t  e q u a l l y  s p a c e d ,  a n d  

i t  i s  c o n f i r m e d  t h a t  t h e  t r a n s v e r s e  c r a c k s  a r e  d i s t r i b u t e d  

a l m o s t  e v e n l y  a s  t h e  p l y  s t r a i n  i n c r e a s e s .  F i g u r e  7  p l o t s  t h e  

r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i n  t h e  9 0 °  

p l i e s  a n d  t h e  p l y  s t r a i n  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  

m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  3 .  F o r  c o m p a r i s o n ,  t h e  

e x p e r i m e n t  r e s u l t s  o f  O g i h a r a  e t  a l . 1 0 )  a r e  p r e s e n t e d .  T h e  

r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  t h e  R S F  m o d e l  a n d  t h e  C D M  m o d e l  a r e  

i n  g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  T h e  f i r s t  

c r a c k i n g  s t r a i n  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  R S F  m o d e l  e x c e e d s  t h a t  

o b t a i n e d  u s i n g  t h e  C D M  m o d e l .  T h i s  r e s u l t  i s  c o n s i s t e n t  

w i t h  t h e  r e s u l t  i n  F i g .  7 .   T h e  b e h a v i o r  o f  t h e  R S F  m o d e l  

a n d  t h a t  o f  t h e  C D M  m o d e l  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l  w h e r e  t h e  

t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i s  h i g h .  T r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  

i s  d e f i n e d  a s  𝜌 = 1/𝑙 a s s u m i n g  t h e  c r a c k s  a r e  e q u a l l y  s p a c e d  

( 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙/2) .  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  G  
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a n d  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  𝜌 a t  p l y  s t r a i n  𝜀𝑦
𝑝
 =  1 . 0 %  i s  

p l o t t e d  i n  F i g .  8 .  T h e  v a l e s  o f  t h e  e n e r g y  r e l e a s e  r a t e  o f  

t h e  R S F  m o d e l  a n d  t h e  C D M  m o d e l  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l  

w h e n  𝜌 i s  l a r g e .  T h e r e f o r e ,  t h e  b e h a v i o r s  o f  t h e  R S F  m o d e l  

a n d  t h e  C D M  m o d e l  i n d i c a t e d  i n  F i g .  7  a l m o s t  a g r e e  w h e n  

t h e  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i s  h i g h .  

N e x t ,  t h e  a n a l y s i s  r e s u l t s  f o r  t h e  G 4 0 - 8 0 0 / 5 2 6 0  l a m i n a t e  

a r e  p r e s e n t e d .  F i g u r e s  9  a n d  1 0  p l o t  t h e  r e l a t i o n s h i p  

b e t w e e n  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  a n d  p l y  s t r a i n  c a l c u l a t e d  

u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  m e t h o d  f o r  t h e  [ 0 / 9 0 ] s  a n d  [ 0 / 9 0 2 ] s  

l a m i n a t e s .  F o r  c o m p a r i s o n ,  t h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s  o f  

O g i h a r a  e t  a l . 1 0 )  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  9  a n d  1 0 .  A s  i n  F i g .  

7 ,  t h e  R S F  m o d e l  a n d  t h e  C D M  m o d e l  b e h a v i o r s  a r e  a l m o s t  

i d e n t i c a l  i n  t h e  r a n g e  w h e r e  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i s  

h i g h .  I n  F i g .  9 ,  t h e  R S F  m o d e l  g i v e s  t h e  u p p e r  l i m i t  o f  

c r a c k - i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s ,  a n d  t h e  C D M  m o d e l  g i v e s  

t h e  l o w e r  l i m i t .  T h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s  o f  t h e  c r a c k -

i n i t i a t e d  l a m i n a t e  s t r e s s  e x c e e d  t h e  v a l u e s  o f  t h e  R S F  m o d e l  

a n d  t h e  C D M  m o d e l  i n  F i g .  1 0 .  H o w e v e r ,  t h e  r e s u l t s  

o b t a i n e d  u s i n g  t h e  R S F  m o d e l  a n d  t h e  C D M  m o d e l  a g r e e  

w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  

t h i c k n e s s  o f  t h e  9 0 °  p l i e s ,  c o n f i r m i n g  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  

a n a l y s i s .  F u r t h e r m o r e ,  w h e n  c o m p a r i n g  F i g s .  9  a n d  1 0 ,  t h e  

r e s u l t s  o f  t h e  f i r s t  c r a c k i n g  s t r a i n  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  R S F  
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m o d e l  b e c o m e  c l o s e r  t o  t h e  e x p e r i m e n t  v a l u e s  a s  t h e  9 0 °  

p l i e s  b e c o m e  t h i c k e r .  T h i s  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  r e s u l t  i n  

F i g .  5 .  

T h i s  s t u d y  c a l c u l a t e s  t h e  r e s u l t s  f o r  c r o s s - p l y  l a m i n a t e s .  

H o w e v e r ,  t h e  p r e s e n t e d  m o d e l s  c a n  b e  a p p l i e d  t o  a n  

a r b i t r a r y  l a m i n a t e  i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s .  F u r t h e r m o r e ,  b y  

c o m b i n i n g  t h e  p r e s e n t  m o d e l  a n d  t h e  m o d e l  f o r  p r e d i c t i n g  

s t i f f n e s s  r e d u c t i o n  o f  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s  

f o r m u l a t e d  b y  O k a b e  e t  a l .  1 1 ) ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  t h e  

s t r e s s - s t r a i n  b e h a v i o r  o f  t h e  l a m i n a t e .  

 

5  C O N C L U S I O N S  

T h i s  s t u d y  i n v e s t i g a t e d  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  

i n  l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s .  T h e  R S F  m o d e l ,  w h i c h  

t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  t h e r m a l  r e s i d u a l  s t r a i n  f o r  p l y  

i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k s ,  i s  f o r m u l a t e d ,  a n d  t h e  e n e r g y  

r e l e a s e  r a t e  a s s o c i a t e d  w i t h  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  i s  

c a l c u l a t e d  u s i n g  t h i s  m o d e l .  F o r  c o m p a r i s o n ,  t h e  e n e r g y  

r e l e a s e  r a t e  b a s e d  o n  t h e  C D M  m o d e l  i s  f o r m u l a t e d .  N e x t ,  

t r a n s v e r s e  c r a c k i n g  p r o g r e s s i o n  i n  C F R P  c r o s s - p l y  

l a m i n a t e s  i n c l u d i n g  9 0 °  p l i e s  b a s e d  o n  b o t h  s t r e s s  a n d  

e n e r g y  c r i t e r i a  i s  p r e d i c t e d  u s i n g  t h e  M o n t e  C a r l o  m e t h o d .  

T h e  r e s u l t s  i n d i c a t e d  t h a t  t h e  R S F  m o d e l  a n d  C D M  m o d e l  

p r o p o s e d  i n  t h i s  s t u d y  c a n  p r e d i c t  t h e  e x p e r i m e n t  r e s u l t s  
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f o r  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  a n d  

p l y  s t r a i n  i n  9 0 °  p l y  o b t a i n e d  b y  O g i h a r a  e t  a l . 1 0 )  I n  t h i s  

s t u d y,  t h e  r e s u l t s  f o r  c r o s s - p l y  l a m i n a t e s  a r e  c a l c u l a t e d ;  

h o w e v e r ,  t h e  p r e s e n t e d  m o d e l s  c a n  b e  a p p l i e d  t o  a n  

a r b i t r a r y  l a m i n a t e  i n c l u d i n g  9 0 °  p l y.   

 

A C K N O W L E D G E M E N T S  

T.  O .  a p p r e c i a t e s  t h e  s u p p o r t  o f  t h e  C r o s s - m i n i s t e r i a l  

S t r a t e g i c  I n n o v a t i o n  P r o m o t i o n  P r o g r a m  a n d  t h e  M i n i s t r y  

o f  E d u c a t i o n ,  C l u t u r e ,  S p o r t s ,  S c i e n c e  a n d  T e c h n o l o g y  o f  

J a p a n  u n d e r  G r a n t - i n - A i d  S c i e n t i f i c  R e s e a r c h  ( C )  N o .  

1 5 K 0 6 5 9 7 .  T h i s  w o r k  w a s  p a r t l y  s u p p o r t e d  b y  To r a y  

I n d u s t r i e s ,  I n c .  a n d  t h e  N e w  E n e r g y  a n d  I n d u s t r i a l  

Te c h n o l o g y  D e v e l o p m e n t  O r g a n i z a t i o n  ( N E D O )  N o .  

1 5 1 0 2 3 1 5 - 0 ,  P 1 5 0 0 6 ,  a n d  1 4 1 0 0 1 6 1 1 - d .  

 

R E F E R E N C E S  

1 )  N . J .  P a g a n o ,  G . A .  S c h o e p p n e r  &  R .  K i m  :  C o m p .  S c i .  

Te c h . ,  5 8 , 1 1  ( 1 9 9 8 ) ,  1 8 1 1 - 1 8 2 5 .  

2 )  A .  S .  D .  Wa n g ,  P.  C .  C h o u  &  S . C .  L e i  :  J .  C o m p .  M a t e r. ,  

1 8 ,  3  ( 1 9 8 4 ) ,  2 3 9 - 2 5 4 .  

3 )  J . M .  B e r t h e l o t  &  J .  - F .  L e  C o r r e  :  C o m p .  S c i .  Te c h . ,  6 0 ,  

1 4  ( 2 0 0 0 ) ,  2 6 5 9 - 2 6 6 9 .  

4 )  J . M .  B e r t h e l o t ,  A p p l .  M e c h .  R e v . ,  5 6 ,  1  ( 2 0 0 3 ) ,  1 1 1 - 1 4 7 .  
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5 )  J . M .  B e r t h e l o t ,  P.  L e b l o n d ,  A .  E l  M a h i  &  J .  - F .  L e  C o r r e  :  

C o m p .  P a r t  A ,  2 7 ,  1 0  ( 1 9 9 6 ) ,  9 8 9 - 1 0 0 1 .  

6 )  N .  Ta k e d a ,  &  S .  O g i h a r a  :  C o m p .  S c i .  Te c h . ,  5 2 ,  2  ( 1 9 9 4 ) ,  

1 8 3 - 1 9 5 .  

7 )  P.  G u d m u n d s o n  &  W.  Z a n g  :  I n t .  J .  S o l i d  S t r u c t u r e s ,  3 0 ,  

2 3  ( 1 9 9 3 ) ,  3 2 1 1 - 3 2 3 1 .  

8 )  S .  K o b a y a s h i ,  S .  O g i h a r a ,  &  N .  Ta k e d a  :  A d v .  C o m p .  

M a t e r . ,  9 ,  4  ( 2 0 0 0 ) ,  3 6 3 - 3 7 5 .  

9 )  S .  K o b a y a s h i ,  S .  O g i h a r a  &  N .  Ta k e d a  :  A d v .  C o m p .  

M a t e r. ,  9 ,  3  ( 2 0 0 0 ) ,  2 4 1 - 2 5 1 .  

1 0 )  S .  O g i h a r a ,  S .  K o b a y a s h i ,  N .  Ta k e d a ,  A .  K o b a y a s h i  :  

C o m p .  S c i .  Te c h . ,  6 1 ,  8  ( 2 0 0 1 ) ,  1 0 4 9 - 1 0 5 5 .   

1 1 )  T.  O k a b e ,  S .  O n o d e r a ,  Y.  K u m a g a i  &  Y.  N a g u m o  :  I n t .  

J .  D a m a g e  m e c h .  ( i n  p r e s s ) .  

1 2 )  G .  J .  D v o r a k ,  N .  L a w s  &  M .  H e j a z i  :  J .  C o m p .  M a t e r. ,  

1 9 ,  3  ( 1 9 8 5 ) ,  2 1 6 - 2 3 4 .  

1 3 )  G .  J .  D v o r a k  &  N . L a w s  :  J .  C o m p .  M a t e r. ,  2 1 ,  4  ( 1 9 8 7 ) ,  

3 0 9 - 3 2 9 .  

1 4 )  G .  J .  D v o r a k  &  N .  L a w s  :  E n g .  F r a c .  M e c h . ,  2 5 ,  5 - 6  

( 1 9 8 6 ) ,  7 6 3 - 7 7 0 .  

1 5 )  M c C a r t n e y ,  L .  N .  :  J .  M e c h .  P h y s .  S o l i d s ,  4 0 ,  1  ( 1 9 9 2 ) ,  

2 7 - 6 8 .  

1 6 )  M c C a r t n e y ,  L .  N .  :  S t r e s s  t r a n s f e r  m e c h a n i c s  f o r  p l y  

c r a c k s  i n  g e n e r a l  s y m m e t r i c  l a m i n a t e s ,  N P I ,  R e p o r t  
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C M M T ( A ) 5 0 ,  N a t i o n a l  P h y s i c s  L a b o r a t o r y ,  Te d d i n g t o n ,  

U K ,  1 9 9 6 .  

1 7 )  J .  A .  N a i r n  :  J .  C o m p .  M a t e r. ,  2 3 ,  1 1  ( 1 9 8 9 ) ,  1 1 0 6 -

1 1 2 9 .  

1 8 )  J .  A .  N a i r n  &  S .  H u  :  I n t .  J .  F r a c t . ,  5 7 ,  1  ( 1 9 9 2 ) ,  1 -

2 4 .  

1 9 )  Y.  H u a n g ,  J .  Va r n a  &  R .  Ta l r e j a  :  C o m p .  S c i .  Te c h . ,  

9 5 ,  ( 2 0 1 4 ) ,  1 0 0 - 1 0 6 .  

2 0 )  S .  O g i h a r a ,  N .  Ta k e d a ,  S .  K o b a y a s h i  &  A .  K o b a y a s h i  :  

J .  S o c .  M a t .  S c i . ,  J a p a n ,  4 7 ,  1  ( 1 9 9 8 ) ,  6 8 - 7 2 .  

2 1 )  N .  Ta k e d a ,  H .  N i i z u m a ,  S .  O g i h a r a  &  A .  K o b a y a s h i  :  

M a t e r i a l s  s y s t e m ,  J a p a n ,  1 4 ,  ( 1 9 9 5 ) ,  7 3 - 7 8 .  

2 2 )  E .  V.  I a r v e ,  M . R .  G u r v i c h ,  D . H .  M o l l e n h a u e r ,  C . A .  

R o s e  &  C . G .  D á v i l a  :  I n t .  J .  N u m e r.  M e t h .  E n g . ,  8 8 ,  8  

( 2 0 1 1 ) ,  7 4 9 - 7 7 3 .  

2 3 )  E . V.  I a r v e ,  S .  C h e l l a p i l l a  &  D .  H .  M o l l e n h a u e r  :  

I C C M  1 5  C o n f e r e n c e  P r o c e e d i n g s ,  D u r b o n ,  S .  A f r i c a  J u n e  

2 7 - J u l y  2 ,  ( 2 0 0 5 ) .  

2 4 )  M .  R .  G u r v i c h  :  C o m p .  S c i .  Te c h . ,  5 9 ,  1 1  ( 1 9 9 9 ) ,  

1 7 0 1 - 1 7 1 1 .  

2 5 )  J .  W.  L e e ,  D .  H .  A l l e n  a n d  C .  E .  H a r r i s  :  J .  C o m p .  

M a t e r.  ,  2 3 ,  1 2  ( 1 9 8 9 ) ,  1 2 7 3 - 1 2 9 1 .  

2 6 )  S .  M u r a k a m i  :  C o n t i n u u m  D a m a g e  M e c h a n i c s :  A  

C o n t i n u u m  M e c h a n i c s  A p p r o a c h  t o  t h e  A n a l y s i s  o f  
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D a m a g e  a n d  F r a c t u r e .  D o r d r e c h t  H e i d e l b e r g  L o n d o n  N e w  

Yo r k :  S p r i n g e r ,  ( 2 0 1 2 ) .  

2 7 )  Y.  K a n a g a w a ,  S .  M u r a k a m i ,  Y.  L i u ,  Q .  B a i  &  K .  

Ta n a k a  :  J .  S o c .  M a t .  S c i . ,  J a p a n  4 5 ,  2  ( 1 9 9 6 ) ,  2 0 6 - 2 1 1 .  

2 8 )  Z . C .  X i a ,  R . R .  C a r r  &  J . W.  H u t c h i n s o n  :  A c t a  M e t a l l .  

M a t e r. ,  4 1 ,  8  ( 1 9 9 3 ) ,  2 3 6 5 - 2 3 7 6 .  

2 9 )  Z .  H a s h i n  :  E n g .  F r a c .  M e c h . ,  2 5 ,  5 - 6  ( 1 9 8 6 ) ,  7 7 1 -

7 7 8 .  

3 0 )  Wo l f r a m  R e s e a r c h ,  I n c . ,  M a t h e m a t i c a ,  Ve r s i o n  9 . 0 ,  

C h a m p a i g n ,  I L  ( 2 0 1 2 ) .  

 

 

F i g .  1 .   S c h e m a t i c  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k  m o d e l .  ( a )  P l y  

i n c l u d i n g  t r a n s v e r s e  c r a c k .  ( b )  R e p r e s e n t a t i v e  v o l u m e  

e l e m e n t .  
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F i g .  2 .   F o r m a t i o n  o f  a  n e w  c r a c k  b e t w e e n  t w o  p r e -

e x i s t i n g  c r a c k s .  

 

F i g .  3 .   D i s c r e t i z a t i o n  o f  90° p l i e s  f o r  d i s t r i b u t e d  s t a t i c  

t r a n s v e r s e  s t r e n g t h .  
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F i g .  4 .   F l o w  c h a r t  o f  t h e  p r o c e d u r e  i m p l e m e n t e d  f o r  

a n a l y z i n g  t h e  p r o g r e s s  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k i n g .  

 

F i g .  5 .   L a m i n a t e  c r a c k i n g  s t r e s s  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t h i c k n e s s  o f  90° p l i e s  /  t h i c k n e s s  o f  0° p l i e s .   



28 

 

 

F i g .  6 .  P r e d i c t i o n  o f  t r a n s v e r s e  c r a c k  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  

90° p l y  f o r  [ 0 / 9 0 ] s  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  l a m i n a t e  a l o n g  t h e  

l o n g i t u d i n a l  l e n g t h  L  u s i n g  R S F  m o d e l .  E a c h  v e r t i c a l  l i n e  

r e p r e s e n t s  o n e  t r a n s v e r s e  c r a c k .  ( a )  U n d e r  𝜀𝑦
𝑝
= 1 . 0 8 % ,  ( b )  

U n d e r  𝜀𝑦
𝑝
= 1 . 2 % .  

 

F i g .  7 .   T r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i n  t h e  90° p l y  f o r  

[ 0 / 9 0 ] s  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  l a m i n a t e  a s  a  f u n c t i o n  o f  p l y  s t r a i n .  
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F i g .  8 .   E n e r g y  r e l e a s e  r a t e  a s s o c i a t e d  w i t h  t r a n s v e r s e  

c r a c k i n g  i n  90°  p l y  a s  a  f u n c t i o n  o f  e q u a l l y  s p a c e d  

t r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  f o r  [ 0 / 9 0 ] s  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  l a m i n a t e  

( 𝜀𝑦
𝑝 =1 . 0 % ) .  

 

F i g .  9 .   T r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i n  90° p l y  f o r  [ 0 / 9 0 ] s  

G 4 0 - 8 0 0 / 5 2 6 0  l a m i n a t e  a s  a  f u n c t i o n  o f  p l y  s t r a i n .  
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F i g .  1 0 .   T r a n s v e r s e  c r a c k  d e n s i t y  i n  90° p l y  f o r  

[ 0 / 9 0 2 ] s  G 4 0 - 8 0 0 / 5 2 6 0  l a m i n a t e  a s  a  f u n c t i o n  o f  p l y  

s t r a i n .  
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Ta b l e  1 .   N u m e r i c a l  p a r a m e t e r  𝑎𝑗 u s e d  i n  E q .  ( 3 0 ) 7 ) .  

𝑗 𝑎𝑗  𝑗 𝑎𝑗  

1  0 . 6 3 6 6 6  6  - 3 3 . 0 9 4 4 4  

2  0 . 5 1 8 0 6  7  7 4 . 3 2 0 0 2  

3  0 . 5 1 6 9 5  8  - 1 0 3 . 0 6 4 1 1  

4  - 1 . 0 4 8 9 7  9  7 3 . 6 0 3 3 7  

5  8 . 9 5 5 7 2  1 0  - 2 0 . 3 4 3 2 6  
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Ta b l e  2 .   M a t e r i a l  p r o p e r t i e s  o f  I M 7 / 5 2 5 0 - 4 . 1 )  

L o n g i t u d i n a l  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  𝐸1 ( G P a )  1 6 5 . 4 7 5  

T r a n s v e r s e  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  𝐸2 ( G P a )  1 0 . 3 4 2  

 I n - P l a n e  P o i s s o n ’ s  R a t i o  𝜈12 0 . 3 1  

O u t - o f - P l a n e  P o i s s o n ’ s  R a t i o  𝜈23 0 . 5 6  

I n - P l a n e  S h e a r  M o d u l u s  𝐺12 ( G P a )  5 . 7 9 2 2  

L o n g i t u d i n a l  T h e r m a l  E x p a n s i o n   

C o e f f i c i e n t  𝛼1 ( 1 0
- 6

/ ℃ )  

0 . 4 5  

T r a n s v e r s e  T h e r m a l  E x p a n s i o n  

 C o e f f i c i e n t  𝛼2 ( 1 0
- 6

/ ℃ )  

2 4 . 6 6  

S t r e s s - F r e e  T e m p e r a t u r e  𝑇𝑠𝑓 ( ℃ )  1 8 0  

Ambient Testing Temperature 𝑇 ( ℃ )  2 4  

P l y  t h i c k n e s s  𝑡0 ( m m )  0 . 1 2 7  

C r i t i c a l  E n e r g y  R e l e a s e  R a t e  𝐺𝑐 ( J / m
2

)  2 2 5  
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Ta b l e  3 .   M a t e r i a l  p r o p e r t i e s  o f  T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  a n d  G 4 0 -

8 0 0 / 5 2 6 0 . 8 , 9 )  

 T 8 0 0 H / 3 9 0 0 - 2  G 4 0 - 8 0 0 / 5 2 6 0  

L o n g i t u d i n a l  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  𝐸1 ( G P a )  1 4 3 . 0  1 5 2 . 0  

T r a n s v e r s e  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  𝐸2 ( G P a )  7 . 9 9  1 0 . 0  

 I n - P l a n e  P o i s s o n ’ s  R a t i o  𝜈12 0 . 3 5  0 . 3 3  

O u t - o f - P l a n e  P o i s s o n ’ s  R a t i o  𝜈23 0 . 4 9  0 . 4 9  

I n - P l a n e  S h e a r  M o d u l u s  𝐺12 ( G P a )  3 . 9 6  6 . 9 4  

L o n g i t u d i n a l  T h e r m a l  E x p a n s i o n   

C o e f f i c i e n t  𝛼1 ( 1 0
- 6

/ ℃ )  

- 1 . 5  - 0 . 6  

T r a n s v e r s e  T h e r m a l  E x p a n s i o n   

C o e f f i c i e n t  𝛼2 ( 1 0
- 6

/ ℃ )  
3 4 . 3  3 6 . 0  

S t r e s s - F r e e  T e m p e r a t u r e  𝑇𝑠𝑓 ( ℃ )  1 6 5  1 9 5  

Ambient Testing Temperature 𝑇 ( ℃ )  2 5  2 5  

P l y  t h i c k n e s s  𝑡ply ( m m )  0 . 1 8  0 . 1 4  

G a u g e  l e n g t h  𝐿0 ( m m )  8 0  8 0  

C r i t i c a l  A v e r a g e  S t r e s s  σ0 ( M P a )  7 2  7 5  

Distribution Shape Constant 𝑚 1 0 . 5  7 . 5  

C r i t i c a l  E n e r g y  R e l e a s e  R a t e  𝐺𝑐 ( J / m
2

)  3 0 0  3 3 0  

 


