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部分観測可能なマルコフ連鎖での多段決定モデル
について—MTP2 の場合

中 井 達

1 部分観測可能なマルコフ決定過程

不完備情報の決定モデルを考えるとき，部分観測可能なマルコフ過程での動的決定過程として定式

化することが多い。この部分観測可能なマルコフ連鎖では，状態に関する情報は状態空間上の確率分

布で与えられることが多く，これらの確率分布を比較する必要がおきる。これらの情報を比較するた

めには，情報の間に何らかの順序を導入することは自然である。 Nakai[6, 7, 10, 14]などにおいて，

TP2 (totally positivity of order two) として知られている尤度比を用いた半順序を導入し，この順

序と多段決定モデルにおける最適政策をはじめとする不完備情報の動的決定過程の性質について考え

た。このような，確率分布のあいだの順序関係については， Stoyan[18]などでも考えられている。

ここでは，状態についての情報が，多変量確率変数によって得られるときに，情報と決定のあいだに

どのような関係があるかを中心に考える。

第 2節では，部分観測可能なマルコフ連鎖を考え，その状態に関する情報全体に，尤度比を用いて

順序関係を導入する。さらに，状態についての情報は，それぞれの状態に依存する多変量の確率変数

を観測することによって得られる。ここでは，学習のプロセスとして，ベイズの定理に従うとする。

このとき，確率密度関数や推移確率行列について，いくつかの仮定をおき，それらの仮定のもとで，

事前情報と事後情報の関係を考える。特に，ここで得られた性質は動的決定モデルを考えるときに必

要な，基本的な性質である。また，それぞれの時点で観測する多変量確率変数の確率密度関数につい

ての仮定は， T巳の概念を一般化した， MTP2(multivariate totally positivity of order two) と呼

ばれる性質になる。また，この仮定のもとで， Holley[2], Kemperman [5], Preston [16], Karlin 

and Rinott [3, 4]などで得られている性質を利用する。 Brownand Solomonにおいても， T凡の

考え方を用いた順序関係を [1]で扱い， Nakai[6, 7, 10, 14, 15]では，それぞれの期で観測できる

確率変数が，独立な確率変数となっている場合を扱っている。ここで得られた結果は，それらの結果

の一般化となっていると言える。

第 3節では，第 2節で扱った部分観測可能なマルコフ連鎖の上での動的決定過程の簡単な例として，

最適停止モデルの性質をみる。さらに，このモデルの一般化ともなっている，最適選択モデルをこの

枠組みの中で解析し，不完備情報の決定モデルについての性質を求める。さらに，これらの最適停止
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モデルと最適選択モデルにおける最適政策と，その政策にしたがったときに得られる値の性質を考え

る。

2 部分観測可能なマルコフ決定モデル

部分観測可能なマルコフ連鎖を考える。このマルコフ連鎖の状態を直接に知ることができない。こ

こでは，情報過程を通して，状態に関する情報を得ることができる。 Nakai[6, 7, 14, 15]において，

いくつかの基本的な性質が得られている。また，部分観測可能なマルコフ連鎖での多段決定モデルに

ついて [10]で考えられている。

いま，｛0,1,2,…｝をマルコフ連鎖の状態全体を表す集合とし， P=(pふ，j=0,1,2,．．．をその推移確率行列と

する。これらの状態に依存する K一次元の多変量確率変数から得られる標本を得て，この状態に関する

情報を得る。これらの多変量確率変数は互いに独立とする。したがって，これらの確率変数を観測す

るプロセスが情報過程となる。このマルコフ連鎖の状態が iのとき，この状態に依存する非負の K次

元多変量確率変数を Xiとする。さらに，この絶対連続な確率変数の分布関数を

Pr(Xs::;;xlYn=i)=F;(x) (xE RばE{0,1,2,…｝，n E {0,1,2,…｝）， (1) 

とし，その確率密度関数を Is(X)とする。ここで， x=(x1，・・・，ふ）とし，兄は時点 nでのこのマルコフ

連鎖の状態を表す確率変数とする。また，つぎの順序を考える。

定義 1 いま， x＝（功，…，ふ）と y=(y1,…，Yk)E Rkを， K次元の多変量確率変数X=(X1,…，ふ）からの

二つの標本とする。ここで， xぷ y;(i=l,2,…，k)のとき， xはyより小さいといい， x<yと表す。

このマルコフ連鎖の状態に関する情報は，状態空間上の確率分布(/)=（伽，仇伽，…）で表されている。

さらに，すべての標本値 X と事前情報(/)に対して事後情報は存在ぃその学習プロセスはペィズの定

理によるものとする。

状態についての事前情報が 0のとき，推移確率行列 Pにしたがってマルコフ連鎖の状態が推移す

るから，状態に関する情報は

「心伍
0=(¢1。ふ，ふ，…）

(2) 

となる。つぎに，標本値 x(ER!=(O,oo）りを得てから，状態に関する情報をベイズの定理にしたがっ

て修正し， T（0]x)となる。すなわち，任意の j=0,1,2,…に対して

lTj(0|x)＝己瓢） （3) 

T(0lx)=(To（祝x），T1(OIx)，T2(0|x)，…）

である。つぎに，事前情報と，このようにして改良された事後情報の関係を 3つの仮定の下で考察す

る。

仮定 1 マルコフ連鎖の状態が iのとき，条件付き期待値μi=E[XIY=i]は有界である。ここで， y
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はマルコフ連鎖の状態を表す確率変数である。

仮定 2 マルコフ連鎖の状態が iのとき， K次元の多変量確率変数を Xiとし (i=0,1,2,…），その確率

密度関数を j;(x)とする。このとき，

f9Aj(x八y)f;vixVy)こfj(y)f,(x) (4) 

とする。ここで， X八y= (min(x1,Y1)，…，min(xk,Yり）および xVy=(max(x1,Y1),…，max(xk,Yk))とす

る。

仮定 3 状態空間が {0,1,2,3,…}のマルコフ連鎖で， P＝（加）i,j=0,1,2,3,…をその推移確率行列とし， TP2

の性質を持つとする。すなわち，任意の iとj(i::2:j, i,j =0,1,2,…）に対して， P叫加こかゆmiーである。た

だし， m~n(m,n= 0,1,2,…)とする。

これらの性質をみたすとき，この部分観測可能なマルコフ連鎖は MTP2 (multivariate totally 

positivity of order two) の性質を持つという。

つぎに，尤度比を用いて状態空間の上の確率分布の間に順序を導入する。

定義 2 いま， X と Yを非負な多変量確率変数とし，それらの確率密度関数をそれぞれ Ixおよび fy

とする。いま，

f x(y)jy(X)~f x(xVy)f y(X八y)

のとき，確率変数 X は，確率変数 Yより尤度比の意味で大きいと言い， X::2:1Yと表す。

この順序関係を MTP2と言い， T巳 (totallypositivity of order two) の一般化である。いま， S

= </J </J＝（¢。,¢ふ，…），い窄。炉1}を，非負整数の集合 {0,1,2,…｝上の確率分布全体を表し，この｛ 
集合に尤度比を用いて，順序を導入する。

定義 3 いま9</J とびを， S に含まれる 2 つの確率分布とする。すべての 2 つの整数の組 i と j(i~

j,i,j=0,1,2，・・・）に対して，

¢j 約
¢沖i2¢北， i.e.， 20

¢i 炒i
(5) 

とし，少なくとも 1つの組み合わせ iとjに対して，¢池・>¢必とする。このとき，(/)>R” と表す。

また，すべての i=l,2…に対して，¢戸炒t・ のとき，の＝£甲とする。さらに'(/)=Rりかつの＞4rのと

き， 0こ£刃とする。

補題 1 定義 3で導入した順序は半順序である。

Nakai [7, 8, 10, 13, 14, 15]などで，この順序について考察されている。また，［7,8]では状態の

数が有限の場合を，［10]では可算個の場合を扱っている。

部分観測可能なマルコフ連鎖の状態について，それぞれの期で多変量確率変数から得られる標本値

を用いで情報を得る。また，すべての情報は状態空間上の確率分布のによって与えられるとする((/)

ES)。それぞれの期で，これらの標本値をもとに，状態に関する情報を改良する。いま， <l>(ES)を

状態に関する事前情報とする。 K次元の多変量確率変数からの標本値 X に対して，ベイズの定理によ

つで情報を T(ililx)とする。このとき，仮定 1,2と3のもとで，（2）式と (3)式で定義された事後情報

について基本的な性質が成り立つ。
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定理 1 すべての <PESに対し， x<yならば T（(51x)s,T（ふy）である。

補題 2 任意の 0と甲 ESに対し， 0こ£叩ならば， 0こ4祁である。

定理 2 任意の XERkでのこIりとすれば T（のIx)z,T（厚x)である。

これらの性質は， Nakai[l3]で用いたものと同様の手法を用いて示すことができる。また，それぞ

れの期で観測できる標本が， K個の独立な確率変数の場合にはつぎの方法で表すことが出来る。

いま， X（ 1) ， •••,X(K) を， K 個の独立な確率変数から得られる標本 X1,…，m の順序統計量とする (x(1) こ・・・

ZX(k))。ここでは，便宜上，標本を値の大きなものから小さいものへ並べる。このとき， K個の標本の

間につぎの順序を導入し，つぎの補題を示すことができる。

定義 4 2つの K個の標本 x,yERkに対して， X(i)s y(ii(i = 1,2,-・ ・,k)のとき， x<yとする。

補題 3 任意の xとyに対し， x<yならばfJ(y)f,（x)2/;(y)J;(x),i<j(i,j = 1,2，・・・）である。

Nakai [13]では， K個の独立な確率変数から標本が得られる場合にも，事前情報と事後情報のあい

だに成り立つ 3つの性質が得られている。また， n=lのときについては，［7,8]に詳しい。

ここで，仮定 2はつぎのように表すことができる。 isj(i,j=0,1,2,・・・,n)ならば，

f;(x八y)fJ(xVy)2fJ(y)/；(x) かつ f;(x/¥y)f;(xVy)2-f;(y)J;(x) (6) 

である。標本 X が得られたとき，事後情報はつぎの性質を持つ。

定理 3 すべての <J)ESに対して， T（(Pix)はMTP2の性質を持つ。

証明 MTP2の定義より，任意の s< s'(s,s'=0,1,2,…）について，

冗((5/x八y)Ts,((PlxV Y)＞冗（(Pix)Ts((5/y) 

が示されれば良い。すなわち，不等式

Ts((Pix/¥ y) Ts,((Pix Vy)-Ts,（(Pix) Ts((Ply)20 

が成り立つことが示される。この不等式の分母を払えば，

忍sん(x八y)仏訊ん(xVy)-¢sfs,(X)孤s人(y)

＝忍s砂~'Us(x/\y)fs,(xV(y)-fs,(x)fs(y) ） 20

となる。この最後の不等式は，仮定 2から導かれる。ロ

定理 1と2は，この場合にも成り立つ。 x<yとすれば x八y=xおよび xVy=yが成り立つから，

つぎの性質は明らである。

補題 4 j;(x)が仮定 2を満たすとする。いま， x<yならば

fj(y)f,（X)::2'.f;(y)/.;(x) (7) 

が，任意の i<j(i,j=l,2,•••) に対して成り立つ。すなわち，すべての i=0,1,2,••• に対して f;(x) は X に

関して MTP2の性質を持つ。

この補題から，定理 1と同様の性質が導かれる。また， X1,・・・,Xkが互いに独立なときには，補題 3

より x<yかつ i<j(i,j = 1,2,…）となるすべての xとyに対して (7)式が導かれる。このことは，

MTP2の性質に他ならない。一方，（7）式と， Xに対して f;(x)(i=0,1,2,…）が MTP2の性質を持つこ

とを仮定する。このとき，簡単な計算から補題 5が得られる。
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補題 5 任意の i<j(i,j=l,2,…)に対して，（7）式を仮定する。また， Jlx)(i=o,1,2,…）は Xに関して

MTP2の性質を持つとする。このとき，仮定 2が成り立つ。

補題 6 X1,…ぷが独立のとき，（7）式から仮定 2が導かれる。

証明 i ~j(i,j = 0,1,2,…）とする。このとき，つぎの式を示せば良い。

ft(x八y)力(xVy)ミfJ(y)f2(x) (8) 

ここで， 1::=;;:f<m のとき Xt~Yt であり， m<f::=;;:k のとき X1<Y1 とする。

m m m m 
IIfl•(y£)IIfJ(m) こ IIfj切） IIf2(x£)
P=l P=l P=l P=l 

を示せば，（8）式が成立する。このことは，補題 3より明かである。た紅の場合も (i,j=0,1,2,…），同

様にしてこの補題が示される。ロ

定義 5 k変数関数 rp:R!→Rが， x<yのとき rp(x):::;::rp(y)(rp(x)~rp(y)）ならば，この関数は X に関

して非減少（非増加）関数という。

Holley [2], Kemperman [5], Preston [16], Karlin and Rinott [3, 4]において，性質 1と2

が得られている。

性質 1 ft•(x) を Rk 上の確率密度関数とし(i=l, 2), 

八(x八y)f2(xVy)こ八(x)f2(y) (9) 

とする。このとき， Xに関して増加する非負可測関数 rp(x)に対して

jrp(x)八(x)dxヅjrp(x)丘(x)dx (10) 

となる。

補題 7

瓜x八 y)fixVy)~fiy)ji(x)

とする。ただし， x,yERkかつ i:'.S:j(i,j= 0,1,2,…）である。このとき， Xに関して増加する任意の関

数孤・）に対して

j<p(x)Jlx)dx:'.S: j<p(x)/i(x)dx 

となる。

補題 8 Sに含まれるすべての(/)とりに対して， (/Jこ¢甲ならぱ， X に関して増加する任意の関数

帆・）に対して

E占 (X)］＝翫j<p(x)Jlx)dx含翫j<p(x)Jlx)dx=E占 (X)]

となる。

性質 2 f（功，…，Xk)を， K次元の多変量確率変数 X=(X1,…，ふ）の同時確率密度関数とする。この関

数が MTP2の性質を持てば，周辺確率密度関数f(xa,…,Xim)もまた， MT巳の性質を持つ (i1<…<im,

{i1, ・・・,i五｝c{l,2,・・・,k}）。

補題 9 /(x1,…，Xk)をK次元の多変量確率変数 X=(X1,…，ふ）の同時確率密度関数とする。この関数
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が MTP2の性質を持てば，周辺確率密度関数f(xm)はTP2の性質を持つ (m=l,2,・・・,k)。

3 部分観測可能なマルコフ連鎖での最適停止モデル

3. 1 最適停止モデル

前節までで扱った部分観測可能なマルコフ連鎖での最適決定モデルを考える。まず始めに簡単な例

として， n期間の最適停止モデルを考える。それぞれの期で， K次元の多変量確率変数から得られる標

本 x=(xi,…ふ）を観測して，この期で停止するかどうかを決定する。この多変量確率変数は，部分観

測可能なマルコフ連鎖の状態に依存し，状態に関する情報はすべて状態空間上の確率分布で表されて

いる。このとき，停止すれば標本の大きさに依存する利得 rp(x)を得る。停止しなければ，この標本か

ら状態についての情報を得て，つぎの期に進み，新たな標本を観測する。利得関数 rp(x)はX に関して

増加する関数とする。例えば， rp(x)=max!＜臼kX,とすればよい。

このマルコフ連鎖の状態についての情報が </Jのとき＇ 1パ附間のぁぃだ最適政策にしたがつfこときに

得られる総期待利得を加(</J)とすれば，最適性の原理より，つぎの最適方程式が得られる。 (Ross[l7])

Vn(</J）＝E礼un(</JIX)] (11) 

Vn(</J|x) =max{ rp(x),Vn-1(T(<P,x))}. (12) 

これらの関数と，前節で得られた性質よりつぎの結果が得られる。

補題10 珈 (</J)は </Jに関して増加する。すなわち 9 </J：：：：：叩ならば Vn(</J）：：：：：翫（り）である。

補題11 珈 (</J|x)|よ</JとX に関して増加する関数である。

これらの性質は nに関する帰納法を用いて示される。 n=lの場合は明かである。これらの性質が 11

-1以下の場合に成り立つとする。定理 2より '</Jこ¢りならば T（のI．¥,:)2pT（四x)である。このこと

から， Vn(</J|x)は </Jについて増加する関数である。一方，補題 4より定理 1が成り立つから， x<yな

らば T（<Pix)：：：：：;T(<Ply)である。帰納法の仮定より， Vn(</J|x)はxに関する増加関数である。補題 8

と11より，補題10が得られる。

つぎに， R↑に含まれる領域ふ(</J)をふ(</J)＝｛xlrp(x)ミVn-1(T（<P,x))}とする。この領域は，この

モデルの停止領域を示し，したがって最適政策を定めるものである。この領域に関して，つぎの性質

が得られる。

補題12 領域 ふ(</J)に対して9 </J：：：：：平ならばふ(m)csn(</J）である。

補題11より，叫</J|x)は </Jに関して増加することがわかる。さらに9 </J：：：：：りならば， rp(x)シ

Vn-1(T(ift,x)）2 Vn-1(T(<P,x))も示される。したがって，この補題が導かれる。

3.2 最適選択モデル

つぎに， Nakai[7, 8, 13, 14]で考えられたモデルと同様の，最適選択モデルとして知られる多段

決定モデルを考える。このモデルは， n期間の決定モデルで，それぞれの期で， K次元の多変量確率変

数から得られる標本値を観測し，それらの中から m個を選択して総期待利得を最大にするモデルであ
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る。部分観測可能なマルコフ連鎖の状態に関する情報がののとき， v累(<I>)を最適政策にしたがったと

きに得られる総期待利得とする。このとき，（11)式と (12)式と同じように，最適性の原理よりつぎの

再帰方程式が得られる。

v::Z(<I>)＝ 広[vば(<I>IX)] (13) 

v::Z(<I>I X) = max位(x)+v菜了(T(ib,x)),v::Z-1(T(ib,x))}. (14) 

これらの再帰方程式と，前節で得られた性質を用いてつぎの結果が得られる。

補題13 ば((/)|x)はmに関する増加関数である。

補題14 V累((/))はのに関する増加関数である。すなわち， <I>::;;;lJfならば v累(<J>)::;;:v累（lJf)である。

補題15 v::Z((JJ|x)はX に関する増加関数である。

補題13は定義から明らかであり，残りの性質は nに関する帰納法で示される。

補題14と15の証明 n=lのときは，仮定から明らかである。一般のときはつぎのようになる。

n22のとき， mに関する帰納法を用いる。 m=lの場合は，補題10と11から補題14と15は明かであ

る。 m22のときは

vば＿~l(T(<P,x) ） ~v累一丁（ T（祁，x)) かつ v累ー1(T(<P,x))~ v::Z-1(T(ifr,x)) 

だから，（13) 式と (14) 式より補題14が導かれる。同様に， x~y のとき，

vば＿了(T(<P,x) ） ~v菜~l(T(<P,y) ） かつ v累＿1(T(<P,x))~ v::Z-1(T(<P,y)) 

だから，（13)式と (14)式から補題15が得られる。ロ

つぎに，関数 h悶((JJ|x)を

鱈((J)lx)=v累→（T(i/i,x))-vば＿=-l(T(ili,x))

とする。このとき，つぎの性質が得られる。

補題16 靡（<Pix)はmとxに関する増加関数である。

(15) 

また， R!の領域 S累(<I>)をS:[!(<I>)={xi cp(x) ~ h翌（<Pix)｝で定義する。この領域は，前にも述べたと

同じように，この最適選択モデルの選択領域を示し，このモデルの最適政策を表す。この領域に関し

て，つぎの性質が成り立つ。

補題17 領域 S累（の）に対して， 0<叩ならば， Sば（1Jf')CS累(<I>)である。

補題16が示されれば，補題17が成り立つことは明らかだから，補題16を示す。これらの性質も nに

関する帰納法で示され， n=l のときは，明らかであり， n~2 に対しては， m に関する帰納法を用い

る。 m=lの場合は，補題12から補題17が導かれることに注意する。また， h7:f(<Pix)が(14)式で定義さ

れているから，つぎのことは明かである。

定理 4 最適政策にしたがったときに得られる総期待利得 vば(T(ib,x)）はつぎの関係式を満足する。

m 

v::Z(T(~.x))= ~品（ <Pix)
i=1 

これらの性質を示すためには， h翌(<Pix)がどのような関数であるかを知る必要があり，この関数に

ついて詳しくみる。そのために，つぎの準備をする。
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まず始めに， 2つの非負な可測関数 u(x)とv(x)に対して， 2つの関数 UF(u(x),g(x)）と怜(u(x),

g(x))をつぎのように定義する。

い(u(x),g(x))= 100 (u(x)-g(x))+dF(x) (16) 

応 (u(x),g(x))= 100 g(x)dF(x)＋い(u(x),g(x)) (17) 

ただし， h(x)+=max{h(x),O}とする。

これらの関数を用いて，非負関数の列 {g;;'(<1>)｝（<1>ES,Ismsn)を帰納的に定義する。

g閉(<1>)＝ 応(<p(x),gii'ー1(T(る,X)））- U応 (<p(x),g『--l(T(<P,x))) (18) 

g~(<1>)= 00 かつ g~+l(<1>)=0 (n20) 

とする。つぎに，つぎの集合を考える。

M:i'(<1>)＝｛xlg『-1(T(<P,x)）s<p(x) < g;;'::/(T(<P,x))} (19) 

m-1 
U:i'(<1>）＝ UM忍<I>) かつ Lば(<1>)＝R!-U:+1(<1>）

j=l 

ただし， UJ((/J）＝ば((/J)＝0かつ U』+1((/J）＝Rととする。

一方

gt((/J） ＝ 幻fOO¢(x)dE(X)

だから，（18)式で生成した関数列は定義できる。この関数列に関してつぎの性質が成り立つ。関数

加＋1((/J|x)を

紅＋1((/J|x)=gii'ー1(T(<P,x))lu品（<1>J(x)+ r:p(x)IM;ふ

+gii'(T((/J，x))IL店 (<1>)(x) (20) 

とおく。このとき，以下の性質が成り立つことを示す。

補題18 g;;'((/J)と7iり＋1（(/J|x)は任意の整数 nと叩に対して'(/Jに関して増加する関数となる。

補題19 gii'((/J)と1l翌＋1((/J|x)は任意の (/JESと整数 J1に対して， mに関して減少する関数となる。

補題20 g閉((/J)と加'+1((/J|x)は任意の (/JESと整数 mに対して， nに関して増加する関数となる。

系 1 3つの集合 M::'+1C(/J）， U農1((/J）と L悶＋1((/J)は互いに素で，

M::'+1((/J）uu農＋1((/J）UL悶ョ((/J)＝R!となる。

系 2 g累＋1((/J）は，

心 ((/J)＝f゜砧((JJlx)d応 (x)

となる。すなわち，関数加＋1((/J|x)は関数 g;;'ョ((JJ)の被積分関数である。

補題21 任意の (/JESとm(l~m~n) に対して

U,':'+1((/J）CU[:'((/J） 

となる。

補題22 もし'(/J：：：：：clJf((/J, lJf E S) で， l~m~ ツl+1 ならば，

Unm+I((/J）cu累+1(lJf)
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となる。

これらの性質も n に関する帰納法で示される。 n=l のときは，仮定から明らかである。 n~2 に対

しては， mに関する帰納法を用いる。 m=lの場合は，補題12から補題17が導かれる。

ここで， nに関する帰納法を用いて，これらの性質を証明する。 n=lの場合は

gf((/)） ＝ 翫J00(fJ(x)dFix) 

であり， gP((/)）＝ CX) となる。一方，関数

心）＝J00(fJ(x)dF;(x) 

は9(/)に関して増加する関数で， Vj((/)）三 vl•((/)） （j ::s;; iかつ i,j=O,l,2,…）だから，定理18が示される。

n=lのときの残りの性質は定義から求められる。

補題18の証明 帰納法の仮定から，関数 g:f~l(T(ili,x)）と g閉＿1(T(ili,x)) は(/)に関する増加関数と

なる。ここで9 (/)ミ£びのとき 2つの関数 g閉((/))と g;f（伊）を比較する。

もし，

加(<l>|x)こ加（四x) (22) 

が R!に含まれる任意の Xに対して成り立てば， n=lに対する系 2からこの補題は求められる。いま

n=lに対する系 2から， 2つの関数的(<I>|x)と砧"fflx)を，（a)u:;-(<I>)nu歴（lJf),(b) Uデ(<I>)n

M丁(m)，（c)U丁(<I>)nL閃（伊），（d)M:;-(<I>)nu::-（lJf),(e)Mデ(<I>)nM::-（四，（/)M:;-(<I>)nL翌(lJf),

(g)L閃(<I>)nu謂（叩），（h)L閃(<I>)nM:;-(lJf),(i)L翌(<I>)nL悶(lJf)の9つの場合に分けて考える。

これらの集合は明らかに互いに素であり，（22)式は簡単に示される。例えば，（d)の場合を考える

と， XEM::-(<I>)n u戸(m)だから，

g::Z-1(T(<P,x)）:::;;cp(x)<g閉叶(T(<P,x))

かつ

g翌＿—｝(T（取，X））:::;: cp(x) 

となる。一方， XEM::-(<I>）nuば憚）から，

加(<I>|x)=cp(x) かつ 紅（例x)=g累オ(T（ift,x))

となる。したがって

犀 <I>|x)=cp(x) ~g戸(T(ift,x)）＝加(Wix)

となる。

つぎに，（h)の場合を考えると， xEL翌(<I>)nM累（lJf)だから，

cp(x) < g閉ー1(T(<P,x)） かつ g::Z-1(T(ift,x)):::;: cp(x) < g閉オ(T(<P,x))

となる。さらに，

危(<I>|x)=g閉ー1(T(ib,x)), h閃（例x)=cp(x) 

となる。よって

i界((/)|x)=g閉＿1(T(<P,x)）:?:cp(x)=加(Wix)
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が示される。残りの場合も同様にして導かれる。ロ

補題19の証明 補 題18の場合と同様に， M!:'(f/J)nM:-1(f/J)=0だから， 2つの関数tt'!i(f/Jlx)と

紅 l(0|x)を，（a)L'::(f/J),(b)M!:'(f/J), (c)M!:'―1(f/J), (d) U!:'→（O）の 4つの場合に分けて比較する。

((/J E S) 

これらの集合は互いに素であり，これら 4つの集合の和集合は R!となる。

(c)の場合を考えると， xEM;:'→（の）だから

gぢ (T(0,x))scp(x)<g『オ(T(0,x))

となる。一方， M!:'→(f/J)cU!:'(f/J)だから

狛→（f/Jlx)=cp(x) かつ茄(f/Jlx)=g'/iゴ(T(0,x))

となる。従って，不等式紐(f/Jlx)stt'/i→(f/Jlx)が求まり，残りの場合も同様に得られる。ロ

補題20の証明 前の 2つの補題と同様に， 2つの関数的(f/Jlx)とtt'::-1(f/Jlx)を，（a)L'::-1(f/J),(b) 

M!:'-1(f/J)nL'::(f/J), (c) (M戸 f/J)UM訳0)）n(L『-1(0)UL閉(f/J)),(d) U!:'-1(f/J) n M!:'(f/J), (e) UJ:'(f/J) 

の5つの領域に分けて比較する。

一方

gぢ (T(0,x））2g戸 (T(0,x)） かつ g:;'(T(0,x））2g閉ー1(T(0,x))

だから，不等式祉'!i(f/Jlx)こ祉訊01x)は，前の補題と同様に求められる。例えば (b)の場合， XE

M農1(f/J)n L'::(f/J)だから

gに(T(0,x)）三吠x)<g『-1(T(0,x))

となる。一方，

紐(f/Jlx)=g閉ー1(T(0,x)） かつ i『-1(O|x)＝p(x)

から，この補題の性質が成り立つ。 (c)の場合にはさらに 4つの場合に分け，それぞれ同様となり，残

りの場合も同じように求められる。ロ

系 2の証明 補題18,補題20と(18)式からつぎのことが示される。もし， XEM!:'+1((/J)ならば，

g『(T(0,x))+(cp(x)-g『(T(0,x)））＋ー(cp(x)-g『-1(T(0,x)))+=cp(x)

となり， XEU::'+1((/J)ならば

g『(T(0,x))+(cp(x)-g『(T(0,x)））＋ー(cp(x)-症-l(T(0,X)））＋=g『→(T(0,x))

となる。また， XEL'::+1((/J)のときは

g『(T(0,x))+(cp(x)-g『(T(0,x)））＋ー(cp(x)-g:;i-1(T(0,x)))+=g『(T(0,x))

だから，この系は成り立つ。ロ

補題19 と (19) 式から系 1 が導かれる。また，（21) 式から， g『＋i(T(0,x)） ~o となる。

補題21の証明始めに

m-1 

U:t'(tP)= U Mi(tP)={xlg『オ(T(~,x)） :5:rp(x)}
j=I 
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に注意する。もし， X EU:!-ョ(</))ならば， gJil―1(T(ili,x)):::;;cp(x)となる。また，補題20から，

gば―1(T(ili,x))~gば＿ーl(T(ili,x))

が示される。従って， g犀::-l(T(ili,x)）::=;;cp(x)すなわち XEU:!(</)）が成り立つ。ロ

補題22の証明 XE  U累ョ(</))のとき， g閃→（T(ili,x)）::=;;cp(x)となる。一方，補題18から

g閉― 1(T(ili,x) ） ~gJil ― 1(T(ifr,x))

となる。従って， g閉→（T（ifr,x))::=;;cp(x)が成り立ち， XEU嘉1(T（ifr,x))となる。ロ

このとき，部分観測可能なマルコフ連鎖の上での最適選択モデルの最適政策と，その最適政策を用

いたときの総期待利得はつぎのように表される。

定理 5 最適選択モデルで， v累(</))はつぎのようになる。

(1) vJ:i(</))= ~g~(</J) 
i=l 

(2) もし，観測される標本値 Xが， X EU:!(</J)のとき，この値 X を選択することが最適となる。

証明 この定理を nに関する帰納法を用いて証明する。 n=lの場合は， g{(</J)= ~ cp;E;[ cp(X)］とな
i=l 

り，この定理は成り立つ。

この定理が， n以下の全ての値に対して成り立つとする。帰納法の仮定から，（14)式はつぎのように

表せる。

m-l m 

vJil(</J)＝max{cp(x)+ ~ g~ー1(T(ili,x)), ~ gい(T(ili,x))}
k=l k=l 

(23) 

ここで，もし xEU累((/))ならば

g1:.ー 1(T(ai,x))~ cp(x) 

となり，

m-1 

v累(<I>)=cp(x)+~ g~-1(T(ili,x)) 
k=l 

となる。したがって

v::Z(<I>)＝f 位(x)＋区漏＿1(T(<P,x))}d凡 (x)
u『(O) k=1 

+f  i叫 (T(<P,x))d凡 (x)
LW⑩ )j=1 

m 

＝因d(T(<D,x))
j=l 
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を用いた。また，このことから（ 2)も成り立つ。ロ

したがって，この定理より h翌((/)|x)=h1:f((/)|x)となり補題16が導かれる。また， S::Z((/))＝U::Z+1（(/)）だ
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から，補題22より補題17が導かれる。

注 1 定理 5から最適政策に従ったときに得られる総期待利得が， 2外(<P)となる。したがって，
i=l 

g款の）は情報がののとき n 期間のあいだに k~l 個を選択するモデルで，選択できる機会が 1 回増え

ることによって，決定者が最適に振る舞うことにより増加する期待利得を表していると考えられる。

すなわち，情報がののとき n期間のあいだに K個を選択するモデルで，最後につけ加えた選択する機

会のこのモデルに対する寄与を表すと考えられる。
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